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STRESZCZENIE. W artykule przedstawiono numeryczny sposób obliczania wspó³czynników

rozdzia³u poprzecznego obci¹¿eñ ruchomych w analizie typowych ustrojów noœnych mostów.

Do modelowania zachowania siê ustrojów noœnych mostów pod obci¹¿eniami ruchomymi

zastosowano numeryczn¹ metodê analogii rusztowej. Przy obliczaniu wspó³czynników

rozdzia³u obci¹¿eñ i ich linii wp³ywowych uwzglêdniono zasadê Maxwella o wzajemnoœci

przemieszczeñ. Wykorzystano podejœcie stosowane w tradycyjnych metodach rozdzia³u

obci¹¿eñ ruchomych, jednak¿e ustroje noœne mostów modelowano w sposób bardziej

realistyczny przy pomocy analogii rusztowej. Metoda zachowuje uproszczone za³o¿enia

stosowane w metodach rozdzia³u obci¹¿eñ, do rozwi¹zania problemu wykorzystuj¹c sposób

numeryczny. Rozdzia³ obci¹¿eñ przedstawiono w klasycznym ujêciu analizuj¹c ugiêcia w prze-

krojach miarodajnych. Przedstawiony sposób nie wymaga stosowania specjalistycznego

oprogramowania, do obliczeñ mog¹ byæ wykorzystane nawet proste, dostêpne programy

komputerowe. Po obliczeniu wspó³czynników rozdzia³u poprzecznego obci¹¿eñ dla

analizowanego ustroju noœnego mostu, dalsz¹ czêœæ obliczeñ wykonuje siê tradycyjnymi

procedurami stosowanymi w mechanice konstrukcji i wytrzyma³oœci materia³ów. Do obliczania

wspó³czynników poprzecznego rozdzia³u obci¹¿eñ wykorzystano numeryczn¹ metodê

rusztów, ale mog¹ byæ tak¿e zastosowane inne metody numeryczne.

1. WSTÊP

W projektowaniu i ocenie noœnoœci obiektów mostowych stosuje siê wiele metod nu-
merycznych i empirycznych. Zazwyczaj procedury okreœlania noœnoœci projektowej
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lub sprawdzania noœnoœci obiektów mostowych s¹ znormalizowane w ka¿dym kraju.
W normach lub wytycznych w niektórych krajach stosuje siê uproszczone, ale z regu³y
bardzo bezpieczne procedury obliczeniowe, w innych krajach wymagana jest bardzo
szczegó³owa i staranna analiza obliczeniowa. W dekadzie powszechnej obecnoœci
i stosowania metod numerycznych, linie wp³ywowe si³ wewnêtrznych lub rozdzia³u
poprzecznego obci¹¿eñ s¹ wci¹¿ popularne ze wzglêdu na mo¿liwoœæ szybkiego
przedstawienia i rozpoznania krytycznych obszarów do analizy konstrukcji.

Wspó³czynniki rozdzia³u poprzecznego obci¹¿eñ ruchomych lub ich linie wp³ywowe
s¹ stosowane do obliczania obci¹¿eñ ruchomych przypadaj¹cych na poszczególne
dŸwigary lub belki w ustroju mostowym. Pierwsza wspó³czesna metoda rozdzia³u po-
przecznego obci¹¿eñ, znajduj¹ca zastosowanie do czasów obecnych, zosta³a wprowa-
dzona przez Y. Guyona i Ch. Massonneta w koñcu lat czterdziestych XX wieku. Od
tamtej pory metoda ta rozpowszechni³a siê w wielu krajach [1 - 5]. Metodê unowocze-
œni³ R. Bareš [2] i przez wiele lat by³a ona podstawow¹ metod¹ analizy przêse³ drogo-
wych obiektów mostowych w Europie, w tym tak¿e i w Polsce. Równoczeœnie w USA
i Kanadzie stosuje siê wspó³czynniki rozdzia³u obci¹¿eñ ruchomych do projektowa-
nia i do oceny noœnoœci obiektów mostowych (normy AASHTO i Ontario).

Wspó³czeœnie, przy powszechnej dostêpnoœci komputerów i programów komputero-
wych do analiz konstrukcji, mo¿liwe jest szybkie wykonanie obliczeñ statycznych
przêse³ mostowych z du¿¹ dok³adnoœci¹. Stara idea, kiedyœ bardzo pracoch³onna, empi-
rycznego okreœlania wspó³czynników rozdzia³u obci¹¿eñ dla dŸwigarów mostowych
mo¿e byæ obecnie rozwi¹zana za pomoc¹ nawet ma³ego programu komputerowego lub
arkusza kalkulacyjnego. Tradycyjne metody okreœlania wspó³czynników poprzeczne-
go rozdzia³u obci¹¿eñ ruchomych w postaci tablic lub wykresów wydaj¹ siê wiêc prze-
starza³e i maj¹ ograniczony zakres zastosowania, z regu³y do symetrycznych przêse³
prostych lub w niewielkim ukosie.

W artykule przedstawiono numeryczny sposób okreœlania poprzecznego rozdzia³u
obci¹¿eñ ruchomych w przês³ach drogowych obiektów mostowych, oparty na trady-
cyjnych zasadach stosowania rozdzia³u obci¹¿eñ, ale wykorzystuj¹cy do rozwi¹zania
problemu metody numeryczne. Do modelowania ró¿nych typów przêse³ mostowych
zastosowano numeryczn¹ metodê analogii rusztowej, która jest metod¹ dobrze rozpo-
znan¹ i opisan¹ w literaturze, umo¿liwiaj¹c¹ wykonanie dok³adnej analizy praktycz-
nie wszystkich typów przêse³ mostowych [3, 6 - 8]. Wyniki obliczeñ rozdzia³u
poprzecznego obci¹¿eñ ruchomych uzyskiwane metod¹ rusztów dorównuj¹ dok³adno-
œci modeli trójwymiarowych stosowanych w metodzie elementów skoñczonych. Obli-
czenie wspó³czynników rozdzia³u poprzecznego obci¹¿eñ metod¹ rusztów, umo¿liwia
wykonanie pozosta³ej czêœci analizy wed³ug podstawowych zasad teorii elementów
prêtowych (prosta belka). W artykule przedstawiono tak¿e przyk³ady numerycznych
obliczeñ, za pomoc¹ programu komputerowego, wspó³czynników poprzecznego roz-
dzia³u obci¹¿eñ wykonane dla istniej¹cych przêse³ mostów drogowych. Wyniki obli-
czeñ porównano z wynikami uzyskanymi elementarnymi metodami rozdzia³u
obci¹¿eñ, które s¹ znane w œrodowisku in¿ynierskim i czêsto stosowane w analizie
wstêpnej, a nawet w projektach technicznych i ekspertyzach.
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2. GENEZA ROZDZIA£U OBCI¥¯EÑ

W mostach drogowych rozpatruje siê oddzia³ywanie obci¹¿eñ ruchomych w postaci
kó³ i osi pojazdów, a tak¿e oddzia³ywania pojazdów ciê¿arowych i specjalnych. Nie-
które mosty sprawdza siê tak¿e na obci¹¿enia militarne. Modele obci¹¿eñ drogowych
stosowane na etapie projektowania s¹ podane w normach. Czasami obiekty mostowe
sprawdza siê tak¿e na obci¹¿enie rzeczywistymi pojazdami ciê¿arowymi lub pojazda-
mi nienormatywnymi. Elementy mostu musz¹ byæ ocenione na najbardziej ekstremal-
ne oddzia³ywania, jakie mog¹ wywo³aæ przeje¿d¿aj¹ce przez nie pojazdy. Najbardziej
krytyczne po³o¿enie na moœcie obci¹¿enia taborem samochodowym nie jest takie
samo dla poszczególnych elementów mostu.

Najstarsz¹ i najbardziej przydatn¹ metod¹ okreœlania ekstremalnych pozycji obci¹¿e-
nia na moœcie s¹ linie wp³ywowe. Stosuje siê tak¿e powierzchnie wp³ywowe. Tak jak
do okreœlania momentów zginaj¹cych i si³ tn¹cych linie wp³ywowe mog¹ byæ tak¿e
stosowane do rozdzia³u obci¹¿eñ od kó³ pojazdów. Do uproszczenia i przejrzystoœci
analizy przêse³ mostowych wprowadzono wspó³czynniki rozdzia³u obci¹¿eñ rucho-
mych. Zastosowanie linii wp³ywowych poprzecznego rozdzia³u obci¹¿eñ upraszcza
analizê dŸwigarów mostowych i sprowadza j¹ do analizy belki jednowymiarowej
(1D), a ekstremalne po³o¿enia pojazdów s¹ okreœlane wizualnie na podstawie kszta³tu
linii.

We wczesnych metodach rozdzia³u obci¹¿eñ, obci¹¿enia z kó³ pojazdów na dŸwigary
przês³a mostowego rozk³adano obliczaj¹c reakcje z pomostu na dŸwigary g³ówne przy
za³o¿eniu, ¿e elementy pomostu s¹ rozciête i swobodnie podparte na dŸwigarach. Na-
stêpnie, aby poprawiæ dok³adnoœæ obliczeñ, wprowadzono klasyczn¹ teoriê p³yt. Mo-
delowanie przês³a mostowego p³yt¹ wymaga³o wprowadzenia jednak pewnych
za³o¿eñ i uproszczeñ, a zamiast rzeczywistego przês³a mostowego obliczano równo-
wa¿n¹ p³ytê ortotropow¹. W bardziej dok³adnych metodach parametry sztywnoœci na
zginanie i na skrêcanie okreœlano tak, aby jednostkowe sztywnoœci przês³a mostowego
i równowa¿nej p³yty ortotropowej by³y sobie równe. W niektórych rozwi¹zaniach, dla
uproszczenia, pomijano wp³yw sztywnoœci na skrêcanie. W czasach przed komputera-
mi in¿ynier mia³ do dyspozycji proste narzêdzia obliczeniowe, jak suwak lub prosty
kalkulator, wiêc wspó³czynniki rozdzia³u obci¹¿eñ by³y zestawiane w tablicach lub
przedstawiane na wykresach. Pomimo pewnych za³o¿eñ upraszczaj¹cych stosowa-
nych w teorii p³yt ortotropowych uzyskiwano wartoœci rozdzia³u obci¹¿eñ dla kó³ po-
jazdów w prostok¹tnych swobodnie podpartych przês³ach mostowych z dobr¹
dok³adnoœci¹ do celów in¿ynierskich, a nawet badawczych.

Rozwój metod rozdzia³u obci¹¿eñ w mostach drogowych doprowadzi³ do powstania
metod opartych o charakterystyczne parametry [1 - 2] i metod opartych o wspó³czynni-
ki rozdzia³u obci¹¿eñ [4, 9 - 11]. Metody zosta³y znormalizowane i ujête s¹ przez nor-
mê kanadyjsk¹ OHBDC (1983) i normê amerykañsk¹ AASHTO (1977). W ostatnich
latach wprowadzono bardziej dok³adny sposób okreœlania wspó³czynników rozdzia³u
obci¹¿eñ w amerykañskiej normie AASHTO LRFD (1998) z uwzglêdnieniem rzeczy-
wistych parametrów geometrycznych przêse³. Nowe amerykañskie wspó³czynniki
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rozdzia³u posiadaj¹ jednak skomplikowan¹ budowê, tak ¿e i dla nich opracowano
uproszczony sposób ich obliczania podany w NCHRP Report 592 [11]. Wspó³czynni-
ki rozdzia³u obci¹¿eñ w amerykañskich normach s¹ zale¿ne od modelu obci¹¿enia
i mog¹ byæ stosowane tylko dla modeli obci¹¿eñ drogowych podanych w tych nor-
mach.

W czasach szybkich i nowoczesnych komputerów, stare rozwi¹zania rozdzia³u po-
przecznego obci¹¿eñ w przês³ach mostowych mo¿na ³atwo rozwi¹zaæ prostym progra-
mem komputerowym lub arkuszem kalkulacyjnym. Komputerowo wspomagane
projektowanie sta³o siê powszechne wœród in¿ynierów i zastosowanie komputerowego
podejœcia w sposobach rozdzia³u obci¹¿eñ z kó³ pojazdów sta³o siê bardziej atrakcyjne
ni¿ stosowanie tablic i wykresów wspó³czynników. W przedstawionym w artykule
sposobie rozwi¹zania problemu zastosowano metodê rusztów i czêœæ obliczeniow¹ wy-
konano programem numerycznym, zastêpuj¹c dawniej stosowane rozwi¹zania równañ
ró¿niczkowych w okreœleniu wspó³czynników poprzecznego rozdzia³u obci¹¿eñ. Zasa-
dy stosowania metody pozosta³y jednak takie same jak tradycyjnych metod rozdzia³u,
mo¿na j¹ stosowaæ do typowych przekrojów regularnych przêse³ mostowych.

3. ANALIZA METOD¥ RUSZTÓW

Metody analizy mostów zmieniaj¹ siê z rozwojem technik komputerowych. Bardziej
dok³adne metody komputerowe, jak analogia rusztowa oraz metoda elementów sko-
ñczonych s¹ obecnie dobrze rozpoznane i dok³adnie opisane w literaturze. Do oblicze-
nia rozdzia³u poprzecznego obci¹¿eñ z kó³ pojazdów samochodowych metod¹
przedstawion¹ w artykule zastosowano analogiê rusztow¹ jako metodê, któr¹ mo¿na
w prosty sposób modelowaæ wiêkszoœæ typowych przêse³ mostowych. Ka¿dy typ mo-
stu wymaga specjalnego sposobu modelowania metod¹ rusztów. Zasady i zalecenia
modelowania przêse³ mostowych metod¹ rusztów s¹ podane w literaturze [3, 6 - 8].
G³ówn¹ zalet¹ analizy metod¹ rusztów jest to, ¿e uzyskuje siê bezpoœrednie wartoœci
si³ poprzecznych i momentów bez koniecznoœci ca³kowania naprê¿eñ.

W rozdziale poprzecznym obci¹¿eñ wystarczaj¹ce jest zastosowanie nawet doœæ rzad-
kiej siatki prêtów w modelu rusztu, ale idealizacja numeryczna przês³a mostowego po-
winna opieraæ siê na prawid³owym odwzorowaniu jego rzeczywistego zachowania siê
pod obci¹¿eniami ni¿ stosowaniu zestawu regu³. Zaleca siê, aby numeryczny model
rusztu odzwierciedla³ ustrój noœny mostu i posiada³ pod³u¿ne prêty po³o¿one w osiach
rzeczywistych dŸwigarów ustroju noœnego. Taka sama zasada dotyczy poprzecznych
belek lub pasm p³ytowych, które modeluj¹ elementy poprzeczne.

W modelowaniu rusztu ró¿ne rozstawy dŸwigarów g³ównych, ró¿ne parametry geo-
metryczne belek, ukos ustroju noœnego, a nawet zarysowanie betonu mog¹ byæ ³atwo
uwzglêdnione. Te parametry rzadko s¹ uwzglêdniane w procedurach obliczeniowych
stosowanych w rozwi¹zaniach opartych na teorii p³yt ortotropowych lub innych po-
dobnych uproszczonych metodach. Ogólnie, numeryczna metoda rusztów umo¿liwia
uzyskiwanie bardziej dok³adnych wyników obliczeñ i stanowi dobr¹ alternatywê dla
innych uproszczonych metod analizy ustrojów noœnych mostów. Zastosowano j¹
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w wielu komercyjnych, bardzo przejrzystych programach komputerowych, w których
dane wejœciowe i wyniki obliczeñ s¹ przetwarzane w bardzo krótkim czasie. Powodu-
je to, ¿e metoda rusztów jest ekonomiczna i zrozumia³a dla wiêkszoœci in¿ynierów.
Tym niemniej jej stosowanie wymaga podstawowych wiadomoœci o modelowaniu
numerycznym ustrojów noœnych obiektów mostowych.

4. NUMERYCZNY SPOSÓB ROZDZIA£U OBCI¥¯EÑ

Przegl¹d literatury i stosowanych metod rozdzia³u obci¹¿eñ wskazuje, ¿e na
wspó³czynniki rozdzia³u obci¹¿eñ wp³ywa wiele parametrów, takich jak: liczba i roz-
staw belek, d³ugoœæ przês³a, k¹t ukosu, gruboœæ p³yty pomostu, poprzecznice, gzymsy,
a nawet bariery, zw³aszcza betonowe. Rozdzia³ obci¹¿eñ ruchomych na elementy
ustrojów noœnych mostów jest wiêc zale¿ny od parametrów sztywnoœci przêse³, ich
geometrii i warunków podparcia. W przedstawianej metodzie zastosowano analogiê
rusztow¹ do modelowania ustrojów noœnych mostów. Przyk³adowy schemat typowego
mostu belkowo-p³ytowego o jednakowym rozstawie dŸwigarów g³ównych, jego prze-
krój poprzeczny, plan przês³a i równowa¿ne elementy schematu numerycznego w mo-
delu rusztu zastosowane do analizy rozdzia³u obci¹¿eñ przedstawiono na rysunku 1.
Ustrój noœny mostu jest modelowany pod³u¿nymi elementami belkowymi po³o¿onymi
w osiach pod³u¿nych dŸwigarów przês³a mostowego. Belkom pod³u¿nym rusztu przy-
pisano parametry sztywnoœci giêtej i skrêtnej dŸwigarów pod³u¿nych przês³a mostu.
W taki sam sposób opisano elementy poprzeczne. Analizê rusztu wykonaæ mo¿na ka-
¿dym komercyjnym programem komputerowym, tak wiêc obliczenia matematyczne
s¹ wykonane przez komputer. Zastosowanie programu komputerowego umo¿liwia ob-
liczenie ugiêæ i si³ wewnêtrznych w konstrukcji przês³a w analizowanych przekrojach
i ich wykorzystanie do okreœlenia rozdzia³u poprzecznego obci¹¿eñ.

DŸwigary mostu s¹ obci¹¿ane si³¹ P w krytycznym przekroju przês³a, z regu³y w œrod-
ku rozpiêtoœci przês³a. Œrednie ugiêcie ustroju noœnego mostu w przekroju krytycz-
nym wynosi f

0
(rys. 1). Ca³kowite ugiêcie f

N
w przekroju krytycznym jest równe

sumie ugiêæ wszystkich N dŸwigarów przês³a. Ustrój noœny mostu nie jest jednak
belk¹ jednoparametrow¹, lecz dziêki sztywnoœci na skrêcanie elementów belkowych
i p³ytowych skupiona si³a P obci¹¿aj¹ca dŸwigary powoduje odkszta³cenia przekroju
poprzecznego przês³a. Im wiêksza jest sztywnoœæ dŸwigarów na skrêcanie tym bar-
dziej równomierne s¹ ugiêcia dŸwigarów pod³u¿nych. Ró¿ne ugiêcia dŸwigarów
przês³a wskazuj¹ na ró¿ny rozdzia³ obci¹¿eñ na dŸwigary. Ugiêcie dŸwigara i od
obci¹¿enia P na dŸwigarze k jest okreœlone jako f

ik
. Linie ugiêcia dŸwigarów w prze-

kroju poprzecznym przês³a dla schematów obci¹¿enia dla trzech dŸwigarów przedsta-
wiono na rysunku 2.
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Rys. 1. Schemat przês³a belkowo-p³ytowego, swobodnie podpartego oraz schemat

numeryczny rusztu

Fig. 1. Scheme of a slab-on-girder bridge deck, simply supported and its equivalent grillage

representation
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Rys. 2. Ugiêcia dŸwigarów przês³a mostu od si³y P na dŸwigarze nr 1, 2, 3 oraz

wspó³czynniki rozdzia³u obci¹¿eñ dla dŸwigara zewnêtrznego (nr 1)

Fig. 2. Bridge girder deflections due to force P at girder No. 1, 2, 3 and load

distribution coefficients for external girder (No. 1)



Œrednie ugiêcie f
0

w œrodku rozpiêtoœci przês³a wynosi wiêc:

f
N

f
N

f
ik N

i

N

0
1

1 1
� �

�

� , (1)

gdzie:

N – liczba dŸwigarów pod³u¿nych,

f
ik

– ugiêcie dŸwigara i od obci¹¿enia na dŸwigarze k,

f
N

– ugiêcie ca³kowite.

Stosunek dwóch ugiêæ wywo³anych przez obci¹¿enie P i obci¹¿enie równomiernie
roz³o¿one p P

0
� /(szerokoœæ pomostu) jest nazywany w metodzie Guyona - Massonne-

ta - Bareša g³ównym wspó³czynnikiem poprzecznego rozdzia³u obci¹¿eñ K i wynosi:

K
f

f
ik

ik�
0

. (2)

Wspó³czynnik poprzecznego rozdzia³u obci¹¿eñ � jest okreœlany, stosuj¹c wzory (1)
i (2) jako:

�
ik

ik ik

N

K

N

f

f
� � , (3)

gdzie:

�
ik

– wspó³czynnik rozdzia³u obci¹¿eñ dla dŸwigara i w punkcie k,

K
ik

– g³ówny wspó³czynnik rozdzia³u obci¹¿eñ,

N – liczba dŸwigarów pod³u¿nych.

Ugiêcia, zgodnie z zasad¹ wzajemnoœci przemieszczeñ Maxwella, dla przêse³ syme-
trycznych mo¿na zapisaæ jako f f

ik ki
� . Twierdzenie to okreœla, ¿e ugiêcie dŸwigara i

od obci¹¿enia jednostkowego na dŸwigarze k jest równe ugiêciu dŸwigara k, gdy
obci¹¿enie jednostkowe jest na dŸwigarze i. Dziêki tej zale¿noœci w przês³ach syme-
trycznych ugiêcie f

ki
mo¿e byæ stosowane zamiast ugiêcia f

ik
we wzorze (3):

�
ik

ki

N

f

f
� . (3a)

Wykres linii wp³ywowej poprzecznego rozdzia³u obci¹¿eñ (LWPRO) dla dŸwigara
zewnêtrznego (nr 1) przedstawiono na rysunku 2. Dla N dŸwigarów pod³u¿nych
w przêœle rozwi¹zanie wymaga okreœlenia N wspó³czynników poprzecznego rozdzia³u
obci¹¿eñ obliczonych z zale¿noœci (3) lub (3a) dla przêse³ symetrycznych (o jednako-
wych dŸwigarach). Wspó³czynniki rozdzia³u obci¹¿eñ s¹ bezwymiarowe i ich wykres
mo¿e byæ zastosowany na takich samych zasadach jak linia wp³ywowa. Do obliczenia
ich wartoœci dla jednego dŸwigara, przy przês³ach symetrycznych, mo¿na zastosowaæ
jeden schemat obci¹¿enia do obliczenia dowolnym programem komputerowym do
analizy rusztów.
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Zastosowanie analogii rusztowej w analizie przêse³ mostowych wymaga doœwiadcze-
nia i znajomoœci podstawowych zasad modelowania rusztem zachowania siê ustrojów
noœnych obiektów mostowych. Do sprawdzenia wyników obliczeñ mo¿na stosowaæ
zasadê Maxwella, a suma wspó³czynników rozdzia³u obci¹¿eñ �

ik
dla wszystkich

dŸwigarów w punkcie k powinna spe³niaæ zale¿noœæ:

�
ik

i

N

�
�

� 1,000
1

, (4)

gdzie:

�
ik

– wspó³czynnik rozdzia³u obci¹¿eñ dla dŸwigara i w punkcie k,

N – liczba dŸwigarów pod³u¿nych.

Zale¿noœæ (4) oznacza, ¿e suma wartoœci wspó³czynników rozdzia³u obci¹¿eñ dla
wszystkich dŸwigarów w jednym przekroju powinna wynosiæ 1,000 i jej spe³nienie
powinno gwarantowaæ, ¿e w trakcie obliczeñ nie pope³niono ¿adnego b³êdu. B³¹d ob-
liczeñ mo¿e wyst¹piæ przy transformacji wyników obliczeñ ugiêæ do arkusza kalkula-
cyjnego lub innego narzêdzia do przetworzenia danych obliczeniowych i uzyskania
wykresów linii wp³ywowych poprzecznego rozdzia³u obci¹¿eñ. Sprawdzeniem jest
tak¿e kszta³t linii, która powinna byæ p³ynna i bez za³amañ.

Dla przêse³ symetrycznych o jednakowych dŸwigarach zale¿noœæ (4) mo¿na sprowa-
dziæ do jednego dŸwigara k, którego suma wspó³czynników rozdzia³u obci¹¿eñ po-
winna spe³niaæ zale¿noœæ:

�
ik

k

N

�
�

� 1,000
1

. (4a)

Analizowane przekroje do obliczenia ugiêæ wybiera siê w œrodku rozpiêtoœci przêse³
wolnopodpartych lub w ekstremalnych przekrojach przêse³ ci¹g³ych. Uwa¿a siê tak¿e,
¿e do analizy rozdzia³u obci¹¿eñ w ustrojach ci¹g³ych wystarczaj¹co dok³adne jest
rozpatrzenie przês³a zastêpczego o rozpiêtoœci efektywnej.

Przedstawiona metoda zachowuje upraszczaj¹ce za³o¿enie stosowane w tradycyjnych
sposobach rozdzia³u obci¹¿eñ, ¿e kszta³t rozk³adu momentów zginaj¹cych, si³ po-
przecznych i ugiêæ w przekroju poprzecznym przês³a jest niezale¿ny od po³o¿enia
pod³u¿nego obci¹¿enia oraz od rozpatrywanego przekroju poprzecznego [4, 12].
Przyjmuje tak¿e upraszczaj¹ce za³o¿enie, które wprowadzi³ w 1946 r. do metod roz-
dzia³u obci¹¿eñ Y. Guyon, ¿e zmiana rozk³adu obci¹¿enia ma niewielki wp³yw na
wspó³czynniki rozdzia³u obci¹¿eñ [2, 5]. Tak wiêc wspó³czynniki rozdzia³u obci¹¿eñ
obliczone dla si³ skupionych mo¿na stosowaæ dla innych rodzajów obci¹¿eñ, jak
obci¹¿enie równomiernie roz³o¿one, tandem lub pojazd czteroosiowy.

NUMERYCZNY SPOSÓB ROZDZIA£U OBCI¥¯EÑ RUCHOMYCH W MOSTACH 37



5. WERYFIKACJA SPOSOBU ROZDZIA£U OBCI¥¯EÑ

Weryfikacjê metody przeprowadzono na przyk³adach betonowych mostów belkowo -
p³ytowych swobodnie podpartych i wieloprzês³owego mostu zespolonego. W pierw-
szym przyk³adzie porównano rozdzia³ poprzeczny obci¹¿eñ w dŸwigarach szeœcio-
belkowego przês³a z rozdzia³em uzyskanym z metody Guyona - Massonneta - Bareša
(m. G-M-B) w jej ostatniej wersji [2].

Rozpiêtoœæ przês³a wynosi³a L = 12 m, rozstaw dŸwigarów pod³u¿nych by³ sta³y i wy-
nosi³ s = 1,6 m, a gruboœæ p³yty pomostu wynosi³a 12 cm. DŸwigary pod³u¿ne stê¿one
by³y piêcioma poprzecznicami w rozstawie 2,4 m. Przekrój poprzeczny mostu, sche-
maty obliczeniowe p³yty ortotropowej i rusztu oraz linie wp³ywowe poprzecznego
rozdzia³u obci¹¿eñ (LWPRO) dla dŸwigarów przedstawiono na rysunku 3. W obu mo-
delach wprowadzono takie same parametry wejœciowe, tj. momenty bezw³adnoœci
dŸwigara pod³u¿nego na zginanie I

x
= 0,0376 m4 i na skrêcanie J

x
= 0,0095 m4 oraz

momenty bezw³adnoœci poprzecznicy na zginanie I
y

= 0,0050 m4 i na skrêcanie
J

y
� 0,0014 m 4 . Odpowiada³o to charakterystycznym parametrom sztywnoœci p³yto-

wych przês³a (m. G M B) na zginanie � = 0,732 i na skrêcanie� = 0,202. W obliczeniu
parametrów dŸwigarów pod³u¿nych i poprzecznych uwzglêdniono sztywnoœæ
p³ytow¹ na zginanie i skrêcanie p³yty pomostu. Uzyskano bardzo dobr¹ zgodnoœæ
kszta³tu i rzêdnych linii wp³ywowych poprzecznego rozdzia³u obci¹¿eñ dla wszyst-
kich dŸwigarów (rys. 3). Ze wzglêdu na symetriê przês³a do obliczenia wspó³czynni-
ków rozdzia³u mo¿na zastosowaæ zarówno zale¿noœæ (3), jak i (3a) z punktu 4. Sumê
wspó³czynników rozdzia³u mo¿na tak¿e sprawdzaæ z zale¿noœci (4) lub (4a).

Drugie porównanie wykonano w przypadku betonowego przês³a czterobelkowego
o takim samym rozstawie dŸwigarów pod³u¿nych i rozpiêtoœci, jak w przyk³adzie
pierwszym, ale dla dwóch wariantów sztywnoœci dŸwigarów g³ównych (rys. 4).
W pierwszym wariancie przês³a przyjêto takie same parametry geometryczne elemen-
tów (dŸwigary, poprzecznice i p³yta pomostu), jak w przyk³adzie pierwszym. W dru-
gim wariancie przês³a przyjêto dŸwigary poœrednie o mniejszej sztywnoœci na zginanie
I I

xi x
� / 1,58 i odpowiednio skorygowanej sztywnoœci na skrêcanie. Gruboœæ p³yty

pomostu nie zmieni³a siê i jej parametry pozosta³y takie same. Porównano obliczone
wspó³czynniki rozdzia³u przy jednakowej sztywnoœci dŸwigarów i przy mniejszej
sztywnoœci dŸwigarów poœrednich. Wspó³czynniki obliczono metod¹ rusztów i me-
tod¹ F. Leonhardta [5]. Do porównania przedstawiono tak¿e liniê wp³ywow¹ po-
przecznego rozdzia³u obci¹¿eñ okreœlon¹ metod¹ sztywnej poprzecznicy. Ze wzglêdu
na ró¿ne sztywnoœci dŸwigarów pod³u¿nych zachodzi zale¿noœæ � �

12 21
� i obliczone

wartoœci wspó³czynników rozdzia³u metod¹ rusztów nale¿y sprawdziæ z zale¿noœci
(4). Rozbie¿noœci w przebiegu linii wp³ywowych okreœlonych metod¹ rusztów i me-
tod¹ Leonhardta wynikaj¹ z za³o¿eñ uproszczaj¹cych w rozwi¹zaniu Leonhardta, któ-
re nie uwzglêdniaj¹ sztywnoœci skrêtnej dŸwigarów i p³yty pomostu.
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Rys. 3. Przekrój poprzeczny przês³a (6 dŸwigarów), schematy obliczeniowe i wspó³czynniki

rozdzia³u obci¹¿eñ dla dŸwigarów pod³u¿nych

Fig. 3. Deck cross section (6 girders), orthotropic plate and grillage members and load

distribution coefficients for main girders



W trzecim przyk³adzie porównano rozdzia³ poprzeczny obci¹¿eñ dla pojazdów sa-
mochodowych w dŸwigarze skrajnym szeœciobelkowego mostu zespolonego z roz-
dzia³em obci¹¿eñ uzyskanym na podstawie wyników próbnego obci¹¿enia.
Rozpiêtoœæ teoretyczna przêse³ wynosi 28,0 m + 35,0 m + 35,0 m + 35,0 m + 28,0 m.
Rozstaw dŸwigarów g³ównych jest sta³y 2,0 m. Wyniki przedstawiono dla przês³a
œrodkowego o rozpiêtoœci L = 35 m jednej nitki obiektu (rys. 5). Dla drugiej nitki
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Rys. 4. Przekrój poprzeczny przês³a (4 dŸwigary), schematy obliczeniowe i wspó³czynniki

rozdzia³u obci¹¿eñ dla dŸwigarów pod³u¿nych

Fig. 4. Deck cross section (4 girders), equivalent members and load distribution coefficients

for main girders



wyniki pomiarów ugiêæ by³y bardzo zbli¿one. Liniê wp³ywow¹ poprzecznego roz-
dzia³u obci¹¿eñ okreœlono dla obci¹¿enia pojazdami samochodowymi zastosowany-
mi w próbnym obci¹¿eniu (m. numeryczna) i porównano z rozdzia³em obci¹¿eñ
uzyskanym z pomiarów ugiêæ dla jednego ze schematów w czasie próbnego obci¹¿e-
nia. Do obliczeñ wykorzystano model ustroju noœnego mostu w postaci rusztu wielo-
przês³owego zastosowany w projekcie próbnego obci¹¿enia.

6. ZASTOSOWANIE METODY

6.1. UWAGI OGÓLNE

Numeryczny sposób okreœlania poprzecznego rozdzia³u obci¹¿eñ mo¿e byæ stosowa-
ny w analizie ustrojów noœnych mostów zarówno w projektowaniu, jak i ocenie ich
noœnoœci. W artykule przedstawiono go w ujêciu jak najbardziej zbli¿onym do dobrze
znanej w œrodowisku in¿ynierskim metody Guyona - Massonneta - Bareša przy za-
chowaniu klasycznego podejœcia do okreœlania rozdzia³u obci¹¿eñ na podstawie
ugiêæ. Dalszym rozwiniêciem metody i zwiêkszenia dok³adnoœci obliczeñ mo¿e byæ
okreœlanie wspó³czynników rozdzia³u dla momentów zginaj¹cych, si³ tn¹cych, a tak¿e
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Rys. 5. Przekrój poprzeczny przês³a zespolonego i wspó³czynniki rozdzia³u poprzecznego

obci¹¿eñ dla dŸwigara skrajnego (nr 1)

Fig. 5. Composite deck cross section and load distribution coefficients for external girder (No. 1)



przemieszczeñ, gdy zachodzi taka potrzeba. Przyk³ady rozdzia³u obci¹¿eñ sposobem
numerycznym oraz innymi metodami o ró¿nym stopniu dok³adnoœci przedstawiono
miêdzy innymi w [6, 9 - 10, 12 - 13].

W niniejszym punkcie linie wp³ywowe poprzecznego rozdzia³u obci¹¿eñ � okreœlone
sposobem numerycznym wraz ze schematami obci¹¿enia taborem samochodowym
wed³ug normy obci¹¿eñ dla obiektów mostowych PN-85/S-10030 zostan¹ przedsta-
wione na przyk³adach dwóch ustrojów noœnych drogowych mostów ¿elbetowych.
Obci¹¿enie normowe taborem samochodowym sk³ada siê z obci¹¿enia równomiernie
roz³o¿onego q (UDL) i czteroosiowego pojazdu K . Wykresy linii wp³ywowych po-
przecznego rozdzia³u obci¹¿eñ umo¿liwiaj¹ bezpoœrednie okreœlenie ustawienia
obci¹¿enia taborem samochodowym. Oba mosty zosta³y wybudowane przed II wojn¹
œwiatow¹ i czêœæ zastosowanych w nich rozwi¹zañ konstrukcyjnych nie odpowiada
wspó³czesnym regu³om projektowania mostów betonowych. Obecnie mosty te usytu-
owane s¹ w ci¹gu dróg powiatowych i znajduj¹ siê nad rzek¹ Reg¹ w powiecie ³obe-
skim w województwie zachodniopomorskim. Wybrano je do przedstawienia
wyników obliczeñ sposobem numerycznym, gdy¿ nie s¹ to obiekty typowe wed³ug
wspó³czesnej nomenklatury i nie mo¿na by³o przeprowadziæ ich analizy wspó³czeœnie
stosowanymi tradycyjnymi metodami rozdzia³u obci¹¿eñ. DŸwigary pod³u¿ne mo-
stów posiadaj¹ ma³¹ sztywnoœæ na skrêcanie i powoduje to, ¿e ich przês³a s¹ wra¿liwe
na obci¹¿enia lokalne ko³ami pojazdów samochodowych. We wspó³czesnych mo-
stach ze sztywnymi dŸwigarami, ugiêcia oraz rozk³ad obci¹¿eñ nie s¹ tak du¿e i maj¹
bardziej jednorodny charakter. Tym niemniej sztywnoœæ p³yty pomostu i dŸwigarów
pod³u¿nych wywo³uj¹ rozdzia³ poprzeczny obci¹¿eñ, znacznie korzystniejszy ni¿
przy pominiêciu tych parametrów w modelu obliczeniowym przêse³. Uzyskane wyni-
ki obliczeñ sposobem numerycznym porównano z uproszczonymi metodami roz-
dzia³u obci¹¿eñ.

6.2. WIELOD�WIGAROWY MOST UKOŒNY

Swobodnie podparte ¿elbetowe przês³o mostu ma rozpiêtoœæ 17,10 m. Przês³o posiada
siedem dŸwigarów g³ównych i dwa dŸwigary podchodnikowe (zewnêtrzne). Ukos
przês³a wynosi oko³o 77°. Przês³o posiada dwie poprzecznice przês³owe (w 1 3L
i 2 3L) i poprzecznice podporowe o wysokoœci równej wysokoœci dŸwigarów g³ów-
nych. Przês³o posiada nietypowy uk³ad dŸwigarów pod³u¿nych nie odpowiadaj¹cy
wspó³czesnym zasadom kszta³towania przêse³.

Przeprowadzono ocenê stanu technicznego mostu oraz niezbêdnego zakresu wzmoc-
nienia i wykonania prac remontowych. W ocenie noœnoœci przês³a zastosowano nume-
ryczny sposób rozdzia³u obci¹¿eñ modeluj¹c przês³o rusztem ukoœnym. Przekrój
poprzeczny przês³a i zastosowan¹ siatkê dyskretyzacji przedstawiono na rysunku 6.
Ze wzglêdu na ukos przês³a do lepszego okreœlenia zachowania siê konstrukcji w kie-
runku poprzecznym wprowadzono dodatkowe elementy poprzeczne (pomiêdzy ist-
niej¹cymi poprzecznicami) modeluj¹ce pasma p³yty pomostu. Wyniki obliczeñ
przedstawiono w formie linii wp³ywowej poprzecznego rozdzia³u obci¹¿eñ (LWPRO)
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dla skrajnego dŸwigara g³ównego (nr 1), wraz ze schematem obliczeniowym ustawie-
nia taboru samochodowego {q K� 	 }. Obliczenie wspó³czynników rozdzia³u obci¹¿eñ
wykonano ustawiaj¹c obci¹¿enie si³¹ skupion¹ we wszystkich wêz³ach w œrodku roz-
piêtoœci przês³a. Porównanie linii wp³ywowej poprzecznego rozdzia³u obci¹¿eñ z linia-
mi wp³ywowymi okreœlonymi uproszczon¹ metod¹ sztywnej poprzecznicy (œciskania
mimoœrodowego), które okreœlono w sposób nietypowy. Ze wzglêdu na ma³¹ zbie-
¿noœæ linii wp³ywowej okreœlonej metod¹ sztywnej poprzecznicy dla wszystkich dzie-
wiêciu dŸwigarów przês³a, zredukowano liczbê dŸwigarów do siedmiu (tylko dŸwi-
gary g³ówne) w obliczeniu wspó³czynników rozdzia³u. Dla takiej linii uzyskano ju¿
bardziej prawdopodobne wartoœci rozdzia³u obci¹¿eñ.
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Rys. 6. Siatka rusztu, przekrój poprzeczny mostu i rozdzia³ poprzeczny obci¹¿eñ dla

zewnêtrznego dŸwigara g³ównego w wielobelkowym moœcie betonowym

Fig. 6. Grillage mesh, cross section and load distribution for external main girder

in multi-beam concrete bridge



6.3. MOST DWUPRZÊS£OWY

Dwuprzês³owy most ¿elbetowy o prostych przês³ach ma rozpiêtoœæ 2 × 13,12 m. Most
posiada cztery ¿elbetowe dŸwigary g³ówne dwuprzês³owe ze skosami nad filarem
nurtowym. Przês³a wykonano bez poprzecznic przês³owych, zastosowano tylko po-
przecznice podporowe o wysokoœci równej wysokoœci dŸwigarów. Most jest star¹
konstrukcj¹, w której zastosowano zasady projektowania nie odpowiadaj¹ce wspó³-
czesnym wymaganiom. DŸwigary pod³u¿ne s¹ o podobnej sztywnoœci, ale w dŸwiga-
rach skrajnych zastosowano bardzo s³abe zbrojenie pod³u¿ne (prêty zbrojeniowe
o mniejszej œrednicy). Most by³ zaprojektowany jako jednopasowy z jezdni¹ usytu-
owan¹ na dŸwigarach wewnêtrznych. Po nadbudowie gzymsów, poszerzeniu jezdni
i wykonaniu nawierzchni bitumicznej noœnoœæ mostu ograniczona by³a noœnoœci¹ dŸwi-
garów skrajnych. Przeprowadzono ocenê stanu technicznego mostu i sprawdzenie no-
œnoœci przês³a w celu dopuszczenia do ruchu ciê¿szych maszyn rolniczych. Przekrój
poprzeczny mostu, zastosowan¹ siatkê dyskretyzacji w modelu rusztu przedstawiono
na rysunku 7.
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Rys. 7. Siatka rusztu, przekrój poprzeczny mostu i rozdzia³ poprzeczny obci¹¿eñ dla

zewnêtrznego dŸwigara w czterodŸwigarowym moœcie betonowym

Fig. 7. Grillage mesh, cross section and load distribution for external girder in four-girder

concrete bridge



W modelowaniu elementów pod³u¿nych uwzglêdniono zwiêkszon¹ wysokoœæ dŸwi-
garów nad filarem. Elementy poprzeczne modeluj¹ istniej¹ce poprzecznice podporo-
we i pasma p³yty pomostu.

Wyniki obliczeñ numerycznych przedstawiono w formie linii wp³ywowej poprzecz-
nego rozdzia³u obci¹¿eñ (LWPRO) dla dŸwigara zewnêtrznego (nr 1), wraz ze sche-
matem obliczeniowym ustawienia taboru samochodowego {q K� 	 }. Wyniki obli-
czeñ sposobem numerycznym porównano z uproszczonymi sposobami rozdzia³u
obci¹¿eñ wed³ug metody sztywnej i wiotkiej poprzecznicy. Rozdzia³ obci¹¿eñ uzy-
skany sposobem numerycznym umo¿liwi³ dok³adniejsze okreœlenie wartoœci roz-
dzia³u poprzecznego obci¹¿eñ dla dŸwigara skrajnego ni¿ sposobami uproszczonymi.
Uzyskano wartoœci mniejsze przeci¹¿enia (oko³o 23%) i umo¿liwi³o to prawid³owe
okreœlenie wystêpuj¹cej rezerwy noœnoœci dŸwigara skrajnego dla obci¹¿eñ g³ów-
nych. Bardziej znacz¹c¹ rezerwê, oko³o 43% w przeci¹¿eniu dŸwigara skrajnego
okreœlono dla pojazdu samochodowego S wed³ug PN-85/S-10030, na który równie¿
sprawdzano dŸwigary mostu. Szczegó³y porównania rozdzia³u obci¹¿eñ metod¹ nu-
meryczn¹ i metod¹ sztywnej poprzecznicy przedstawiono w [13].

7. PODSUMOWANIE

Przedstawiony numeryczny sposób okreœlania rozdzia³u obci¹¿eñ z kó³ pojazdów sa-
mochodowych w mostach drogowych opracowano przy upraszczaj¹cych za³o¿eniach,
stosowanych w tradycyjnych metodach rozdzia³u obci¹¿eñ. Zachowano stosowanie
linii wp³ywowych do poprzecznego rozdzia³u obci¹¿eñ tak, aby mo¿na zastosowaæ
sposób do analizy ró¿nych modeli obci¹¿enia ruchomego. Do obliczania wspó³czyn-
ników poprzecznego rozdzia³u obci¹¿eñ zastosowano ugiêcia jak w tradycyjnych me-
todach rozdzia³u. Przedstawiono przyk³ady linii wp³ywowych rozdzia³u poprzeczne-
go obci¹¿eñ uzyskanych sposobem numerycznym i porównano je z liniami okreœlony-
mi sposobami elementarnymi lub analitycznymi, uzyskuj¹c dobr¹ zgodnoœæ.

Numeryczny sposób rozdzia³u poprzecznego obci¹¿eñ ruchomych w mostach drogo-
wych umo¿liwia uzyskanie prawid³owych wartoœci wspó³czynników rozdzia³u
obci¹¿eñ nawet dla nietypowych przêse³ i w z³o¿onych warunkach podporowych. Mo-
¿na go stosowaæ do indywidualnej analizy przêse³, a tak¿e do szybkiego sprawdzenia
obliczeñ statycznych.

Dalszym rozwiniêciem metody i zwiêkszenia dok³adnoœci obliczeñ mo¿e byæ okreœla-
nie wspó³czynników rozdzia³u dla momentów zginaj¹cych i si³ tn¹cych, a tak¿e dla
obci¹¿eñ w postaci kolumny samochodów na jednym lub wielu pasach ruchu.
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NUMERICAL METHOD FOR LIVE LOAD DISTRIBUTION IN ROAD BRIDGES

Abstract

The paper presents the numerical method for computing the load distribution coefficients in

bridge decks analysis. The grillage approach for representation of bridge decks is adopted for

determination of general behaviour under traffic loads. The principles of Maxwell’s reciprocal

theorem are developed in computing distribution coefficients and their influence lines. The

presented method uses the approach developed in traditional methods of transversal load

distribution but bridge decks are modelled more realistically using well-established grillage

analogy. Any numerical program for grillage analysis can be used and no special software is

needed. While computing the distribution coefficients for a bridge deck the rest of the analysis

can be performed with ordinary procedures of structural mechanics.
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