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STRESZCZENIE. W pracy przedstawiono algorytmy numeryczne metody elementów

skoñczonych, dotycz¹ce analizy drgañ konstrukcji pod ruchomym obci¹¿eniem

bezw³adnoœciowym. Niektóre problemy dynamiki konstrukcji trudno jest rozwi¹zaæ metod¹

elementów skoñczonych, stosowan¹ do zmiennych przestrzennych i metod¹ Newmarka,

stosowan¹ do zmiennej czasu. Osobliwe cechy analitycznych rozwi¹zañ równañ

ró¿niczkowych, opisuj¹cych drgania wywo³ane ruchomym punktem masowym, musz¹ znaleŸæ

swoje odzwierciedlenie równie¿ w ich rozwi¹zaniach numerycznych. Du¿e gradienty przebiegu

rozwi¹zañ, skoki wartoœci lub nieci¹g³oœci rozwi¹zañ trudno jest uzyskaæ numerycznymi

metodami dyskretnymi. Metody te same wymagaj¹ przybli¿eñ i wnosz¹ b³êdy, których

oszacowanie jest trudne. W pracy omawiamy rozwi¹zania numeryczne, pozwalaj¹ce uzyskaæ

wyniki dok³adne w pe³nym zakresie prêdkoœci przejazdu obci¹¿enia bezw³adnoœciowego.

1. WSTÊP

Komputerowe obliczenia symulacyjne zastêpuj¹ dzisiaj w wielu przypadkach ekspe-
rymentaln¹ weryfikacjê obliczeñ analitycznych. Powszechnie uwa¿a siê, ¿e popularna
metoda elementów skoñczonych jest wystarczaj¹co wiarygodna, a zakres b³êdów ob-
liczeñ mieœci siê w dopuszczalnej granicy. Co wiêcej, uwa¿a siê, ¿e znane komercyjne
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pakiety do obliczeñ symulacyjnych, takie jak Ansys, LS Dyna, Adams czy Medyna,
umo¿liwiaj¹ wykonanie analizy ka¿dego niemal rodzaju zadañ, w tym z przemiesz-
czaj¹cym siê obci¹¿eniem inercyjnym. W rzeczywistoœci pakiety te nie pozwalaj¹ na
analizê drgañ konstrukcji poddanych choæby ruchomym obci¹¿eniom bezmasowym.
W projektowaniu obiektów in¿ynierskich wykorzystuje siê zatem analityczne wyniki
charakterystycznych rozwi¹zañ, jak np. amplitudy ugiêæ przy obci¹¿eniu jad¹c¹ bez-
masow¹ si³¹ skupion¹ lub bezmasow¹ si³¹ roz³o¿on¹ w okreœlonym poruszaj¹cym siê
przedziale przestrzeni. Jest to niewystarczaj¹ce, jeœli zwa¿y siê, ¿e wszystkie inne
grupy problemów, nawet bardzo skomplikowanych, mog¹ byæ rozwi¹zywane metod¹
elementów skoñczonych. Ruchome obci¹¿enia inercyjne stanowi¹ kolejn¹ grupê za-
dañ nie przewidzianych w pakietach symulacyjnych. Co wiêcej, prace opisuj¹ce roz-
wi¹zania zadañ z poruszaj¹cym siê punktem inercyjnym lub uk³adem sprê¿ystym, w
którym element bêd¹cy w kontakcie z pod³o¿em charakteryzuje siê bezw³adnoœci¹,
stanowi¹ skromn¹ liczbê w porównaniu z liczb¹ prac dotycz¹cych ruchomych
obci¹¿eñ nieinercyjnych.

W zwi¹zku z potrzeb¹ wykonywania licznych numerycznych obliczeñ symulacyj-
nych podjêto prace zmierzaj¹ce do opracowania skutecznych algorytmów numerycz-
nych w klasie elementów skoñczonych, dotycz¹cych analizy drgañ konstrukcji pod
obci¹¿eniem ruchomym.

Z obci¹¿eniem ruchomym mamy najczêœciej do czynienia w zagadnieniach transpor-
towych. Mog¹ to byæ mosty i wiadukty obci¹¿one przeje¿d¿aj¹cymi pojazdami, esta-
kady kolei magnetycznych, tory kolejowe, przewody trakcji kolejowej, tory metra,
p³yty drogowe i lotniskowe, a tak¿e prowadnice robotów przemys³owych, lufy broni
strzeleckiej czy procesy walcowania blach i profili oraz przeci¹gania drutu (rys. 1).
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Rys. 1. Przyk³ady ruchomych obci¹¿eñ inercyjnych

Fig. 1. Examples of moving inertial loads



W praktyce in¿ynierskiej oraz w wiêkszoœci prac naukowych zajmuj¹cych siê bada-
niem wp³ywu przemieszczaj¹cych siê obci¹¿eñ na dynamiczn¹ odpowiedŸ konstruk-
cji stosuje siê naj³atwiejsz¹ drogê postêpowania. Zak³ada siê, ¿e obiekt ruchomy, np.
ko³o kolejowe, styka siê z konstrukcj¹ w sposób sprê¿ysty. Mimo ¿e mamy do czynie-
nia z cia³em odkszta³calnym, to sztywnoœæ ko³a kolejowego w jego p³aszczyŸnie jest
znacznie wiêksza ni¿ usprê¿ynowania wózka wagonowego. Masa ko³a wraz z czêœci¹
osi wynosi ok. 750 kg, a masa metra bie¿¹cego szyny zaledwie 60 kg. Nawet po
uwzglêdnieniu masy podk³adów i czêœci podsypki w oszacowaniu bezw³adnoœci toru
zauwa¿amy, ¿e nie mo¿emy zignorowaæ udzia³u masy ko³a w drganiach pionowych
toru. Nie mo¿emy w prosty sposób zast¹piæ masy kó³ jedynie odpowiednimi si³ami
grawitacji. Przy ma³ych prêdkoœciach jazdy, wielokrotnie mniejszych od prêdkoœci
krytycznych pominiêcie masy jad¹cego obiektu nie wnosi istotnego b³êdu. Przy wiêk-
szych prêdkoœciach b³¹d wartoœci ugiêæ mo¿e siêgaæ 50%.

Podstawowe równania opisuj¹ce ruch konstrukcji pod obci¹¿eniem ruchomym zna-
leŸæ mo¿na w ogromnej liczbie prac. W najprostszym przypadku, ruchu struny pod
obci¹¿eniem inercyjnym, wykorzystujemy nastêpuj¹c¹ postaæ równania:
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gdzie:

N – si³a rozci¹gaj¹ca,

�A – liniowa gêstoœæ masy,

P – poruszaj¹c¹ siê si³a,

m – masa ruchomego punktu materialnego jad¹cego ze sta³¹ prêdkoœci¹ v
m

.

Z kolei ruch belki Bernoulliego-Eulera opisuje równanie o podobnej budowie:
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gdzie:

EI – sztywnoœæ giêtna.

Zauwa¿amy ró¿nicê miêdzy przedostatnim a ostatnim cz³onem w obu równaniach.
Cz³on zawieraj¹cy si³ê P opisuje wp³yw si³y bezmasowej, równej np. sile grawitacyj-
nej wywo³anej przez masê m. Z kolei cz³on ostatni opisuje wp³yw bezw³adnoœci punk-
tu materialnego i zawiera drug¹ pochodn¹ rozwi¹zania w punkcie x t

m
� v . Ró¿nice te

ukazuje rysunek 2. Przypadek (a) przedstawia si³ê bezmasow¹ sta³¹ lub przy³o¿on¹ w
sposób zmienny, zale¿ny od wzajemnego po³o¿enia punktu m i pod³o¿a oscylatora.
Przypadek (b) przedstawia obci¹¿enie czysto inercyjne. Schemat (c) ³¹czy oba po-
przednie przypadki i odpowiada sytuacji rzeczywistej, spotykanej w praktyce.
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Oba powy¿sze równania (1) i (2) uzupe³niamy odpowiednimi warunkami brzegowy-
mi i pocz¹tkowymi. Nie bêdziemy tu omawiaæ analitycznych metod rozwi¹zywania
równañ. Te mo¿na znaleŸæ choæby w pracach [1, 2]. Do rozwi¹zania obu równañ
mo¿emy wykorzystaæ np. metodê Fouriera, lub wczeœniej opublikowane rozwi¹zanie
równania ró¿niczkowo-ca³kowego, do którego udaje siê problem sprowadziæ. Za
pierwowzór rozwi¹zania nale¿y uznaæ pracê [3], w której autor poda³ rozwi¹zanie
o ograniczonej dok³adnoœci. Poni¿ej przytoczymy jedynie formy koñcowe, a nastêp-
nie skupimy siê na rozwi¹zaniach numerycznych.

Ostatni cz³on w równaniach (1) i (2) wymaga szerszego skomentowania. Ze wzglêdu
na obecnoœæ delty Diraca w rozpatrywanych równaniach ró¿niczkowych cz¹stko-
wych otrzymane rozwi¹zania u x t( , ) nie s¹ rozwi¹zaniami w sensie klasycznym. Mu-
simy wiêc rozszerzyæ pojêcie rozwi¹zania, umawiaj¹c siê, ¿e ka¿d¹ granicê niemal
jednostajnie zbie¿nego ci¹gu rozwi¹zañ klasycznych bêdziemy uwa¿ali za rozwi¹za-
nie uogólnione (dystrybucyjne). Dystrybucje s¹ wiêc zdefiniowane jako granice
ci¹gów funkcji ci¹g³ych. Mówi o tym jako o tzw. ci¹gowej teorii dystrybucji [4], a nie
funkcjona³owej [5]. W ka¿dej dystrybucji Schwartza (funkcjona³owej) istnieje
dok³adnie jedna dystrybucja w sensie Mikusiñskiego-Sikorskiego (ci¹gowa) i na od-
wrót, a wiêc istnieje wzajemna jednoznacznoœæ [6]. Dystrybucje s¹ zatem uogólnie-
niem funkcji. Celem wprowadzenia dystrybucji jest nadanie poprawnego sensu
tworom matematycznym takim jak np. delta Diraca�( )x , wykorzystywana g³ównie w
fizyce matematycznej. Istotn¹ cech¹ dystrybucji jest zapewnienie sta³ej wykonalnoœci
ró¿nicz- kowania, która nie zawsze jest wykonalna w zbiorze funkcji.

Punktem wyjœciowym ci¹gowej teorii dystrybucji s¹ funkcje ci¹g³e w pewnym sta³ym
przedziale A x B� � ( )�	 
 � 
 	A B . Jeœli ci¹g f x

n
( ) funkcji ci¹g³ych jest zbie¿ny

niemal jednostajnie do funkcji f x( ), to jest tak¿e zbie¿ny dystrybucyjnie do f x( ) [4].
Ka¿dy zbie¿ny ci¹g dystrybucji mo¿e byæ ró¿niczkowany wyraz po wyrazie (analo-
gicznie dla szeregów). Oczywiœcie ka¿dy ci¹g zbie¿ny jednostajnie jest zbie¿ny nie-
mal jednostajnie. Umo¿liwia to (w sensie dystrybucyjnym) ró¿niczkowanie
dowolnych funkcji, zmianê kolejnoœci ró¿niczkowania i przechodzenia do granicy
bez ¿adnych ograniczeñ. Takie stwierdzenie w klasycznej analizie jest w ogólnoœci
nieprawdziwe, a mo¿liwe jest dopiero przy dodatkowych za³o¿eniach. A wiêc gdy
szereg jest zbie¿ny jednostajnie, jest zbie¿ny dystrybucyjnie.
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a) b) c)

Rys. 2. Obci¹¿enia ruchome: a) bezmasowe lub grawitacyjne, b) inercyjne,

c) inercyjne i bezmasowe

Fig. 2. Moving loads: a) massless or gravitational, b) inertial, c) inertial and massless



Przytoczmy wynik analitycznych przekszta³ceñ równañ (1) i (2) uzyskanych przy po-
mocy szeregów Fouriera w skoñczonym przedziale. Uzyskuje siê macierzowe równa-
nie ró¿niczkowe zwyczajne
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lub w skrócie M C K P�� �� � �� � � , gdzie M, C, K s¹ kwadratowymi macierzami zale-
¿nymi od czasu przy i j, �1, 2,... , n. Odpowiadaj¹ one za si³y bezw³adnoœci, si³y
t³umienia oraz si³y potencjalne. Fragmenty macierzy zale¿ne od czasu opisuj¹ rucho-
me obci¹¿enie bezw³adnoœciowe. Uk³ad równañ (3) rozwi¹zujemy dalej numerycz-
nie, a wiêc jest to rozwi¹zanie pó³analityczne. Znaj¹c funkcje �
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Okazuje siê, ¿e nie wszystkie problemy dynamiki konstrukcji mo¿na ³atwo rozwi¹zaæ
metod¹ elementów skoñczonych i metod¹ Newmarka. Tak¹ grupê zadañ stanowi¹
w³aœnie konstrukcje obci¹¿one ruchomym obci¹¿eniem inercyjnym.

2. OSOBLIWOŒCI ROZWI¥ZAÑ ANALITYCZNYCH

Stosunkowo niewielka liczba opublikowanych prac dotyczy zjawisk zwi¹zanych z ru-
chomym punktem masowym [7, 8, 9]. Bez porównania wiêcej zadañ sprowadza siê do
obci¹¿enia bezmasowego (np.[10]) lub grawitacyjnego, przekazywanego na kon-
strukcjê poprzez sprê¿ysty element oscylatora. St¹d te¿ zapewne dopiero niedawno
odkryto zaskakuj¹c¹ w³asnoœæ równania ró¿niczkowego w postaci (1). Mianowicie
trajektoria ruchu punktu inercyjnego mo¿e byæ nieci¹g³a. Nieci¹g³oœæ pojawia siê
przy koñcowej podporze i wystêpuje przy przejeŸdzie masy skupionej po strunie lub
belce Timoszenki. Zosta³o to po raz pierwszy pokazane w pracy [1]. Tam te¿ udowod-
niono tê osobliw¹ w³asnoœæ w przypadku struny bezmasowej. Jedynie w takim przy-
padku uda³o siê uzyskaæ rozwi¹zanie analityczne trajektorii punktu materialnego
w postaci szeregów. Przyk³adowy wykres trajektorii punktu materialnego przy prze-
jeŸdzie z ró¿n¹ prêdkoœci¹ po strunie inercyjnej przedstawia rysunek 3. Prêdkoœci
przejazdu punktu materialnego s¹ odniesione do prêdkoœci fali w strunie c N A� / � .
Rysunek 4 przedstawia kszta³t struny w wybranych chwilach, wyznaczony pó³anali-
tycznie, przy ró¿nej liczbie n wyrazów szeregu (4). Widzimy, ¿e proces sumowania
jest zbie¿ny za wyj¹tkiem chwili koñcowej t l� / v. Wynika to z faktu, ¿e w tej chwili
rozwi¹zanie jest nieci¹g³e. Rysunek 5 ukazuje dobr¹ zbie¿noœæ wyników, nawet przy
ma³ej liczbie wyrazów szeregu, podczas niemal ca³ego przejazdu. Wyj¹tkiem jest
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koñcowa faza. Przy t l
m

�0,8 v/ i t l
m

�0,9 v/ wynikowe krzywe s¹ dok³adne ju¿ przy
100 wyrazach szeregu. Wzrost liczby wyrazów do 400 nie poprawia ju¿ wyników.
Przy t l

m
�0,99 v/ dok³adnoœæ roœnie wraz z liczb¹ wyrazów szeregu. Rysunek 5d od-

powiada po³o¿eniu punktu materialnego x l� . Punkt materialny o masie m znajduje
siê na podporze. W tym szczególnym przypadku szereg bêd¹cy rozwi¹zaniem nie jest
zbie¿ny. Wyniki s¹ zbie¿ne przy x l� �0 i t l

m
� �/ v 0.

Identyczny efekt obserwujemy w rozwi¹zaniach równañ opisuj¹cych ruch belki Ti-
moszenki, obci¹¿onej poruszaj¹cym siê punktem masowym. Rysunek 6 przedstawia
oœ odkszta³con¹ belki w kolejnych chwilach. Lini¹ pogrubion¹ przedstawiono trajek-
torie punktu materialnego. Badano belkê o bezwymiarowych jednostkowych warto-
œciach parametrów: L �1, E �1, A �1, I �0,01 , � �1, obci¹¿onej si³¹ P �1 i punktem
materialnym o masie m�1. Prêdkoœæ przejazdu v 0,3

m
� . W tym zdaniu predkoœæ fali

œcinania wynosi c
1
�0,6 , a prêdkoœæ fali ngiêtej c

2
�1,0. Obie te prêdkoœci dostrzega-

my na wykresie w postaci czo³a fal. Osobliwa cecha rozwi¹zañ równañ ró¿niczko-
wych opisuj¹cych drgania wywo³ane ruchomym punktem masowym musi znaleŸæ
swoje odzwierciedlenie równie¿ w ich rozwi¹zaniach numerycznych. Wiemy, ¿e
du¿e gradienty rozwi¹zañ, skoki wartoœci lub nieci¹g³oœci rozwi¹zañ trudno jest uzy-
skaæ numerycznymi metodami dyskretnymi. Metody te same wnosz¹ b³êdy, których
oszacowanie jest trudne. W naszym przypadku trudnoœæ powiêksza fakt, ¿e mamy do
czynienia ze zmiennymi parametrami równania ró¿niczkowego.
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Rys. 3. Trajektorie punktu materialnego przy ró¿nej prêdkoœci przejazdu po strunie masowej

Fig. 3. Trajectories of moving inertial load traveling at different speed along a string
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3. METODY NUMERYCZNE W SYMULACJI ROZWI¥ZAÑ

Programy komputerowe bêd¹ce obecnie w u¿yciu nie obejmuj¹ zagadnieñ rucho-
mych obci¹¿eñ. Najczêœciej nie mo¿na nawet uwzglêdniæ obci¹¿enia w formie
jad¹cej si³y bezmasowej. U¿ytkownik zmuszany jest do stosowania wybiegów i np.
przyk³adania wektora si³y kolejno w wêz³ach le¿¹cych na zadanej trajektorii ruchu.
Pe³na automatyzacja obliczeñ, nawet tak ograniczonego zadania, jest najczêœciej nie-
mo¿liwa.

W publikacjach naukowych przedstawia siê nader rzadko metody numeryczne anali-
zy zadañ z obci¹¿eniem inercyjnym. B³êdnie konstruowane algorytmy opieraj¹ siê na
prostym zast¹pieniu w równaniu ró¿niczkowym ruchu przyspieszenia poprzecznego
cz³onami wynikaj¹cymi z dwukrotnego ró¿niczkowania przemieszczenia jako funk-
cji z³o¿onej
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Proste wynikowe wyra¿enie (5) nosi nazwê wzoru Renaudota [11] dla sta³ej prêdkoœci
przejazdu punktu materialnego v

m
. Kolejne cz³ony w przypadku poprzecznego ruchu

drgaj¹cego przedstawiaj¹ przyspieszenie poprzeczne, przyspieszenie Coriolisa oraz
przyspieszenie odœrodkowe liczone w punkcie œledz¹cym x t

m
� v .

Korzystaj¹c z rozwiniêcia (5) autorzy wielu prac granuluj¹ wielkoœci zwi¹zane z trze-
ma cz³onami i lokuj¹ je w wêz³ach, odwrotnie proporcjonalnie do odleg³oœci od nich
(rys. 7). Uzyskuje siê macierzowe równanie ró¿niczkowe zwyczajne, w którym cz³on
d u dx2 2/ przekszta³c¹ siê w dodatkow¹ macierz sztywnoœci elementu, po którym
przesuwa siê punkt inercyjny, cz³on d u dxdt2 / w dodatkow¹ macierz t³umienia,
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Rys. 6. Oœ odkszta³cona belki Timoszenki w czasie, przy prêdkoœci v 0,3
m
�

Fig. 6. Deflection in time of the Timoshenko beam at the speed v 0.3
m
�



a cz³on d u dt2 2/ powiêksza macierz bezw³adnoœci. Tak zmodyfikowane macierzowe
równanie ró¿niczkowe zwyczajne ca³kowane jest wzglêdem czasu jedn¹ z klasycz-
nych metod ró¿nicowych, np. metod¹ Newmarka. Wspomnieliœmy, ¿e poruszaj¹cy
siê punkt inercyjny czêsto zastêpuje siê oscylatorem. Jego zwiêkszona sztywnoœæ teo-
retycznie pozwala zbli¿yæ rozwi¹zanie numeryczne do wyniku zadania bez elementu
sprê¿ystego. Dobre wyniki uzyskuje siê przy ma³ych prêdkoœciach ruchu. Przy prêd-
koœciach zbli¿onych do prêdkoœci fali b³¹d roœnie (rys. 8). Intuicyjnie zwiêkszamy
sztywnoœæ oscylatora. To z kolei gwa³townie pogarsza zbie¿noœæ obliczeñ. Procedury
iteracyjne s¹ bardzo wolno zbie¿ne. Skrócenie kroku czasowego poprawia wyniki,
lecz jednoczeœnie wprowadza siê b³êdy wywo³ane zwiêkszon¹ liczb¹ kroków oblicze-
niowych. Niewielkie dopuszczalne niezrównowa¿enie pozwalaj¹ce zakoñczyæ itera-
cjê pojedynczego kroku czasowego, akumuluj¹ b³êdy rozwi¹zania koñcowego. Tu
zdecydowanie lepszym kryterium zbie¿noœci jest zgodnoœæ przemieszczeñ punktu
struny i podstawy oscylatora, ni¿ zgodnoœæ prêdkoœci tych punktów. Podstawow¹ jed-
nak wad¹ iteracyjnego sposobu rozwi¹zywania zadania jest wielokrotnie d³u¿szy czas
obliczeñ i nie zawsze wystarczaj¹ca zbie¿noœæ procesu iteracyjnego. Stosuje siê dwie
drogi modelowania numerycznego. Pierwsza polega na dyskretyzacji równania ró¿-
niczkowego. Typow¹ metod¹ tej grupy jest klasyczna metoda ró¿nic skoñczonych.
Algorytmy obliczeniowe s¹ stosunkowo proste, lecz zastosowania ograniczone s¹ do
obszarów regularnych. Druga droga do uzyskania modeli numerycznych prowadzi
przez równania ca³kowe. Te umo¿liwiaj¹ rozbicie badanego obszaru na podobszary i
z kolei prosty opis konstrukcji o dowolnych kszta³tach.

Rozwi¹zanie dyskretne zadania dynamicznego otrzymuje siê zwykle w wyniku
dwóch odrêbnych procesów dyskretyzacji: dyskretyzacji przestrzennej oraz dyskrety-
zacji w czasie. Dyskretyzacjê przestrzenn¹ mo¿na przeprowadziæ zarówno metod¹
ró¿nicow¹ jak i metod¹ ca³kow¹, elementów skoñczonych. Z kolei dyskretyzacjê
w czasie przeprowadza siê praktycznie tylko metodami ró¿nicowymi. Odstêpstwem
od podanego klasycznego toku postêpowania jest metoda elementów czasoprze-
strzennych [12]. Tu dyskretyzacjê zarówno w przestrzeni jak i w czasie prowadzi siê
metod¹ ca³kow¹.
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Rys. 7. Granulacja masy

w wêz³ach otoczenia

Fig. 7. Mass lumping

in the surrounding node



Niezale¿nie od bogactwa dyskretnych metod obliczeniowych, ró¿ni¹cych siê skutecz-
noœci¹, efektywnoœci¹ czy dok³adnoœci¹, w praktyce in¿ynierskiej niemal bez wyj¹tku
stosuje siê metodê elementów skoñczonych w przestrzeni oraz metodê Newmarka do
dyskretyzacji w czasie. Powodem jest zapewne kumulacja rozwoju technik oblicze-
niowych w kierunku wspomnianych metod, wywo³ana ³atwym dostêpem do opisów
literaturowych, algorytmów czy doœwiadczeñ obliczeniowych. Tym samym inne,
czêsto bardziej skuteczne metody (np. [13, 14]) wychodz¹ z u¿ycia.
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a)

b)

Rys. 8. Trajektorie ruchu punktu materialnego po³o¿onego bezpoœrednio na strunie (a)

oraz za poœrednictwem elementu sprê¿ystego (b)

Fig. 8. Trajectories of a moving material point placed directly on the string (a)

and through the elastic element (b)



Autorzy podejmowali wiele prób skonstruowania skutecznych schematów oblicze-
niowych z wykorzystaniem metody elementów skoñczonych i metody Newmarka.
Miarodajn¹ ocenê poprawnoœci stanowi³o rozwi¹zanie równania ruchu struny (1).
Znane jest jego rozwi¹zanie pó³analityczne i do niego nale¿y odnosiæ wyniki obliczeñ
numerycznych. Okaza³o siê, ¿e proste ró¿niczkowanie wed³ug (5) nie daje wyników
zbie¿nych (rys. 9). Ju¿ przy niskich prêdkoœciach przejazdu punktu materialnego
(v 0,1

m
� c) trajektorie mocno odbiegaj¹ od rozwi¹zañ pó³analitycznych. Przy wy¿-

szych prêdkoœciach, obliczeñ nie mo¿na ukoñczyæ, otrzymujemy rozwi¹zania rozbie-
¿ne. Zauwa¿my, ¿e mamy tu do czynienia z czysto hiperbolieznym równaniem
ró¿niczkowym. Wprawdzie w przypadku belki Bernoulliego-Eulera obliczenia mo-
¿na przeprowadziæ do koñca, to jednak b³¹d obliczeñ, wynikaj¹cy z b³êdnych sfor-
mu³owañ, gwa³townie roœnie przy wzroœcie prêdkoœci przejazdu. W tym przypadku
mamy do czynienia z równaniem ró¿niczkowym o charakterze parabolicznym.
W³asnoœci¹ takich równañ jest rozmycie w przestrzeni rzeczywistej oddzia³uj¹cych
zaburzeñ. W zwi¹zku z tym b³êdnie sformu³owane metody obliczeniowe daj¹ rozmy-
te w przestrzeni, narastaj¹ce b³êdy obliczeñ. Podjêto próby konsekwentnego wypro-
wadzenia od podstaw samej metody obliczeniowej, wykorzystuj¹c za³o¿enia metody
elementów czasoprzestrzennych. Sformu³owanie czasoprzestrzenne pozwala przej-
rzyœcie opisaæ cz³on zawieraj¹cy deltê Diraca. Wyra¿enie to opisane jest w sposób
ci¹g³y w czasie i przestrzeni i mo¿na wobec tego œmia³o zastosowaæ do budowy meto-
dy dyskretnej poprawne formy ca³kowe.
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Rys. 9. Rozbie¿ne wyniki obliczeñ drgañ struny uzyskane metod¹ elementów skoñczonych

w przestrzeni i metod¹ Newmarka w czasie [15]

Fig. 9. Divergent results of calculations of a string vibrations obtained with the finite elements

method in space and the Newmark method in time [15]



4. METODA ELEMENTÓW CZASOPRZESTRZENNYCH

Zasady formu³owania metody elementów czasoprzestrzennych znane s¹ z literatury
[12, 16, 17]. Istotn¹ wad¹ klasycznego sformu³owania jest koniecznoœæ stosowania
niezmiennego w czasie (stacjonarnego) podzia³u (dyskretyzacji) rozpatrywanego ob-
szaru przestrzennego. Równowagê si³ dzia³aj¹cych w obszarze analizowanego obiek-
tu okreœla siê w jednej wybranej chwili. Czêsto jest to punkt koñcowy przedzia³u
czasu lub wybrany punkt poœredni. W zwi¹zku z tym zmienne wspó³czynniki równa-
nia ró¿niczkowego traktowane s¹ jako sta³e w kroku czasowym, a wp³yw ich zmien-
noœci wprowadza siê jako dodatkowe cz³ony dodawane do odpowiednich sta³ych
macierzy charakterystycznych schematu krokowego obliczeñ. Jeœli czynnoœæ ta zo-
stanie przeprowadzona b³êdnie, b³êdne bêd¹ te¿ wyniki. Poprawne uwzglêdnienie
cz³onu si³ wywo³anych ruchomym punktem materialnym jest trudne. Nie wiadomo
bowiem w której chwili schematu ró¿nicowego nale¿y je definiowaæ. Dodatkowo po-
wstaje w¹tpliwoœæ, czy schemat ró¿nicowy, np. metoda Newmarka, sformu³owany do
rozwi¹zywania równañ o sta³ych wspó³czynnikach jest równie¿ poprawny przy rów-
naniach o zmiennych wspó³czynnikach. Sprawa by³aby prosta, gdyby zachodzi³o tyl-
ko pierwsze pytanie. Niestety, doœwiadczenia wskazuj¹, ¿e znane klasyczne metody
ró¿ni-cowe nie nadaj¹ siê do rozwi¹zywania naszego zadania. W zwi¹zku z tym w
dalszej czêœci zajmiemy siê metodycznym wyprowadzeniem krokowego schematu
rozwi¹zania z wykorzystaniem metody elementów czasoprzestrzennych. Tu bêdzie-
my mogli zapisaæ wszystkie potrzebne wielkoœci, w tym zmienne wspó³czynniki rów-
nania ró¿niczkowego, w sposób ci¹g³y w podobszarze czasoprzestrzennym.

Rozpatrywaæ bêdziemy dwa typy elementów skoñczonych: nie poddane obci¹¿eniu
masowemu oraz przenosz¹ce masê. Te pierwsze pos³u¿¹ nam jako wprowadzenie do
metody elementów czasoprzestrzennych. Rozwa¿ymy strunê opisan¹ równaniem (1)
w podobszarze czasu i przestrzeni� � 
 
 
 
{( , ):x t x b t h, }0 0 . Równanie mocy
wirtualnej otrzymujemy mno¿¹c (1) przez wirtualn¹ prêdkoœæ v � ( , )x t . Ca³kowita
moc wirtualna w obszarze� wynosi

v �

�� � �
�

�
��

�

�
�� �( , )x t A

u

t
N

u

x

u

t
dxdt

bh

00

2

2

2

2
�

�

�

�

�
�
�
�

0 , (6)

gdzie � oznacza wspó³czynnik t³umienia wewnêtrznego w modelu Kelvina-Voigta.
Ca³kuj¹c moc (6) przez czêœci wzglêdem x otrzymujemy
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gdzie �
0

symbolizuje odkszta³cenia pocz¹tkowe w kolejnych krokach czasu.
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Przyjmujemy liniow¹ zmiennoœæ prêdkoœci v �� �u t/ wzglêdem x i t:
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i i
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4

. (8)

W obszarze� funkcje ksztaltu N � [ ,... , ]N N
1 4
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Przemieszczenia wyznaczamy ca³kuj¹c prêdkoœci
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Mo¿emy te¿ wyznaczyæ pochodn¹ � �u x/
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Wa¿nym elementem sformu³owania czasoprzestrzennego jest dobry wybór funkcji
wirtualnych v � . Ró¿ne funkcje prowadz¹ do nieco innych algorytmów, o nieco in-
nych w³asnoœciach, szczególnie dok³adnoœci i stabilnoœci. Proponujemy kilka postaci
funkcji wirtualnych prêdkoœci (rys. 10). Mo¿e to byæ funkcja w kszta³cie impulsu
Diraca, funkcja sta³a o wartoœci równej jeden, poza punktami krañcowymi (funkcja
kapeluszowa), funkcja trójk¹tna lub funkcja daszkowa. Na pocz¹tku przyjmiemy
prost¹ funkcjê w formie dystrybucji Diraca � w chwili t h��

v v v� � � ��
�
�

�
�
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�
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. (13)
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Rys. 10. Ró¿ne kszta³ty funkcji wirtualnych: a) delta Diraca, b) funkcja kapeluszowa,

c) funkcja trójk¹tna, d) funkcja daszkowa

Fig. 10. Different shapes of virtual functions: a) Dirac delta, b) hat function,

c) triangle function, d) peak function

a) b) c) d)



Wymagane ró¿niczkowanie funkcji wirtualnej v � i rzeczywistej v mo¿na wyznaczyæ
z (13) i (8)
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Zauwa¿my, ¿e cz³ony z funkcj¹ Diraca � w funkcji podca³kowej pozwalaj¹ uproœciæ
ca³kowanie� i sprowadziæ je do ca³kowania wzglêdem jednej zmiennej w przedziale
przestrzennym 0 
 
x b. Ostatecznie równanie (7) mo¿na zapisaæ w sposób macie-
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Wynikowe macierze podane s¹ ni¿ej:
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M, K i C s¹ czasoprzestrzennymi macierzami bezw³adnoœci, sztywnoœci i t³umienia.
Zauwa¿amy, ¿e s¹ one zbudowane z dwóch macierzy kwadratowych, ka¿da o wymia-
rach równych liczbie stopni swobody przestrzennego elementu skoñczonego. Macie-
rze M

s
, K

s
i C

s
maj¹ postaæ identyczn¹ lub zbli¿on¹ do odpowiednich macierzy

wyznaczanych w tradycyjnej metodzie elementów skoñczonych. Koñcowa postaæ
równania ruchu opisuje równowagê na brzegu elementarnego obszaru �. Wektor v
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Z powy¿szej krokowej zale¿noœci obliczamy jedyny nieznany wektor prêdkoœci v
i�1

.
Dodatkowo musimy obliczyæ przemieszczenia q

i�1
. Stosujemy zale¿noœæ

q q v v
i i i i

h
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Z warunku stabilnoœci wyznaczamy ' �� �1 .

5. ELEMENT CZASOPRZESTRZENNY STRUNY OPISUJ¥CY
RUCHOMY PUNKT MATERIALNY

5.1. PODSTAWOWE ZALE¯NOŒCI

Ostatni cz³on �( ) ( , ) /x t m d u t t dt
m m

� v v2 2 w równaniu (1) opisuje ruchome obci¹-
¿enie inercyjne. Wyra¿enie d u t t dt

m

2 2( , ) /v jest pionowym przyspieszeniem punk-
tu materialnego oraz jednoczeœnie przyspieszeniem struny w punkcie styku punktu
materialnego ze strun¹ (tj. x x t

m
� �

0
v ). Przyspieszenie punktu materialnego

d u t t dt
m

2 2( , ) /v poruszaj¹cego siê ze sta³¹ prêdkoœci¹ v
m

(rys. 11), zgodnie ze wzo-
rem Renaudota przedstawia wzór (5).
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Rys. 11. Trajektoria ruchu punktu

materialnego w obszarze

czasoprzestrzennym

Fig. 11. Trajectory of a moving inertial

load in time-space domain



W metodzie czasoprzestrzennych elementów skoñczonych tworzymy równania zale-
¿ne od prêdkoœci. Przyspieszenie punktu materialnego d u t t dt

m

2 2( , ) /v równie¿ jest
uzale¿niane od prêdkoœci:
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Pierwszy cz³on po prawej stronie, po pomno¿eniu przez m, okreœla rzeczywiste si³y
bezw³adnoœci, a drugi wyra¿a si³y podobne do si³ t³umienia. W koñcowej fazie anali-
zy uzyskujemy trzy wynikowe macierze odpowiedzialne za si³y poprzeczne, si³y
t³umienia oraz ostatnia trzecia macierz okreœla si³y potencjalne oraz si³y wêz³owe na
pocz¹tku kroku ca³kowania h.

Wykorzystajmy powy¿sze rozwa¿ania do numerycznej analizy cz³onu okreœlaj¹cego
bezw³adnoœæ punktu materialnego w równaniu (1). Przy wyznaczaniu macierzy ele-
mentu przenosz¹cego masê skupion¹ wykorzystujemy identyczne kroki jak w przy-
padku samej struny. Ca³kujemy cz³on bezw³adnoœci
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Wykorzystujemy liniow¹ interpolacjê prêdkoœci (8). Prêdkoœæ wirtualn¹ v � przyjmu-
jemy w nastêpuj¹cej postaci:
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N q q� �

1
. (24)

W wyniku konsekwentnego ca³kowania uzyskujemy dwie macierze: macierz
bezw³adnoœci poprzecznej poruszaj¹cego siê punktu materialnego M

m

M
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m

h
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, (25)

w której ( �� �( ) /x h b
m0

v , x
0

jest po³o¿eniem pocz¹tkowym masy w elemencie
czasoprzestrzennym w chwili t t�

0
(rys. 12) i macierz ruchomego punktu materialne-

go w postaci macierzy t³umienia C
m

C
m

m
m

b
�

� � � � �
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1 1 1 1
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Rozpatrzmy teraz wk³ad przemieszczeñ pocz¹tkowych na kroku h. Ca³kujemy przez
czêœci pracê wirtualn¹

v v v
v
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bhu

x
dxdt
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. (27)
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Przemieszczenia lewego i prawego koñca wyra¿one s¹ przez prêdkoœci
u u h

L L
� � � �0

1 3
1[ ( ) ]' 'v v i u u h

R R
� � � �0

2 4
1[ ( ) ]' 'v v . Mo¿emy wiêc wyzna-

czyæ potrzebne odkszta³cenia du dx
0

/

du

dx

u u

b

u u

b

b

h

R L R L0
0 0

1 2 3 4
1 1�

�
�

�
� � � � � � �[ ( ) ( ) ]' ' ' 'v v v v . (28)

Macierz K
m

bêdzie wiêc macierz¹ sztywnoœci

K
m

m
hm

b
�

�
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� � �

� � �

v
2

2 1 1

1 1

' '
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' '
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�
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�
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Cz³on ( ) /u u b
R L

0 0� w równaniu (28) daje w wyniku si³y wêz³owe e w warstwie cza-

soprzestrzennej.

5.2. WYNIKI OBLICZEÑ

Wyniki przyk³adowych obliczeñ, uzyskane metod¹ elementów czasoprzestrzennych
mog¹ byæ porównane z wynikami pó³analitycznymi. Wczeœniejsze rozwa¿ania poka-
za³y nam specyfikê równania ró¿niczkowego wykorzystywanego do opisu ma³ych
przemieszczeñ konstrukcji pod ruchomym obci¹¿eniem inercyjnym oraz jego charak-
terystyczne w³asnoœci. W dalszych testach struna zosta³a podzielona na 200 odcinków
przestrzennych. Przyjêto krok czasowy równy b

m
/ 40v . Oznacza to, ¿e przejazd od-

cinka miêdzy dwoma kolejnymi wêz³ami odbywa siê w czasie 40 kroków czasowych.
Wyniki otrzymane metod¹ elementów czasoprzestrzennych pokazano na rysunku 13.

Mo¿emy równie¿ przeprowadziæ obliczenia przy wiêkszej prêdkoœci jazdy v
m

. Rysu-
nek 14 przedstawia przemieszczenia przy 0,9 v 1,2
 


m
c/ . Zauwa¿amy dobr¹ zbie-

¿noœæ trajektorii ruchu punktu materialnego do wartoœci zerowej przy v
m

c, , co jest
zgodne z prawd¹ gdy¿ przy prêdkoœciach nadkrytycznych zaburzenia poruszaj¹ siê za
Ÿród³em, maj¹c przed sob¹ oœrodek niezaburzony. Równie¿ inne przyk³ady oblicze-
niowe dowodz¹ skutecznoœci metody numerycznej. Porównania przemieszczeñ wy-
branych, ustalonych punktów struny w czasie wykazuj¹ jeszcze lepsz¹ zbie¿noœæ
z wynikami analitycznymi.
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Rys. 12. Trajektoria punktu

materialnego w elemencie

czasoprzestrzennym

Fig. 12. The trajectory of the moving

load in the time-space element
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Rys. 13. Przemieszczenia struny pod ruchomym punktem materialnym uzyskane metod¹

elementów czasoprzestrzennych z zastosowaniem funkcji wirtualnych prêdkoœci

w postaci delty Diraca, przy � = 0,5 (a) oraz funkcji kapeluszowej (b),

porównane z wynikami pó³analitycznymi

Fig. 13. Displacement of the moving inertial load traveling along a string obtained by

time-space element method using the virtual function of velocity in the form

of Dirac delta with � = 0.5 (a) and the hat function (b),

compared with semi-analytical results

a)

b)



Na podstawie obserwacji wyników numerycznych mo¿emy stwierdziæ, ¿e przy
ma³ych prêdkoœciach przejazdu do celów in¿ynierskich poruszaj¹cy siê punkt maso-
wy mo¿emy zast¹piæ oscylatorem. Nie mo¿emy natomiast stosowaæ uproszczonego
rozk³adu masy na s¹siednie wêz³y siatki metody elementów skoñczonych lub czaso-
przestrzennych elementów skoñczonych, wed³ug rysunku 7. Przy wy¿szych prêdko-
œciach ruchu mo¿emy stosowaæ jedynie schematy numeryczne wyprowadzone
poprawnie z równañ ró¿niczkowych ruchu. Nie mo¿na w prosty sposób wyraziæ przy-
spieszenia d u dt2 2/ w punkcie x t

m
� v odpowiednimi pochodnymi i w ten sposób

zmodyfikowaæ opis krokowy schematu ca³kowania równania ruchu.

6. ELEMENT CZASOPRZESTRZENNY
BELKI BERNOULLIEGO-EULERA OPISUJ¥CY
RUCHOMY PUNKT MATERIALNY

Kapeluszowa funkcja wirtualna jest sta³a w czasie i w przypadku belki Bernoullie-
go-Eulera zapisuje siê j¹ w nastêpuj¹cy sposób:

v x t
x

b

x

b
v v� � � �

�

�
��

�

�
�� � � �( , ) ... � ...1 3 2

2

2

3

3 3 3 4
- ... �-

4
. (30)
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Rys. 14. Przemieszczenia punktu struny pod ruchomym punktem materialnym

przy prêdkoœci v 0,9
m
� c; v 1,0

m
� c; v 1,1

m
� c; v 1,2

m
� c

Fig. 14. Displacements of the moving inertial load traveling along a string

at the speed v 0.9
m
� c, v 1.0

m
� c, v 1.1

m
� c, v 1.2

m
� c



Rozpoznajemy tu u¿ycie znanych funkcji kszta³tu do opisu przemieszczeñ (lub prêd-
koœci) za pomoc¹ wêz³owych prêdkoœci liniowych oraz wêz³owych prêdkoœci obroto-
wych. Poni¿ej przedstawimy obliczenia prowadz¹ce do wyznaczenia pierwszego
elementu macierzy bezw³adnoœci ruchomego punktu materialnego M

m
w belce Ber-

noulliego-Eulera:

( ) ( )M
m m
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h
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Po wprowadzeniu podstawienia

s
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otrzymamy
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Po sca³kowaniu powracamy do zmiennej t
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Uwzglêdniaj¹c granice ca³kowania, otrzymujemy jeden z elementów macierzy
bezw³adnoœci ruchomej masy M

m

( ) [ ( )M
m
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b
b
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6 6 5 4 3 2
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gdzie:

( �
�x h

m0
2v

b

/
. (36)
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Postaæ macierzy M
m

, C
m

i K
m

odpowiedzialnych za opis ruchomego punktu mate-
rialnego zosta³y zamieszczone w pracy [18]. Musimy pamiêtaæ, ¿e trzy pierwsze ma-
cierze ³¹cz¹ wektory prêdkoœci w dwóch nastêpuj¹cych po sobie chwilach. Sk³adaj¹
siê one z dwóch kwadratowych podmacierzy: lewej i prawej. £¹cznie maj¹ one wy-
miar s s.2 , gdzie s jest liczb¹ stopni swobody w wêŸle badanej struktury. Otrzymane
rozwi¹zania numeryczne (rys. 15 i 16) s¹ identyczne z wynikami podejœcia pó³anali-
tycznego.

7. ELEMENT CZASOPRZESTRZENNY BELKI TIMOSZENKI
OPISUJ¥CY RUCHOMY PUNKT MATERIALNY

Ró¿niczkowe równanie ruchu belki Timoszenki w formie jednego równania przedsta-
wia poni¿szy wzór
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Rys. 15. Trajektorie ruchu punktu materialnego poruszaj¹cego siê po belce

Bernoulliego-Eulera przy prêdkoœciach: v 0,1
m
� ; v 0,2

m
� ; … ; v 0,5

m
�

uzyskane numerycznie i analitycznie

Fig. 15. Trajectories of the material point moving along a Bernoulli-Euler beam obtained

numerically and analytically at the speed: v 0.1
m
� , v 0.2

m
� , … , v 0.5

m
�



gdzie obci¹¿enie zewnêtrzne, czyli obci¹¿enie grawitacyjne i bezw³adnoœciowe opi-
sane jest nastêpuj¹c¹ zale¿noœci¹

q x t x t P x t m
u t t

t
( , ) ( ) ( )

( , )
� � � �� �

�

�
v v

v2

2
. (38)
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Rys. 16. Przemieszczenia pod punktem materialnym poruszaj¹cym siê po wspornikowej

belce Bernoulliego-Eulera (a) oraz przemieszczenia swobodnego koñca (b), przy prêdkoœci

v 0,1
m
� ; v 0,2

m
� ; … ; v 0,5

m
� z wirtualn¹ funkcj¹ kapeluszow¹ oraz w postaci delty Diraca

Fig. 16. Displacements under the moving inertial load traveling along a cantilever

Bernoulli-Euler beam (a) and displacements of the free end (b), at the speed

v 0.1
m
� , v 0.2

m
� , … , v 0.5

m
� with virtual hat function and Dirac delta

a)

b)



Równanie (37) ma bardzo powa¿n¹ wadê, ze wzglêdu na numeryczne podejœcie me-
tod¹ czasoprzestrzenn¹. Wystêpuj¹ca we wzorze (37) pochodna czwartego rzêdu
wzglêdem t ma powa¿ne konsekwencje w rozwi¹zaniu. Poniewa¿ czas w rzeczywi-
stej funkcji kszta³tu ma rozk³ad liniowy, nie mamy mo¿liwoœci dyskretnego przedsta-
wienia tej pochodnej. Konieczne jest przeprowadzenie analizy belki Timoszenki
w przypadku, gdy równanie ruchu przedstawione jest w postaci dwóch równañ sprzê-
¿onych ze sob¹ wzglêdem przemieszczeñ i k¹tów. Zagadnienie ruchomego obci¹¿e-
nia bezw³adnoœciowego poruszaj¹cego siê po belce Timoszenki jest odrêbnym
problemem. Ze wzglêdu na sw¹ z³o¿onoœæ nie zostanie szerzej przedstawiony w ni-
niejszej pracy.

8. WNIOSKI

Wyniki przemieszczeñ strun i belek obci¹¿onych ruchomym obci¹¿eniem inercyjnym
w funkcji czasu pokazuj¹ nieci¹g³oœci rozwi¹zañ. Stosowane równania ró¿niczkowe
maj¹ swoje wady. Mog¹ byæ stosowane do przypadków ma³ych ugiêæ. Jednak w koñ-
cowej fazie ruchu nachylenia osi struny lub belki gwa³townie rosn¹, co k³óci siê
z za³o¿eniami. Nasuwa siê podstawowy wniosek: powszechnie stosowane równania
ró¿niczkowe oparte na teorii ma³ych przemieszczeñ nie nadaj¹ siê do dok³adnej anali-
zy drgañ wywo³anych ruchomym obci¹¿eniem inercyjnym. Mimo to w rzeczywisto-
œci obserwujemy gwa³towne narastanie odkszta³ceñ przed koñcow¹ podpor¹ choæby
w przypadku ruchu pantografów. Podobny efekt dostrzegamy w p³ytach drogowych.
Teoretyczne strona tego zjawiska, przy za³o¿eniu du¿ych lub skoñczonych prze-
mieszczeñ, nie by³a dot¹d badana.

Tym bardziej wa¿ne jest dysponowanie skutecznym narzêdziem modelowania nume-
rycznego omawianych zadañ. Poprawnoœæ sformu³owañ numerycznych mo¿na po-
twierdziæ porównuj¹c rozwi¹zania analityczne lub pó³analityczne z numerycznymi.
Wyprowadzone w pracy schematy krokowych rozwi¹zañ pozwalaj¹ uzyskaæ wyniki
pokrywaj¹ce siê z wynikami teoretycznymi. Widoczne s¹ przy tym równie¿ nie-
ci¹g³oœci rozwi¹zañ. W rozwi¹zaniach numerycznych pokazane s¹ jako fragmenty
wykresów o gwa³townej zmianie wartoœci w dwóch s¹siednich wêz³ach siatki prze-
strzennej: wêz³a przedostatniego, swobodnego oraz wêz³a ostatniego, z zadanymi wa-
runkami brzegowymi.
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COMPUTER SIMULATION OF MOVING INERTIAL LOADS

Abstract

The paper presents algorithms for numerical finite element analysis of vibrations of structures

under a moving inertial load. Some problems of dynamics of the structure are complex to be

solved by the finite element method applied to spatial variables and by the Newmark method

used for time domain. Peculiar features of analytical solutions of differential equations

describing vibrations caused by a moving point mass must effect also their numerical solutions.

Large gradients of solutions, jumps or discontinuities of solutions is difficult to obtain by the

numerical discrete methods. These methods require approximations and introduce errors,

which are difficult to be estimated. In this paper we discuss numerical solutions which allow us

to obtain accurate results in a full range of velocity of the inertial load.
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