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STRESZCZENIE. Praca prezentuje wyniki badañ pó³aktywnego sterowania drgañ

jednowymiarowego oœrodka ci¹g³ego pod obci¹¿eniem ruchomym. Konstrukcje przêse³

mostowych obci¹¿onych pojazdami poruszaj¹cymi siê z du¿¹ prêdkoœci¹ mo¿na wzmocniæ

stosuj¹c selektywnie w³¹czane elementy wsporcze w postaci t³umików z ciecz¹ elektro lub

magnetoreologiczn¹. Dziêki temu uzyskuje siê skuteczniejsze obni¿enie amplitud drgañ ni¿

przy stale dzia³aj¹cych t³umikach. Celem pracy jest wskazanie dróg postêpowania przy

doborze w³aœciwej strategii sterowania. W modelu przyjêto dowoln¹ liczbê t³umików

wiskotycznych, zamocowanych w dowolnych punktach continuum i sterowanych funkcjami

kawa³kami sta³ymi. Zaprezentowano w pe³ni analityczne sformu³owanie problemu. OdpowiedŸ

uk³adu zosta³a wyznaczona metod¹ szeregów potêgowych. Po licznych symulacjach

numerycznych zaproponowana zosta³a prosta w realizacji metoda sterowania, której

skutecznoœæ wykazano na przyk³adach.

1. WSTÊP

Dynamika uk³adów pod obci¹¿eniem ruchomym sta³a siê w ostatnich latach przed-
miotem badañ in¿ynierów, zarówno teoretyków jak i praktyków. Wiele zjawisk towa-
rzysz¹cych tym odzia³ywaniom, ze wzglêdu na ich stopieñ komplikacji, pozostaje
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wci¹¿ niewyjaœnionych. Ich znaczenie praktyczne jest niebagatelne, a zastosowanie w
ga³êziach in¿ynierii transportu, konstrukcji czy robotyce jest tylko fragmentem poten-
cjalnych zastosowañ. Do typowych zjawisk wystêpuj¹cych w uk³adach modelowa-
nych jako uk³ady ci¹g³e pod obci¹¿eniem ruchomym zaliczamy m.in. oddzia³ywania
kontaktowe par obiektów: pojazd szynowy – tor, pojazd – most, pantograf – przewód
trakcji elektrycznej, prowadnica – element wykonawczy robota. Nale¿y nadmieniæ,
¿e dynamika omawianych uk³adów staje siê znacz¹ca wówczas, gdy ruchome
obci¹¿enie porusza siê z odpowiednio du¿¹ prêdkoœci¹ tj. blisk¹ prêdkoœci fali w stru-
nie i blisk¹ tzw. prêdkoœci krytycznej w belkach czy p³ytach [1, 2].

Przy obecnym sta³ym wzroœcie prêdkoœci przejazdu poci¹gów oraz ich ciê¿aru wa¿n¹
kwesti¹ jest wzmocnienie istniej¹cych mostów i dostosowanie ich wytrzyma³oœci do
obci¹¿eñ statycznych i dynamicznych, wywo³anych przejazdem. Ugiêcia wywo³ane
poruszaj¹cym siê obci¹¿eniem bezmasowym i masowym s¹ znacznie wiêksze od sta-
tycznych. Wymiana lub wzmocnienie przêse³ czêsto nie wchodzi w rachubê z powo-
dów technicznych lub ekonomicznych. W takim przypadku mo¿na zaproponowaæ
zastosowanie sterowania, by zmienne w czasie parametry konstrukcji wykorzystaæ do
obni¿enia amplitud drgañ.

Mechatronika oferuje dziœ bogat¹ gamê rozwi¹zañ problemów in¿ynierii konstrukcji.
Mowa o systemach sterowania, których zadaniem jest poprawa stabilnoœci, lub reali-
zacja z góry okreœlonych trajektorii. Ze wzglêdu na charakter oddzia³ywania tych sys-
temów na uk³ad mechaniczny dzielimy je na aktywne i pó³aktywne (semi-aktywne).
Przez aktywny system sterowania rozumiemy taki, który oddzia³uje na uk³ad si³owo.
Sterowanie pó³aktywne polega natomiast na modyfikacji parametrów samego uk³adu
tj. sprê¿ystoœci lub t³umienia. Ka¿da z metod z jednakowym powodzeniem znajduje
swoje zastosowanie. W ogólnoœci systemy sterowania aktywnego, choæ pobieraj¹
znaczne iloœci energii, to ze wzglêdu na sterowalnoœæ, wykazuj¹ lepsz¹ skutecznoœæ w
realizacji za³o¿onych zadañ. Pó³aktywna kontrola jest natomiast podejœciem
s³uszniejszym wszêdzie tam, gdzie celem jest poprawa stabilnoœci uk³adu przy ma³ym
wk³adzie energii, a bezpieczeñstwo odgrywa rolê nadrzêdn¹. Istotnie, tego typu roz-
wi¹zania zapobiegaj¹ katastrofalnym w skutkach awariom systemu, gdzie aktywna
regulacja mog³aby przyk³adowo zadzia³aæ przeciwnie do za³o¿onej strategii, a tym sa-
mym zwiêkszyæ amplitudê uk³adu do poziomu zniszczenia.

Sterowanie pó³aktywne uk³adu ci¹g³ego realizuje siê najczêœciej za pomoc¹ sterowal-
nych t³umików dyskretnych, do³¹czonych do uk³adu w ustalonych punktach. Rysunki
1 i 2 stanowi¹ ilustracjê do mo¿liwych zastosowañ pó³aktywnej regulacji uk³adu
ci¹g³ego belki. Uk³ady takie s¹ modelowane jako dyskretno-ci¹g³e. Ró¿norodnoœæ
rozwi¹zañ konstrukcyjnych daje du¿e mo¿liwoœci w zakresie kontroli. Dopasowanie
odpowiedniej strategii sterowania u za³o¿onych konstrukcji jest szerokim polem ba-
dañ dla projektantów systemów sterowania. Przed przyst¹pieniem do opracowywania
takich strategii niezbêdna jest bardzo dobra znajomoœæ zjawisk towarzysz¹cych dyna-
mice rozwa¿anego uk³adu, co w przypadku z³o¿onych modeli wymaga od badaczy
wielu rozmaitych prób symulacyjnych. Z tego wzglêdu punktem wyjœcia do propono-
wanej w pracy koncepcji pó³aktywnej regulacji bêd¹ wyniki numeryczne. Próby po-
szukiwania sterowañ optymalnych zostan¹ ujête jako dalszy kierunek prac.
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Rys. 2. Koncepcja pó³aktywnego sterowania

ugiêcia belki pod obci¹¿eniem ruchomym

Fig. 2. The idea of semi-active control of

a beam deflection under a moving load

Rys. 1. Przyk³ady pasywnego i pó³aktywnego

sterowania drgañ przês³a mostu

pod obci¹¿eniem ruchomym

Fig. 1. Examples of passive and semi-active

control in a bridge span

under a moving load



2. AKTUALNY STAN WIEDZY

Zagadnienia uk³adów ci¹g³ych pod ruchomym obci¹¿eniem s¹ szeroko omawiane w
literaturze. Obci¹¿enie jest przyjmowane jako bezinercyjne lub inercyjne. W pierw-
szym przypadku zak³ada siê sta³¹ co do wartoœci amplitudê si³y. Takie podejœcie
znacznie upraszcza stopieñ rachunkowych komplikacji przy poszukiwaniu rozwi¹zañ
i analizie uk³adu. Wœród licznych prac nale¿y tu wymieniæ prace [1, 3]. Grupa zagad-
nieñ obci¹¿eñ masowych mo¿e byæ modelowana dwoma sposobami. Pierwszy z nich
obejmuje zagadnienia ruchomego oscylatora, gdzie ruchoma para masa-uk³ad ci¹g³y
jest sprzê¿ona przy pomocy elementów lepkosprê¿ystych [4 - 7]. Drugi model zak³ada
brak elementów lepkosprê¿ystych i jest rozwa¿any w pracach [8 - 10]. Odnosz¹ce siê
do tego modelu ciekawe zjawisko nieci¹g³oœci zosta³o zbadane w pracy [11].

Idee metod sterowania pó³aktywnego przemakaj¹ obecnie do coraz wiêkszej liczby
zastosowañ. Nale¿¹ do nich uk³ady wibroizolacji, zawieszenia pojazdów, wie¿e,
maszty i liczna grupa konstrukcji budowlanych. Uk³ady te s¹ z regu³y stateczne w oto-
czeniu pewnego po³o¿enia równowagi statycznej. Poniewa¿ w warunkach rzeczywi-
stych uk³ady mechaniczne mog¹ byæ nara¿one na dzia³anie ró¿nego rodzaju zaburzeñ,
nierzadko wymagana jest poprawa ich stabilnoœci, co z powodzeniem mo¿e byæ reali-
zowane przez modyfikacjê parametrów samego uk³adu. Do dziœ zaproponowano ju¿
wiele strategii takich modyfikacji. Wiêkszoœæ z nich bazuje na regulacji ze sprzê¿e-
niem zwrotnym. Najpopularniejsze sky-hook czy ground-hook zaliczane s¹ tu do
grupy metod heurystycznych. Ich strategie opracowane s¹ dziêki licznym ekspery-
mentom i symulacjom numerycznym, a skutecznoœæ potwierdza siê w wielu uk³adach
aktywnego t³umienia drgañ pojazdów, maszyn i robotów [12]. Idea ta zosta³a równie¿
wykorzystana do redukcji drgañ ruchomego oscylatora w pracy [13]. Aktywna wibro-
izolacja konstrukcji jest rozwa¿ana w pracach [14, 15]. Oparta na metodzie optymal-
nych funkcji Lapunowa koncepcja t³umienia drgañ belki jest zaproponowana w pracy
[16]. Metody aktywnego sterowania drgañ uk³adów ci¹g³ych pod obci¹¿eniem rucho-
mym rozwa¿a siê m.in. w pracach [17 - 21].

Sterowanie pó³aktywne klasyfikuje siê do grupy sterowania uk³adów biliniowych.
Liczne techniki, opracowane ju¿ w latach 60. i 70. XX wieku, wywodz¹ siê z postula-
tów rachunku wariacyjnego i prowadz¹ do rozwi¹zañ zadañ sterowania optymalnego.
Najczêœciej rozwi¹zaniami tymi jest sterowanie dwustanowe tzw. bang-bang. Nieste-
ty, tylko w nielicznych, najprostszych przypadkach daje siê wyraziæ to sterowanie
przez zamkniête funkcje zmiennych stanu i (lub) czasu [22]. Znaczne trudnoœci poja-
wiaj¹ siê w uk³adach o du¿ej liczbie stopni swobody. Optymalne prze³¹czenie takich
uk³adów dokonuje siê na skomplikowanych w swej naturze hiperp³aszczyznach w
przestrzeni stanu. W celu uproszczenia obliczeñ opracowano wiele alternatywnych
metod gradientowych i bezgradientowych, które prowadz¹ do numerycznych warto-
œci chwil prze³¹czeñ i s¹ rozwi¹zaniami suboptymalnymi [23].
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3. CEL I ZAKRES PRACY

W artykule zaprezentowana zostanie analityczna metoda wyznaczania dynamicznej
odpowiedzi uk³adu dyskretno-ci¹g³ego, na który sk³ada siê belka lub struna wraz z
systemem sterowalnych t³umików wiskotycznych. Rozwa¿any model matematyczny
reprezentowany przez biliniowe równanie cz¹stkowe, zostanie przy odpowiednich
za³o¿eniach sprowadzony do uk³adu równañ liniowych o sta³ych wspó³czynnikach.
Rozwi¹zanie globalne bêdzie sklejeniem rozwi¹zañ lokalnych, w których funkcja ste-
rowania bêdzie z za³o¿enia przyjmowaæ wartoœci sta³e. Zalet¹ takiego podejœcia jest
³atwe w numerycznej implementacji generowanie trajektorii dynamiki uk³adu przy
dowolnych przebiegach sterowania. Ze wzglêdu na ci¹g³oœæ rozwi¹zañ, opracowana
metoda oferuje mo¿liwoœæ definiowania zadañ sterowania optymalnego z kryterium
ca³kowym.

Przy doborze strategii sterowania zasadniczym problemem jest trafne zdefiniowanie
wskaŸnika odpowiedzialnego za jakoœæ sterowania w celu uzyskania powziêtego
celu. Zwykle w zjawiskach rozwa¿anych w domkniêtym przedziale czasu takie wska-
Ÿniki maj¹ postaæ ca³kow¹, a ich wartoœci liczbowe reprezentuj¹ odchylenia zmien-
nych stanu uk³adu oraz ich pochodnych od wartoœci ¿¹danych. W omawianym
problemie istotne bêd¹ wskaŸniki odpowiedzialne za obci¹¿enie dynamiczne kon-
strukcji oraz za komfort przejazdu. W tym celu rozwa¿ane bêd¹ wartoœci ca³ek prze-
mieszczeñ, prêdkoœci oraz przyspieszeñ w punktach najbardziej wra¿liwych w
konstrukcji, a tak¿e w ruchomym punkcie œledz¹cym obci¹¿enie.

Celem pracy jest prezentacja idei pó³aktywnego sterowania konstrukcji modelowa-
nych jako uk³ady ci¹g³e i dyskretno-ci¹g³e. Proponowany algorytm sterowania jest
prosty w realizacji, a jego skutecznoœæ zostanie wykazana na licznych przyk³adach
obliczeniowych. Wyniki badañ s¹ kontynuacj¹ pracy [24].

4. MODEL MATEMATYCZNY I ODPOWIED�
DYNAMICZNA UK£ADU

W tej czêœci sformu³owany zostanie model matematyczny badanego uk³adu. Do roz-
wi¹zania równania ruchu wykorzystana zostanie metoda szeregów potêgowych. W
dalszej kolejnoœci rozwi¹zanie poddane zostanie badaniom ze wzglêdu na zbie¿noœæ.
Wyniki zestawione zostan¹ z otrzymanymi przy pomocy metody elementów sko-
ñczonych. Prezentowana poni¿ej procedura wyznaczania odpowiedzi uk³adu jest za-
stosowana w modelu ze strun¹. Analogiczne kroki pozwalaj¹ rozwi¹zaæ uk³ad z belk¹
Bernoulliego-Eulera czy Timoshenki.

Rozwa¿aæ bêdziemy uk³ad prezentowany na rysunku 3. Do struny zamocowanej na
obydwu koñcach przymocowana jest seria sterowalnych t³umików wiskotycznych.
Ze wzglêdu na za³o¿enie o ma³ej masie obci¹¿enia efekty inercyjne zostan¹ pominiête
i si³a bêdzie mieæ sta³a wartoœæ. Sta³a bêdzie równie¿ jej prêdkoœæ przemieszczenia.
Wartoœci reakcji t³umików bêd¹ proporcjonalne do prêdkoœci przemieszczeñ w punk-
tach ich mocowania.
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Dynamikê tak zdefiniowanego uk³adu mo¿na wyraziæ równaniem cz¹stkowym:
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gdzie przyjêto nastêpuj¹ce oznaczenia:

N – si³a napiêcia struny,

� – gêstoœæ struny na jednostkê d³ugoœci,

P – wartoœæ obci¹¿enia,

v – prêdkoœæ przejazdu obci¹¿enia,

Z – liczba t³umików,

b t
i
( ) – wspó³czynnik t³umienia w funkcji czasu i-tego t³umika,

a
i

– po³o¿enie i-tego t³umika,

w x t( , ) – pionowe przemieszczenie struny w funkcji po³o¿enia i czasu,

� – delta Diraca.

Równanie (1) rozwi¹zane zostanie przy nastêpuj¹cych warunkach brzegowych i
pocz¹tkowych:

w t w l t w x w x( , ) ( , ) ( , ) �( ,0 0 0 0 0� � �, , , 0 0) � . (2)
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Rys. 3. Uk³ad struny wsparty na zestawie aktywnych lepkich t³umików

Fig. 3: String system supported by active viscous dampers



Przewidywana postaæ rozwi¹zania (1) przy warunkach (2) bêdzie mia³a postaæ nastê-
puj¹c¹:
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W celu wyznaczenia równañ zwyczajnychV j t( , ) wykonujemy kolejno podane ni¿ej
operacje:
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• ca³kujemy przez czêœci czynniki lewej strony równania i otrzymujemy
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(5)

• korzystaj¹c z w³asnoœci splotu z funkcj¹ Diraca czynnik ca³kowy prawej strony
przepiszemy jako
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Otrzymujemy zatem uk³ad równañ ró¿niczkowych zwyczajnych
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W celu rozwi¹zania uk³adu (7) podzielimy dziedzinê czasu na s przedzia³ów i na ka¿-
dym z nich zdefiniujemy funkcje b t

i
( ) jako kawa³kami sta³e, co zapiszemy nastê-

puj¹co:
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oznacza sta³¹ wartoœæ t³umienia i-tego t³umika w p-tym przedziale czasu.

Wprowadzaj¹c oznaczenia
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Liniowy uk³ad (9) o sta³ych wspó³czynnikach rozwi¹zany zostanie metod¹ szeregów
potêgowych. Za szukan¹ funkcjê V j t( , ) podstawimy
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Po prostych przekszta³ceniach algebraicznych otrzymujemy rekurencyjny uk³ad
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gdzie obliczamy kolejno wyrazy ci¹gów d j
n
( ) przy n � 0, 1 ,... , bior¹c za

d j V j r
0
( ) ( , )� oraz d j V j r

1
( ) �( , )� .

Nale¿y teraz sprawdziæ zbie¿noœæ otrzymanego rozwi¹zania. Wyniki obliczeniowe
zostan¹ przedstawione przy nastêpuj¹cych danych:

� �1, l �1, N � 0,5 , P � 0,1, v 0,2�
N

�
, Z �1, a l

1
� 0,5 .

Wartoœæ t³umienia jest sta³a i wynosi (b
p1

1� , � �p s1,... , ). Rysunek 4 prezentuje od-
powiedŸ uk³adu w punkcie o wspó³rzêdnej x l� / 2. Krzywe zosta³y narysowane przy
ró¿nej liczbie przedzia³ów czasu s = 59, 61 oraz 65. Do obliczeñ przyjêto 60 modów
( j = l, 2, …, 60) i 40 wyrazów w szeregach potêgowych (k = 1, 2, ..., 40). Przy mniej-
szej liczbie przedzia³ów rozwi¹zania by³y rozbie¿ne.
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Rys. 4. Rozwi¹zania otrzymane przy ró¿nej liczbie przedzia³ów czasu

Fig. 4. Solutions computed for different number of time intervals



W celu zwiêkszenia promienia zbie¿noœci nale¿y przyj¹æ w obliczeniach wiêksz¹
liczbê wyrazów w szeregach potêgowych. Rysunek 5 prezentuje wyniki przy danych
jak poprzednio oraz mniejszej liczbie przedzia³owej s � 25. Krzywe obliczone zosta³y
przy 98 i 100 wyrazach w szeregach potêgowych. Lini¹ przerywan¹ oznaczono roz-
wi¹zanie otrzymane metod¹ elementów skoñczonych.

5. METODA STEROWANIA

Przedstawimy teraz strategiê pó³aktywnej kontroli uk³adu belki Bernoulliego-Eulera
z do³¹czon¹ par¹ aktywnych t³umików. Proponowana koncepcja sterowania jest wy-
nikiem analizy numerycznej dokonanej przy u¿yciu rozwi¹zañ wyprowadzonych w
poprzednim rozdziale. Zamierzeniem autorów by³o stworzenie mo¿liwie najprostsze-
go algorytmu do realizacji sterowania w uk³adzie otwartym. Przedstawione dalej wy-
niki numeryczne maj¹ na celu zbadanie wydajnoœci i oceny proponowanej metody.

Dynamikê badanego uk³adu (rys. 6) opisuje nastêpuj¹ce równanie cz¹stkowe
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Rys. 5. Rozwi¹zanie otrzymane przy ró¿nej liczbie wyrazów szeregu potêgowego,

porównane z wynikiem uzyskanym metod¹ elementów skoñczonych

Fig. 5. Solutions computed for different number of terms in power series. FEM comparation



W obliczeniach drgañ belki (dwuteownik szerokostopowy 301 ! 320 ! 8) przyjêto na-
stêpuj¹ce dane: l = 20 m, � = 74,2 kg/m, EJ = 3,4 107" Nm2. T³umiki sterowalne w ko-
lejnych przyk³adach umieszczone s¹ w pozycjach a l

1
� 0,25 , a l

2
� 0,75 oraz a l

1
� 0,2 ,

a l
2

� 0,8 . Si³a o wartoœci P = 104 N poruszaæ siê bêdzie ze sta³¹ prêdkoœci¹ o warto-
œciach kolejno v 0,1� c; v 0,4� c; v 0,9� c; gdzie przez c oznaczona zosta³a tzw. prêd-

koœæ krytyczna, obliczana wed³ug wzoru c
l

EJ�
	

�/ .

Idea proponowanego sterowania zaprezentowana zosta³a na rysunku 2. Funkcje ste-
ruj¹ce b t

1
( ), b t

2
( ) s¹ kawa³kami sta³e i dzia³aj¹ na domkniêty zbiór B = [0, b max ]. Ba-

dania numeryczne wykaza³y najlepsz¹ skutecznoœæ sterowañ typu bang-bang. Z tego
wzglêdu zadanie poszukiwania optymalnych rozwi¹zañ zosta³o ograniczone w³aœnie
do sterowañ bang-bang z mo¿liwoœci¹ jednego prze³¹czenia ka¿dego z t³umików w
ten sposób, ¿e t³umik umieszczony po lewej stronie zostaje wy³¹czony ze stanu b max

po pewnym czasie #
1
, natomiast t³umik z prawej strony zostaje za³¹czony na stan b max

z opóŸnieñiem #
2
. Formalnie mo¿na to zapisaæ nastêpuj¹co:

b t b U t b U t b t b U
1 1 1 1 2 1
( ) ( ) ( ) ( ) (max max max� � � �# , t � #

2
) , (16)

gdzieU t
1
( ) jest funkcj¹ skokow¹.

Poni¿ej zdefiniowane zostan¹ wskaŸniki jakoœci sterowania:

� 
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Rys.6. Belka Bernoulliego-Eulera, podparta dwoma aktywnymi t³umikami lepkimi

Fig. 6. Euler-Bernoulli beam system supported with two viscous active dampers

1. WSKA�NIK1

2. WSKA�NIK2

3. WSKA�NIK3



WskaŸniki zosta³y dobrane tak aby odpowiada³y za obci¹¿enie dynamiczne konstruk-
cji oraz za komfort przejazdu. Celem bêdzie znalezienie takich par prze³¹czeñ
( )# #

1 2
, , przy których wskaŸniki te bêd¹ osi¹gaæ wartoœci minimalne:

( , ) arg min
, [ , / ]

# #
# #

1 2
01 2

�
� l v

WSKA�NIK ( ( ), ( ), ( ))w t b t b t
1 2

. (18)

We wszystkich przeliczonych przypadkach za³o¿ono wartoœæ b max � "5 105 Ns/m. Ta-
blice 1 i 2 zawieraj¹ numeryczne wyniki rozwi¹zañ sformu³owanego wy¿ej zadania
optymalizacji. Wartoœci wskaŸników optymalnych zosta³y zestawione z wartoœciami
obliczonymi w przypadku t³umienia pasywnego, w którym obydwa t³umiki s¹ perma-
nentnie ustawione na poziomie maksimum: b b

1
� max , b b

2
� max .

Tablica 1. Wartoœci wskaŸników jakoœci sterowania w przypadku a l
1

� 0,25 , a l
2

� 0,75
Table 1. Payoff values in case of a l

1
� 0,25 , a l

2
� 0,75

Prêdkoœæ
przejazdu

WSKA�NIK1

(t³. aktywne/pasywne)
WSKA�NIK2

(t³. aktywne/pasywne)
WSKA�NIK3

(t³. aktywne/pasywne)

0,1 c 0,014579/0,015712 0,011214/0,011306 0,000612/0,000612

0,4 c 0,001118/0,001290 0,018115/0,018298 0,000168/0,000168

0,9 c 0,000268/0,000391 0,019774/0,019992 0,000110/0.000112

Tablica 2. Wartoœci wskaŸników jakoœci sterowania w przypadku a l
1

� 0,2 , a l
2

� 0,8
Table 2. Payoff values in case of a l

1
� 0,2 , a l

2
� 0,8

Prêdkoœæ
przejazdu

WSKA�NIK1

(t³. aktywne/pasywne)
WSKA�NIK2

(t³. aktywne/pasywne)
WSKA�NIK3

(t³. aktywne/pasywne)

0,1 c 0,019126/0,019248 0,013700/0,013727 0,000442/0,000442

0,4 c 0,001723/0,001826 0,023436/0,023367 0,000157/0,000159

0,9 c 0,000408/0,000537 0,053741/0,056092 0,000128/0,000135

6. WNIOSKI

Zestawienie wyników dowodzi s³usznoœci proponowanej metody. Wy¿sze prêdkoœci
przejazdu (0,4c; 0,9c), uwydatniaj¹c zjawiska falowe, daj¹ wiêksz¹ szansê na lepsz¹
poprawê wyniku pod wp³ywem sterowañ. W ka¿dym z przeliczonych przypadków
uzyskano efektywne wyg³adzenie trajektorii przemieszczeñ (rys. 7 - 10), co liczbowo
wyra¿a siê przez obni¿enie wskaŸnika jakoœci nawet o 30 %. Trajektorie prêdkoœci
(rys. 11) i przyspieszeñ (rys. 12), ze wzglêdu na obecnoœæ wy¿szych harmonicznych,
wymagaj¹ sterowania o wiêkszej liczbie prze³¹czeñ. Liczne symulacje z za³o¿eniem
ró¿nych przypadków rozk³adu przestrzennego t³umików wy³oni³y rozwi¹zania syme-
tryczne jako te najskuteczniejsze.
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Rys. 7. Sterowania optymalne i odpowiadaj¹ca im trajektoria przemieszczeñ przy prêdkoœci

przejazdu 0,9 c i po³o¿eniu t³umików w punktach a l
1

� 0,25 ; a l
2

� 0,75

Fig. 7. Extremal deflection trajectory and controls, load travels with speed v 0.9� c,

damper fix points are a l
1

� 0.25 , a l
2

� 0.75

Rys. 8. Sterowania optymalne i odpowiadaj¹ca im trajektoria przemieszczeñ przy prêdkoœci

przejazdu 0,4 c i po³o¿eniu t³umików w punktach a l
1

� 0,25 ; a l
2

� 0,75

Fig. 8. Extremal deflection trajectory and controls, load travels with speed v 0.4� c,

damper fix points are a l
1

� 0.25 , a l
2

� 0.75
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Rys. 9. Sterowania optymalne i odpowiadaj¹ca im trajektoria przemieszczeñ przy prêdkoœci

przejazdu 0,1c i po³o¿eniu t³umików w punktach a l
1

� 0,25 ; a l
2

� 0,75

Fig. 9. Extremal deflection trajectory and controls, load travels with speed v 0.1� c,

damper fix points are a l
1

� 0.25 , a l
2

� 0.75

Rys. 10. Sterowania optymalne i odpowiadaj¹ca im trajektoria przemieszczeñ przy prêdkoœci

przejazdu 0,9 c i po³o¿eniu t³umików w punktach a l
1

� 0,2 ; a l
2

� 0,8

Fig. 10. Extremal deflection trajectory and controls, load travels with speed v 0.9� c,

damper fix points are a l
1

� 0.2 , a l
2

� 0.8
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Rys. 11. Sterowania optymalne i odpowiadaj¹ca im trajektoria prêdkoœci, przy prêdkoœci

przejazdu 09, c i po³o¿eniu t³umików w punktach a l
1

� 0,25 ; a l
2

� 0,75

Fig. 11. Extremal velocity trajectory and controls, load travels with speed v 0.9� c,

damper fix points are a l
1

� 0.25 , a l
2

� 0.75

Rys. 12. Sterowania optymalne i odpowiadaj¹ca im trajektoria przyspieszeñ, przy prêdkoœci

przejazdu 01, c i po³o¿eniu t³umików w punktach a l
1

� 0,25 ; a l
2

� 0,75

Fig. 12. Extremal acceleration trajectory and controls, load travels with speed v 0.1� c,

damper fix points are a l
1

� 0.25 , a l
2

� 0.75



Zamieszczone przyk³ady obliczeniowe wykazuj¹, ¿e proponowana koncepcja jest
atrakcyjnym rozwi¹zaniem dla in¿ynierów. Pozwala nie tylko na nowe projekty kon-
strukcji noœnych, ale przede wszystkim daje mo¿liwoœci efektywnej modernizacji
mostów, wiaduktów, sieci trakcyjnych, których dotychczasowe konstrukcje podda-
wane s¹ coraz wiêkszym obi¹¿eniom dynamicznym i w rezultacie prowadz¹ do czê-
stych uszkodzeñ eksploatacyjnych. Stosowane dotychczas uk³ady t³umienia
pasywnego wykazuj¹ ni¿sz¹ skutecznoœæ. Mo¿liwoœci ich stosowania praktycznie s¹
wyczerpane. Koncepcja sterowania pó³aktywnego z zastosowaniem elementów
t³umi¹cych stwarza mo¿liwoœci jeszcze bardziej skutecznych zastosowañ.
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ACTIVE DAMPING OF VIBRATIONS OF ONE DIMENSIONAL
CONTINUUM UNDER A MOVING LOAD

Abstract

In this paper, a semi-active control of vibrations of ID elastic continuum under a traveling load is

presented. Bridge spans induced by vehicles traveling over it with high speed can be reinforced

by supplementary supports with magneto or electroreological dampers controlled externally.

Structures with such an external control of parameters can resist to the load in a more efficient

way. Controlled system widely outperforms passive cases when decreasing amplitudes of

transverse vibrations. The goal of the paper is to design a control method - effective and simple

in practical realization. In the model the number of dampers and their fixed points are taken as

arbitrary. Control functions are assumed to be piecewise constant. Response of the system is

solved in modal space. Full analytical solution is based on the power series method and is given

in an arbitrary time interval. The performance of assumed strategy is verified for different cost

integrands. Several examples are solved by using the proposed method.
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