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TRAS KOMUNIKACYJNYCH

STRESZCZENIE. Krzywe przejsciowe sg waznym elementem geometrycznym przy
ksztattowaniu geometrii tras drogowych. Najbardziej rozpowszechniong krzywg jest klotoida.
Inne krzywe miaty dotychczas mniejsze znaczenie, m.in. z powodow zwigzanych z obliczaniem
danych do wyznaczania w terenie. Jednak obecnie nie jest to juz mankamentem, gdyz
wspomagane komputerowo projektowanie umozliwia stosowanie rowniez bardziej
skomplikowanych rozwigzan geometrycznych. Niniejsza praca zawiera przeglad nowszych
rozwigzan krzywych przejsciowych. Chodzi tu o rozwigzania okreslane w literaturze mianem
tzw. ogodlnych krzywych przejsciowych, ktére opisujg cate przejscie krzywoliniowe miedzy
dwoma kierunkami prostoliniowymi za pomocg jednego réwnania. Tym samym, mogg one
stanowic alternatywe dla tradycyjnych form geometrycznych.

1. WSTEP

Geometryczne ksztaltowanie przebiegu tras komunikacyjnych jest bardzo waznym
problemem inzynierskim, ktérego poprawne rozwiazanie ma duzy wplyw na bezpie-
czenstwo ruchu pojazdéw i komfort jazdy. Proces ten obejmuje projektowanie osi tra-
sy drogowej w planie sytuacyjnym i w profilu podtuznym. Geometrycznymi
elementami opisujacymi poziomy przebieg osi sa proste, tuki kotowe i krzywe przejs-
ciowe. Krzywe przej$ciowe zasadniczo sa stosowane w celu uzyskania stopniowego
przyrostu sity dosrodkowej przy przejsciu z prostej w tuk o okreslonym promieniu
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krzywizny. Zdaniem autora, dzigki utatwieniu obliczen w wyniku rozpowszechnienia
techniki komputerowej, niektore rozwigzania krzywych przejsciowych moga by¢ jed-
nak brane pod uwagg rowniez jako elementy geometryczne, ktore utatwiaja dostoso-
wanie przebiegu trasy do ograniczen terenowych lub zadanych punktow
kierunkowych. Jako punkty kierunkowe nalezy przy tym rozumie¢ punkty, przez kto-
re lub w ktorych sasiedztwie trasa powinna przechodzi¢. Chodzi przy tym zar6wno o
zastosowania w uktadach geometrycznych typu prosta — 1.krzywa przejsciowa — luk
kotowy — 2.krzywa przejsciowa — prosta, jak i w uktadach typu prosta — 1.krzywa
przejsciowa — 2.krzywa przejsciowa — prosta, ktore w ujeciu tradycyjnym nie sa zale-
cane w projektowaniu drég kotowych. W ujeciu proponowanym przez autora cho-
dzitoby jednak o zastosowanie ww. uktadéw geometrycznych przy duzych
promieniach krzywizn, kierujac si¢ nie wzgledami np. dynamiki ruchu, lecz mozliwo-
sciami lepszego dopasowania przebiegu trasy do ograniczen terenowych. Takie mo-
zliwosci moze da¢ stosowanie gldwnie nowoczesnych rozwiazan krzywych, ktore w
ostatnich latach byly prezentowane m.in. w pracach [1] i [2] i ktore okresla si¢ w lite-
raturze mianem tzw. ogolnych krzywych przejsciowych [3]. Niniejsza praca stanowi
ogolny przeglad tych krzywych, mozliwych do stosowania przy trasowaniu drog. Po-
mini¢to w niej rézne, wchodzace w gre aspekty praktyczne, czy tez analizy porow-
nawcze réznic geometrycznych poszczegdlnych rozwiazan. Z uwagi na szeroki
zakres zwiazanych z tym zagadnien, trudne jest ich ujgcie w ramach zaledwie jednego
artykutu. Dlatego, odpowiednie rozwazania beda przedmiotem odrgbnych publikacji.

2. KRZYWE PRZEJSCIOWE W UJECIU KLASYCZNYM

Tradycyjnie rozumiane krzywe przejsciowe sa stosowane w celu uzyskania stopnio-
wych przyrostow sity dosrodkowej przy jezdzie po tuku. Przy bezposrednim przejsciu
z prostej w tuk kotowy lub odwrotnie nastgpuje nagta zmiana promienia krzywizny
toru, gdyz na prostej

K=0, (1)
a na tuku kotowym
gl @)
R

Przy duzych predkosciach ruchu niekorzystnie wptywa to na komfort i bezpie-
czenstwo. Krzywe przejsciowe pozwalaja na stopniowy wzrost krzywizny od warto$ci
zerowej na prostej do okreslonej wartosci K =1/R na tuku kotowym.

Najbardziej popularna krzywa przejsciowa w projektowaniu tras komunikacyjnych
jest dotychczas klotoida. Typowa forma matematyczna, ktorej w literaturze uzywa sig
do opisu rozktadu krzywizny w obregbie klotoidy, jest tzw. rOwnanie naturalne:

a’=rl, 3)
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gdzie / jest parametrem naturalnym (dtugoscia), a » — promieniem krzywizny w do-
wolnym punkcie klotoidy. Mozna rowniez stosowac nieco inng forme zapisu, a mia-
nowicie [4 - 5]:

11 ()
K(l)y=——,
(D) Iy
przy czym /<L, R — promien krzywizny w koncowym punkcie klotoidy, odlegtym o

od punktu poczatkowego. Zgodnie z (3) i (4), klotoidg charakteryzuje liniowy przy-
rost krzywizny na catej jej dtugosci.

Niekiedy spotyka si¢ opinie, ze rozktad krzywizny na tuku klotoidy nie zawsze jest
wlasciwy w $wietle warunkéw dynamiki ruchu. Dotyczy to bardzo duzych predkosci
ruchu pojazdéw. W tym przypadku proponuje si¢ stosowanie krzywych przejscio-
wych, ktore zapewniaja wlasciwy rozklad przyrostow przyspieszenia dosrodkowego,
okreslonych wzorem [1], [4]:

z=3va K +v° ‘Zj ©)

lub przy zatozeniu stalej predkosci v — ruchu wzorem

Y. (6)

dl

przy czym we wzorze (5) z oznacza sktadowa przyspieszenia styczna do toru ruchu.
Przebieg zmian przys$pieszenia dosrodkowego powinien by¢ pltynny na catej dtugosci
krzywej przej$ciowej, co oznacza, ze w punktach skrajnych powinno by¢ dodatkowo:

dﬁ(()):() ’ (7
dl
dﬁ( L)=0 . (®)
dl

Warunki (1), (2), (7) i (8) spetnia m.in. krzywa Blossa, opisana rownaniem [6]:

K(l)=1|:3 (’j 5 (’) ] , ©)
R L L

jak tez sinusoidalna krzywa przejsciowa o rownaniu [7]:

K(l):l[l—lsir(anH : (10)
R|L 2n L

Niektorzy autorzy ([1], [8]) sugeruja, zeby przy bardzo duzych predkosciach ruchu i
duzych masach pojazdow (szczegdlnie szynowych) stosowac krzywe przejSciowe,
ktore w punkcie poczatkowym i koncowym spetniaja warunki:
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d’K (11)
0)=0 ,

e (0)

d’K (12)
L)=0 .

e (L)

Do krzywych, ktore spetniaja wczesniej podane warunki oraz warunki (11) 1 (12), na-
lezy krzywa o rownaniu ([1], [8]):

K(l):l{lo[q _15(’) +6(l] } (13)
R L L L
oraz krzywa Auberlena [9]:
RIEINGTA ”
K= 5 2CO{RLJ |

Wykresy krzywizny wszystkich wymienionych krzywych przedstawia rysunek 1, na
ktéorym poszczegolne oznaczenia liczbowe odpowiadaja numerom wzoréw opi-
sujacych te krzywe. Jak wida¢, wraz z uwzglednieniem dodatkowych warunkow
brzegowych, nastgpuje coraz tagodniejsze wprowadzenie w krzywizng w sasiedztwie
punktu poczatkowego, jak tez coraz tagodniejsze wyjscie z niej w sasiedztwie punktu
koncowego.

KR

09
08
07
06
05
04
(10)

03 ) ©

02 T a4

13
0,1

Rys.1. Wykresy krzywizny ,klasycznych” krzywych przejsciowych
Fig.1. Curvature pictures for ,classical” transition curves
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3. NOWOCZESNE ROZWIAZANIA KRZYWYCH
PRZEJSCIOWYCH

Wymienione wczesniej krzywe moga by¢ stosowane w trasowaniu w uktadzie prosta —
1.krzywa przejsciowa — tuk kolowy — 2.krzywa przejsciowa — prosta lub prosta —
1.krzywa przej$ciowa — 2 krzywa przejSciowa — prosta, ktérego stosowanie — w trady-
cyjnym ujeciu — nie jest zalecane w praktyce trasowania drég kotowych. Cate przejscie
krzywoliniowe stanowia tu wige trzy lub dwa elementy (odpowiednio 1. krzywa przejs-
ciowa — tuk kotowy — 2.krzywa przejsciowa albo 1.krzywa przejsciowa — 2.krzywa
przejsciowa). Mozliwe jest zastapienie tych elementdéw tylko jednym elementem, ktory
opisuje cate przejscie krzywoliniowe miedzy dwoma kierunkami prostoliniowymi za
pomoca jednego réwnania i zapewnia przy tym ciagly wzrost krzywizny od zera w
punkcie poczatkowym do pewnej wartosci maksymalnej, a nastgpnie ponowny spadek
do zera w punkcie koncowym. Chodzi tu o tzw. og6lna krzywa przejsciowa ([ 1], [3]).

Jak wida¢, rozktad krzywizny w obrgbie ogdlnej krzywej przejsciowej rozni sig¢ od
tego, z jakim mamy do czynienia w przypadku klasycznie rozumianych krzywych
przej$ciowych, stuzacych do ksztattowania przejscia migdzy prosta i tukiem
kotowym lub miedzy dwoma tukami kolowymi o ré6znych promieniach lub réznych
zwrotach. Ze wzgledu na problematyczne kwestie dotyczace ksztaltowania ramp lub
zapewnienia odwodnienia, nalezy wyraznie zaznaczy¢, ze w proponowanym podej$-
ciu ogdlne krzywe przejsciowe moglyby stanowi¢ alternatywe dla tradycyjnych
uktadow geometrycznych przy relatywnie duzych promieniach krzywizn.

Znane sa rozne rozwiazania ogdlnych krzywych przejsciowych. Ogoélna krzywa przejs-
ciowa, ktora spetnia warunki (1), (2) oraz warunki

K(l,)=l/R , (15)
dﬁ(z )=0 (16)
d "
jest opisana rownaniem ([ 1], [10]):
2 3 (17)
K(1)=l A i+B ! +C !’ ,
R| L L L
gdzie:
A= 22q % 2 B= 21+3q 2 C= 21 2 27
g (1=q) q (1-¢) q (1-9)

przy czymg=I[ /L , ;S q Si, za$ | okresla w obrebie krzywej potozenie punktu, w

ktoérym wystepuje maksimum krzywizny.
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Ogodlna krzywa przejsciowa, ktora oprocz warunkow (1), (2), (15) i (16) spenia tez
warunki (7)1 (8), ma postac [1]:

K(1)=;{A[ij +B(i) +C(2J +D(i] } , (18)

A_3q—8q2 +5¢° B_—2+12q2 -10g°
q*(1-9)" q*(1-¢)"

gdzie:

L 3 _ _ 2
C=4 39q+5q4 . D= 2-3I-6q 4?
q (1-9) q (1-9)
przy czym q=I[, /L, is q Sz . Wykresy krzywizny krzywych (17) 1 (18) dla r6znych
wartos$ci parametru g przedstawiaja rysunki 2 i 3. Stanowig one ilustracj¢ duzych mo-

zliwosci ksztaltowania krzywizny krzywych (17) 1 (18), a tym samym — dopasowania
geometrii przej$cia krzywoliniowego do ograniczen terenowych.

KR
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Rys.2. Wykresy krzywizny ogolnych krzywych przejsciowych (17) dla roznych wartosci q
Fig.2. Curvature pictures of the general transition curves (17) for different values q
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Rys.3. Wykresy krzywizny ogdlnych krzywych przejsciowych (18) dla roznych wartosci q
Fig.3. Curvature pictures of the general transition curves (18) for different values q

Ogodlna krzywa przej$ciowa wyznaczona przez innych autorow [4], przy tych samych
zatozeniach co krzywa (18), jest opisana rownaniem:

K(nzl{Amlgm %lﬂ | a9
R L L L
przy czym:

[, =0,55825757-L; A=15,53821559; B=-23,3073233; D=7,76910779
(krzywa (19) jest szczegdlnym przypadkiem rozwiazania (17) przy ¢=0,55825757).

Wisrod ogolnych krzywych przejsciowych znane sa tez takie rozwiazania [12], ktore
spetniaja pelny zestaw warunkow brzegowych, tj. (1), (2), (7), (8), (11), (12), (15) 1
(16).

Sporym mankamentem przy stosowaniu wszystkich, wyzej wymienionych krzy-
wych, ktore sa okreslone funkcja krzywizny, jest utrudnione rachunkowo wyznacza-
nie wspohrzednych prostokatnych. Wspotrzedne, niezbedne do wyznaczenia tuku w
terenie, oblicza si¢ bowiem ze wzorow:

1
2
x:jcosu(i)dz : (20
0
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yzjsinu(l)dl : @h

po wezesniejszym rozwinigciu wyrazen opisujacych cosu(/) 1 sinu(/) w szereg, przy
czym katy zwrotu u(/) wyraza sig jako ([1], [13]):

u(l)zjK(l)dl . (22)

Nalezy zauwazyc¢, ze calki (20) i (21) prowadza z reguly do bardzo rozbudowanych
formut matematycznych, co ilustruja odpowiednie wzory dla krzywej (9) ([6]) 1 0g6l-
nej krzywej przejsciowej (16) ([10]). Dlatego, do wyznaczania wartosci catek ko-
rzystnie jest stosowaé rézne metody catkowania numerycznego (np. [14]).

Pod wzgledem tatwosci wyznaczania wspotrzednych wygodniejsze sa krzywe przejs-
ciowe dane w postaci funkcji jawnej. Beda one przedmiotem rozwazan w dalszej czg-
sci tego artykutu.

4. OGOLNE KRZYWE PRZEJSCIOWE W POSTACI FUNKCJI
JAWNEJ

Warunki brzegowe ogolnych krzywych przejsciowych w postaci funkcji jawnej
y=f(x) formutuje si¢ nieco inaczej niz dla krzywych opisanych funkcja krzywizny
K =K(I). Wynika to z faktu, ze formuta matematyczna tych krzywych opiera si¢ na
ogolnej postaci wielomianu

y=f(=dax" 23)
i=0
a ich krzywizng wyraza znana zaleznos¢
e T @4
(1+y/2 )3/2

W punkcie poczatkowym i punkcie koncowym ogdlnej krzywej przejsciowej krzywi-
zna powinna by¢ réwna zero, zatem z (24) wynikaja warunki

»(0)=0 , (25)
y'(x,)=0, (26)
gdzie:
x, — odcigta punktu konicowego.
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Z literatury znane sa rozwiazania ogoélnych krzywych przejsciowych ([1]), ktérych
polozenie w uktadzie wspotrzednych prostokatnych przedstawia rysunek 4. Odpo-
wiednio do rysunku 4, warunki brzegowe tych krzywych obejmuja dodatkowo

y(0)=0, (27)
y(x,)=0, (28)
Yy (0)=tgu, , (29)
Vi(x, )=tgu, . (30)

Rozwiazanie ogolnych krzywych przej$ciowych opisanych za pomoca funkcji (23)
przy n=>5, ktore spetnia warunki (25) — (30), ma postac¢

y=x (M tgu,+Mtgu, ), 31
gdzie:
M =t-61" +8t* 31>, M ,=—4r +7t* =3¢
oraz t=x/x,.Podstawowy warunek projektowy tych krzywych ma posta¢

Uy 62)

2 wgu, 3

Up s

 J

Rys.4. Ogolne krzywe przejsciowe w uktadzie wspotrzednych prostokatnych
Fig.4. General transition curves in the cartesian coordinate system
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Zgodnie z [1], przy spetnieniu tego warunku krzywizna krzywych (31) ro$nie od zera
w punkcie P do pewnej warto$ci maksymalnej w punkcie E, po czym ponownie male-
je do zera w punkcie K. Maksimum krzywizny moze przy tym zmienia¢ swoje potoze-

nie na krzywej w zakresie odcigtych x € <;x P ;gx >

Druga znana rodzina og6lnych krzywych przejsciowych w postaci funkcji y=f(x)
rowniez speinia warunki brzegowe (25) — (30). Ponadto spetnione sa warunki odpo-
wiadajace tym, ktére sa wyrazone rownaniami (7) i (8). W przypadku krzywych w po-

staci y=f(x) przyjmuja one jednak nieco inna posta¢. Wartosci a{l< mozna bowiem
wyrazi¢ jako

dK dK dx (33)

dl dv dl

Poniewaz ‘Zz zatem z (33) wynika, ze warunki (7) i (8) przyjma dla krzy-

1
NIES ’

wych y=f(x) postac

dﬁ(o)zo ’ (34)
dx
dK
=0, G3)
dx
Poniewaz ze wzoru (24) otrzymujemy
dK _y"(1+y"*)-3yy" (36)
dx (1+y"*)*?

zatem po uwzglednieniu (25) i (26) wynika, ze warunki (34) 1 (35) beda spetnione, je-
sli

y"(0)=0 , (37)
y7(x,)=0 . (38)

Rozwiazanie ogolnych krzywych przejSciowych wyznaczone przy warunkach (25) — (30)
oraz (37) — (38) ma postac [1]:

y=x,(G tgu,+G,tgu ) , (39)
gdzie:
G, =t-20t" +45¢° =36¢° +10¢7 ,  G,=-15¢"+39¢" -341° +10¢’
oraz t=x/x . Podstawowy warunek projektowy krzywych (39) ma postac
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o

<lgup

3 igu,

- (40)

AW

Zgodnie z [1], przy spetnieniu tego warunku punkt o maksymalnej krzywiznie moze

. : . . . . 2 3
zmienia¢ swoje potozenie na krzywej w zakresie odcigtych x, e<=x, ;=x, >.

Inne rozwiazania ogdlnych krzywych przejsciowych zostaly przedstawione réwniez
w pracy [2]. Sa to modyfikacje krzywych (31) 1 (39), polegajace na ulokowaniu konca
krzywej nie na osi odcigtych, lecz dowolnie wzglgdem niej (rys. 5). Pierwsza z nich
ma postac

y=x (M tgo+M itgu,+M  itgu, ) , 41)

przy czymo jest katem nachylenia cigciwy gtdéwnej, taczacej poczatek i koniec krzy-
wej, oraz:

M =106 -15¢* +61°

M, =t-6t>+8t" 31",

M =—4¢ +7¢* =3¢ .

, ==

Y

P({0,0) X

Rys.5. Modyfikacje ogolnych krzywych przejsciowych w uktadzie wspotrzednych
prostokatnych
Fig.5. Modifications of the general transition curves in the cartesian coordinate system
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Warunkiem projektowym krzywych (41) jest spelnienie zaleznosci [15]:

igo=M, teu,+M, igu, 42)

1/0

23 23
M  e(==), M, e(==).
1/0 <5 5> 2/0 <5 5>

Druga modyfikacja ogolnych krzywych przejsciowych ma postac:

przy czym:

y=x,(G tgo+G tgu,+G,igu, ) , (43)
gdzie:

G, =35t"—841° +701° —20¢"
G, =1-201* +451° =36:° +10¢"

G, =—15¢*+391° =34¢° +10¢7 .
Warunek projektowy krzywych (43), pozwalajacy na uzyskanie wtasciwego rozkladu
krzywizny, ma natomiast postac [15]:

tgo.=G

igu, +G,, tgu (44)

1/0 K

przy czym:

5. UWAGI KONCOWE

W swietle powyzszego przegladu rdéznych rozwiazan krzywych przejsciowych mo-
zna stwierdzi¢, ze w praktyce istnieja obecnie duze mozliwosci geometrycznego
ksztattowania krzywoliniowych odcinkéw tras drogowych. W dobie powszechnej
komputeryzacji nie ma zadnych przeszkod, aby w konkretnych sytuacjach stosowaé
najbardziej odpowiednie elementy geometryczne. Wérod znanych rozwiazan krzy-
wych przejsciowych sa do dyspozycji takie, ktore sa bardziej niz klotoida korzystne w
swietle warunkéw dynamiki ruchu. Moze to mie¢ znaczenie w przypadku tras dosto-
sowanych do duzych predkosci ruchu, jesli ograniczenia terenowe nie pozwalatyby
na zastosowanie odpowiednio duzych promieni krzywizny. Warto doda¢, ze w parze z
tym —w przypadku ogoélnych krzywych przejsciowych —idzie swoboda ksztattowania
krzywizny, co jest istotne w aspekcie mozliwosci dostosowania przebiegu trasy do za-
danych punktow kierunkowych. Ponadto, w kontekscie komputerowego projektowa-
nia tras, wazna jest mozliwo$¢ opisu calego przejscia krzywoliniowego migdzy
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dwoma kierunkami prostoliniowymi za pomoca jednego rdwnania, jak to ma miejsc
w przypadku ogolnych krzywych przejsciowych. Dodatkowe zalety tych krzywych
mozna wigza¢ z rozwiazaniami w postaci funkcji jawnej, ktore sa bardziej ,,przyjaz-
ne”, jesli chodzi o wyznaczanie danych do tycznia w terenie.
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Abstract

The transition curves are important geometrical elements for the design process of roads. The
most frequently used curves are spiral curves. So far other curves have been of smaller
importance, because of larger expenditure associated with computation of rigging data. Now it is
however no more a disadvantage, because the computer-aided design makes it possible to use
also complicated geometrical solutions. This work contains an overview of the new solutions of
transition curves. It concerns so-called general transition curves, which describe the whole
curvilinear transition between the two straight-line sections by means of only one equation. Thus
they can form an alternative for traditional geometrical forms, which are to be understood as
1% transition curve — circular arc —2"™ transition curve or 1% transition curve — 2™ transition curve.
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