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STAN ODKSZTALCENIA | NAPREZENIA
W SKLEINIE

STRESZCZENIE. Praca przedstawia analize $cinania i rozwarstwienia potaczenia klejowego w
oparciu o teorie sprezystosci. Wykorzystujgc rownania rézniczkowe opisujgce naprezenia i
odksztatcenia w warstwie kleju przedstawiono ogdlne réwnanie ciggtosci potgczenia.
Przeanalizowano przypadek belki obcigzonej sitg skupiong oraz belki obcigzonej rbwnomiernie.
W rezultacie przedstawionych rozwazan okreslono ogdlng posta¢ wystepujacych w skleinie
naprezen $cinajacych-rozwarstwiajgcych i normalnych-odrywajgcych. Uwzgledniajac warunki
brzegowe podano tez wzory opisujgce naprezenia 0 maksymalnych wartosciach.

1. WSTEP

Metoda wzmacniania konstrukcji betonowych za pomoca doklejanych ptaskownikow
stalowych zostata wprowadzana najpierw w Polsce w latach sze$¢dziesiatych, potem
w innych krajach europejskich w potowie lat siedemdziesiatych ubiegtego wieku.
Jednakze, rozwazania teoretyczne pracy polaczen klejowych, poza [1] nie cieszyly si¢
wigkszym zainteresowaniem. Wigcej wysitkow koncentrowano w obszarze do§wiad-
czalnym. Nastgpnie w latach osiemdziesiatych zaczgto stosowa¢ do wzmacniania ma-
teriaty kompozytowe. Wowczas zaczglo pojawia¢ si¢ wigcej opracowan [2 - 5],
odnoszacych si¢ do stanu odksztatcen i naprezen wzmacnianych przez doklejenie ze-
wnetrznych elementow konstrukcji. Wykorzystywaty one przede wszystkim liniowa
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teori¢ sprezystosci, czasami z wprowadzeniem warunkéw nieliniowych lub z zastoso-
waniem mechaniki pekania [5].

2. OGOLNE ROWNANIE CIAGLOSCI POLACZENIA

W celu opisania ciaglosci potaczenia wyprowadza si¢ rownanie rézniczkowe, opi-
sujace naprezenia $cinajace-rozwarstwiajace w potaczeniu klejowym (w skleinie)
migdzy elementem doklejonym (kompozytowym lub stalowym) a belka betonowa.
Analiza jest przeprowadzona w oparciu o klasyczna mechanike budowli. Zaktada sig
wazno$¢ prawa Hooke’a w odniesieniu do materiatow taczonych i skleiny oraz zacho-
wanie zasady ptaskich przekrojow w odniesieniu do kazdego elementu z osobna. Mo-
del obliczeniowy oraz schematyczny opis rozkladu sit w analizowanym odcinku
pokazano na rysunkach 11 2.

q(x)
(I Tr 7] 2

Y X h
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v i: [ :‘l ‘ bk
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I ™
Rys.1. Belka wzmocniona przyklejonym elementem
Fig.1. Beam strengthened with a plate glued
Z warunkow rownowagi wynika:
Zx =0:
N _(x)=N_(x)—dN (x)+1(x)b,dx =0 , (1)
dN
B oo,
X
N, (x)=N, (x)+dN, (x)-1t(x)b, dx =0 , (2)
dN , (x)
—~=1(x)b, ,
e (x)b,
2 w=0
V.(x)=V (x)=dV (x)-0_(x)b, dx —q(x)dx =0, 3)
dv (x)

0 —6.(¥)b, —q(x) ,
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V.(x)=V (x)=dV (x)+0 _(x)b,dx =0, 4)
dv, (x) _

+0_(x)b, .
dx (¥,

q(x)

M. M+dM. -

N, 0, Ne+dN,

Ve Vc+d V.

o,(x) o,(x)

ekl
T T

AR

Ni | (), Kompozyt k+dNy ‘I_t

(element przyklejony)

S

Vi L dx Vi+d Vi

Rys.2. Schemat rozktadu sit na odcinku dx
Fig.2. Differential section dx, of strengthened beam studied

Y M, =0:
M (x)+dM (x)—M (x)=V (x)dx —dV (x)dx —q(x)dxdzx +

—0_(x)dxb, d2"+«:(x)bk dxg=0 : )
Vix)=V (x)+V, (x) ,
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dv dv
dv(x) _dV (x) dV,(x) _ —4(x) | (6)
dx dx dx
uwzgledniajac (3) oraz odrzucajac mate wyzszego rzedu, otrzymujemy rownanie:
aM
) _p () —rp, I ™
dx 2

Podobnie postgpujac dla elementu przyklejonego z warunku Z M, =0, otrzymuje-
my roéwnanie:

M (x)+dM (x)-M (x)-V, (x)dx +’c(x)bkdx§=0 ,

dM , (x) ®)
dx

Po uwzglednieniu zgodnos$ci odksztatcen i warunkéw geometrycznych, otrzymujemy
réwnanie:

- - !
=V, (x) ’Lt(x)bk2 .

duc(x):Mc(x)_NC(x) 9)
dx EW. EMA,

e.(x)=

Wskaznik wytrzymato$ci i pole przekroju prostokatnej belki betonowej w stanie nie-
zarysowanym ma postac:

W, == , A, =b.h ,
6
wtedy rownanie (9) przeksztatci si¢ nastgpujaco:
du (x) _6M (x) N (x) (10)

€. (x)= S .
dx E b .h* E b h

A dla elementu doklejonego:

Sk(x):duk(x):_Mk(X)_l_Nk(x) (11)
dx EW, E A,
b t*
W/( =t 5 Ak =bkt ,
6
Ek(x)zduk(X):6Mk(x)+Nk(X) ’ (12)
dx Ekbktz Ekbkt
oraz
T(x)=cs;[uk(x)—uc(x)] . (13)
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Po dwukrotnym zrézniczkowaniu wzgledem x rownania (10) i (12) przyjmuja postaé:
du(x) 6 d'M(x) 1 d'N(x) (14)
dx*  E.bh? dx*  Ebh dx®
d3uk(x)=_ 6 dsz(x)_l_ 1 d*N, (x) (15)
dx? E b t* dx*  Ebt dx’
ale
dzNC(x)Zb dt(x) (16)
dx? Code
dsz(x):b dt(x) (17)
dx’ o
dzMC(x)dec(x)_b h di(x) (18)
dx? dx Ko odx
dsz(x)dek(x)_b t di(x) (19)
dx’ dx 2 dx

Po wykorzystaniu rownan (16 +19) w zwiazkach (14) i (15) otrzymujemy zaleznosci:

du(x)_ 6 dV.(x)_ 4b, di(x)
dx’ Ecbch2 dx E b h dx
du(x) 6 AV, (x) 4 di(x)
dx’ E b t* dx  E;t dx

Trzecia pochodna (13) wzgledem x ma postac:

)

ktoéra, uwzgledniajac rownania (20) i (21), mozna zapisac:

d31:(x):§
dx’?

d3uk(x)_d3uc(x)
dx’ dx?

N

d’t(x) 4G( 1 b dt(x 6G 1
(3 )=7 - k ( )+ k 5 C](X)— -
dx s\ E,t EDb.h| dx E s|E.b.h t
lub

dt(x) _ . du(x)

P . +qu(x)—CL_Gz(x) ,

(20)

(21)

(22)

Eb, )

_ Ol
Ebh® |~

(23)



10 Marek Lagoda

gdzie:

b E b
Ca :E L.F k , Cb =@ 1 , CC=6G i_ k "k )
s | E;t E,bh s Ebh’ Es|t* EDbh’

Nastepny krok polega na wyprowadzeniu rownania rézniczkowego dla naprezenia
odrywajacego element przyklejany. Mozna to uczyni¢ w podobny sposéb jak w przy-
padku $cinania, rozpatrujac deformacje w kierunku w zamiast deformacji w kierunku
u:

E, 24
0.(x) ===, (1) ~w ()] - (2)
oraz:
d*w, (x) M (x) 12M, (x) (25)
dx’ E I, E b, t
d’w,(x) _ M (x)_ 12M (x) (26)
dx? E1, E b h®
Dwukrotnie rozniczkujac rownania (25) i (26) wzgledem x, otrzymujemy:
d'w,(x)_ 12 d*M (x) @27
dx* E D, £ dx’
d“wc(x)__ 12 d’M (x) (28)
dx* Eb R d®
d'c (x) _E [d'w, (x) d'w(x) (29)
dx* s dx’ dx* ’
a biorac pod uwagge rownania (5), (6), (18), (19), (27), (28) 1 (29), mozna napisaé:
d4oz(x) _ 6L 1 b, dt(x) L
dx* s | E;t* Eb.h’ | dx
12E 1 b 12E
- s 3 + L 3 z(x)_%q(x) : (30)
s | E ¢t E_b.h SE b h
Roéwnanie (30) mozna zapisa¢ w formie:
d’ 31
;z(x)wdcz(x)—ce ) ¢ gx)=0, Gl
X
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gdzie:

c _12E [ 1 N b, c _6E [ 1 b c - 12E
* s |E Ebh ‘s |Et Ebh " SE b i

Po dwukrotnym rézniczkowaniu rownania (31) wzgledem x otrzymujemy:

o : 3 2 32
dcsz(x)_i_cddGz(x)_cedr(x)_i_cfdq(x)zo' (32)
dx® dx’? dx’ dx’
Roéwnania (23) 1 (31) mozna teraz zapisac:
3
d;(f) —c, "™ ¢ yx)-Co () .
X

dr(x)zird“cz(x) (33)

1
0 Ce{ o +CdGz(x)+qu(x)J .

Wstawiajac wartosci z (33) do (32) otrzymujemy:

d°c _(x) d'c (x) d*c (x)
~——C, —+C ——-(C,C,-C,C )5 (x)+6(x)=0, (34)
dx ° dx* T dx? ¢
gdzie:

om=C, T4V (¢, 4C,C ) (35)

X

3. PRZYPADEK BELKI OBCIAZONEJ SILA SKUPIONA

Nawet jesli znane sg parametry materialowe, a ksztatt analizowanej belki jest prosty,
powyzsze rownanie nie jest tatwe do rozwiazania. Jednak, w celu uproszczenia, mo-
zna problem sprowadzi¢ do prostych schematéw obciazenia. Najprostszym schema-
tem jest obciazenie belki jedna sita skupiona w $rodku jej rozpigtosci (rys. 3).

P
&..‘
ANI o AN
bk
_a | 2l .Ila;
= ~ ™ >l

Rys.3. Belka wzmocniona przyklejonym elementem i obcigzona sitg skupiong P
w $rodku rozpietosci
Fig.3. Beam strengthened with a plate glued loaded with a point P load at midsection
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Analizowany jest wycinek belki ,,dx” (rys. 4). Scinanie w skleinie jest wywotane
obciazeniem zewngtrznym. Dla uproszczenia przyjeto, ze zginanie w doklejonym ele-
mencie jest bez znaczenia z uwagi na sztywnos$¢ tego elementu. Wynika to z bardzo
duzej roznicy sztywnos$ci przekroju betonowego i elementu doklejanego. Warstwa
klejowa, nazwana skleina, przekazuje oddziatywanie z jednego elementu na drugi w
postaci sit stycznych oraz sit normalnych. W pierwszym kroku analizy pomija si¢ wy-
stgpowanie naprezen odrywajacych, wystepujacych w ptaszczyznie skleiny.

Mc V. MC+dMC —
N, Ne+dN, h
VetdV. b
—_— — m —_— —
;[(_’x) <+« — 4 4 — <« —L
skleina l s
—_— — —> — — _T_
7(x)
Nk e ‘T(ix)H Nk+de —x
< _ Kompozyt . _— 1
(element przyklejony) v

|
dx !

Rys.4. Przekréj dx analizowanej belki
Fig.4. Differential section dx of strengthened beam studied

Jesli odksztatcenie materiatu skleiny nie wykracza poza zakres stosowalnos$ci prawa
Hooke’a, to rownanie zalezno$ci naprgzen $cinajacych i odksztatcen, powracajac do
réownania (13) mozna zapisac:

1) = [, (1) =1, (0)] (36)

Odksztatcenia w betonie i elemencie przyklejonym moga by¢ opisane w postaci:

. (x):duc(x):6MC(x)_Nc(x) (37)
‘ dc  Ebh’ Ebh’
e, ()= 2 ) N0 38
dx E ht
Po zrozniczkowaniu rownan (36), (37) 1 (38) wzgledem x otrzymujemy:
d’1(x)_G d’u, (x) d’u,(x) (39)
dx’ s dx’® dx’ ,
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d*u (x) 6 dM_(x) 1 dN (x) (40)
dx*  Ebh* dx  Ebh dx
dzuk(x)z 1 dN,(x) 41)
dx’ E bt dx
gdzie:
dM (x) h P h (42)
— 2 =V(x)-t(x)b, —=——-1(x)b, — ,
0 (x)—t(x)b, 575 (x)b, 5
N _oyp, (43)
X
WD) b, “@4)
X

Po wstawieniu do réwnania (39) wielkos$ci (40) + (44) i po przeksztatceniu, otrzyma-
my:

2 4Gb
d’t(x) __ 3GP +9Lr(x)+ ()
dx’ sE b h* s Et SE_b.h
lub
2
d r(zx) _At(x)+ 3GP -0, (45)
dx SE b h
gdzie:
e G 1, 4 ) (46)
s|E.t Eb.h
Calka ogodlna roéwnania (45) ma postac:
. 3GP (47)
T(x)=C, cosh(Ax)+C sinh(Ax) + ———— .
: ? A'SsE_b_h?
Pierwsza pochodna po x wynosi:
410 _ ¢ Jusinh() +C A cosh(hx) . (48)

dx

State C, i C, sa statymi calkowania, wyznaczanymi na podstawie warunkow brzego-
wych:

T(x)=0 jezeli  x=1[,
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Nk X = Nc,x = 0
jezeli x =0 .
Ml‘ X = & J
R 2
Ponadto uwzgledniajac rownania (36) do (38):
dile) __ 3P el x=0 .
dx sEcbch2

Obliczone stale wynosza:

€= E3(ljph2 (itgh("” s 1h v J ’
sE b, cosh(Al) (49)
__1 3GpP
P NSE.bh*
Konsekwentnie, rOwnanie (47) mozna zapisa¢ w postaci:
3GP a 1 a . 1

T(x)=———|| —tgh(M) - ———— |cosh(Al) — =sinh(Al) + — | . 50
SE_b_h* {(k A* cosh(A) A A 0

W przypadku, gdy A/ jest wieksze od 10, rownanie (50) mozna zapisaé:

ale™ +1

T(x)= 3GP ( ) . (51

sEcbch2 A

Roéwnanie (51) powinno by¢ uzywane tylko dla przekrojow blisko konca elementu
doklejonego, gdyz blad spowodowany uproszczeniem jest znaczacy dla przekrojow
w poblizu $rodka belki. Maksymalne naprgzenia Scinajace wystgpuja w poblizu konca
elementu przyklejonego i moga by¢ obliczane dla x =0, wowczas mozna rownanie
(51) zapisa¢ w postaci:

_ 3GP  (ah+1) (52)
sE.b h* A

max

Nastepny krok, to wyprowadzenie naprezen odrywajacych w skleinie. Postuzono sig
tu warunkami geometrycznymi, okreslonymi na rysunku 2.

dM , (x) 1 (53)
2=V (x)-t(x)b, — .
. (X)) =T(x)b, 5
Biorac druga pochodna po x rownania (53) otrzymujemy:
M, () _dV,(x) _dix), o (54)
dx’ dx dc  F27
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a uwzgledniajac rdwnanie (6) mozna zapisac:

d’M 55
"(x)=cz(x)bk _dr(x)bk t (55)
dx’® dx 2
Skoro naprezenia odrywajace mozna okresli¢ jako:
E, 56
0. (1) == [w, ()= w (x)] . (56)
wigc rownanie (55) mozna przedstawi¢ w postaci:
d*M E b 57
() _EDb, [W ()= w, ()] - dr(x)b t (57)
a’x2 "2
Poniewaz:
d*w, d*M, (x) (58)
T El =———
dx dx
otrzymujemy:
d* _EDb, 59
“ep g = —E [w, (x)=w, (x)] + dr(x)b E (59)
et E s £27
lub:
d* 60
C%E T 4K (x)=Kw, (x)+ T p L (50)
dx* ! ¢ dx 2
gdzie:
K — E,sbk . (61)

N

Rownanie (60) jest rtownaniem dla belki na podtozu spre¢zystym, z dwoma rodzajami
dziatajacego obciazenia (rys. 5). Pierwsze obciazenie wynika z odksztatcenia belki,
za$ drugie od naprezen $cinajacych na koncu elementu przyklejonego (w strefie zako-
twienia).

Warto$¢ momentu zginajacego belke, obciazona jak na rysunku 6, wynosi:

d’ 62
MEI ——M (x) . (62)
dx
Zgodnie z rysunkiem 6 mozemy zapisac:
(63)

M (x) =123(a +x) —j.’r(x)bk zdx .
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Obciqunie 1 Belka
Blement prosklciony EEEEFFFFEFFFTTETF Podiore sprezyste
, 21 ,
+
Obciazenie 2 Belka

Element przyklejony U/l),! }}m Podtoze sprezyste

Rys.5. Sity dziatajace na element przyklejany
Fig.5. Forces acting on the glued plate

=
oy |

\ 4 W
L a 2l
M.
I el ¥ 1 N
Yy
—> —> —>
A ! T(.X) Vc

T W
P2

Rys.6. Model obliczeniowy i okreslenie momentu zginajgcego w belce
Fig.6. Model for calculation of the bending moment in the beam

DROGI i MOSTY 4/2007



STAN ODKSZTALCENIA I NAPREZENIA W SKLEINIE 17

Wstawiajac rownanie (51) do (63) oraz wprowadzajac wartosci graniczne catki otrzy-
mujemy:

s ulis e (64)
M (x)=—(a+x)——|a(l—e +x|,
(=" (a+x) ==~ aC )+x]
gdzie:
__ 65 (65)
SE_b h\*
Wstawiajac rownanie (64) do (62) oraz catkujac dwukrotnie po x otrzymujemy:
2 3 —Ax
W (x)=— P ax® X (1- n)_l_nae _(Ax +B) . (66)
2E 1, 2 6 % E.I,

State 4 1 B zostang okreslone z uwzglednieniem warunkow brzegowych:
w, (x)=0 dla x=-a,

dw _(x)
dx

P E B _nae—m
2{((11+2J(1 n . },

—Aa 2 —M
a Nae Na-e
— +— +a’l|(1-m)+ - ,
H 3 2 ¢ J( R » A }

=0 dla x=/.

(67)

wigc:
2 2 2 3
—+ﬂ+a [ +alx +l—x—ﬂ—x— I-n)+
2 2 6
W (X) - —Al A 2 _—M Ax (68)
1, nae ae™ ma'e ™ mae”
7»2 A A\ J
Wykorzystujac (51) oraz blorqc pierwsza pochodng po x mamy:
dix) __ 3GPa o R (69)

dx sECbch2
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Wstawiajac rownania (68) i (69) do (60) otrzymujemy:

d4wk
e E I, +Kwk(x):
a®  al? ) I? ax? x° 70
—+—+al+akx+—x—--"—|1-M)+ (70)
_ KP 3 2 2 2 6 _3GPabkl‘e_;W
2E 1, _nae’” x_l_naek” _naze’m _nae’}“ 25E h*
A A A A

Jesli belka jest bardzo dtuga przy B> 5, gdzie:

[k (71)
6_4\/ 4T,

rozwiazanie rownania (70) mozna zapisaé w postaci:
— —px —Bx o;
w, (x)=C e " cosPx +C e " sinfx +w (x) , (72)

gdzie w (x) jest szczeg6lnym rozwiagzaniem analizowanego rownania rozniczkowe-
go. Sktada si¢ ono z dwoch czgsci, tj. wielomianu i funkcji wyktadniczej. W niekto-
rych zadaniach mozna zapisac:

a®  al? N I? ax? x°
—+—+4al+alx +—x - -— (1-n+
P 2

302 2 6
= 73
Wpl(x) 2FE | ae M ae ale M > (73)
fel M v Nae™ M
A % A

E b Gab, th
€ P — DN GO i (74)

! 2E 1 (A +48%)| sE I A ASE I,

Mozna to zapisac lacznie:
wp(x):wpl(x)+wp2(x) . (75)

W réwnaniu (72) niewiadome sa dwie state, wiec potrzebne sa do rozwiazania dwa
warunki brzegowe. Do uzyskania statych postuzono si¢ analiza réwnowagi konca
przyklejonego elementu. Jesli rozpatrujemy maly element dx w skleinie, to mozemy
zauwazy¢, ze warunki rownowagi na koncu elementu przyklejonego nie sa spetnione.
Na krawedzi elementu w warunku réwnowagi wystepuje sita poprzeczna, ktora nie
musi istnie¢ w rzeczywisto$ci. W celu spelnienia warunku granicznego potrzebne jest
wprowadzenie sity rownej, ale o przeciwnym zwrocie. Warto$¢ tej sity moze by¢ obli-
czana z rownana (53):

(76)
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ktoére mozna zapisa¢ w postaci:

__ 3GPb, t (ah +1)=_GPbklh (ah+1) (77)
2E b h> )\ 8EI, A
Nastepujace warunki brzegowe pozwola rozwiazac problem:
d*w, (0) 0 .
dx’ (78)
dw, () _ 1 dM, , T _ GPbith (ak+1)
dx? EI,  dx EI  S8EIEI N\
Druga i trzecia pochodna réwnania (72) wzgledem x ma postac:
d2 ; d2W X
Wi"z(x)zmzqe"ﬁx sinfx —2B°C,e™™ cosPx +# , (79)
dx dx
d3
M:—2B3C1e’ﬁx sinPx +2B°C, e ™ cospx +
dx’
dw (x) (80)
+2B°C, e ™™ cosPx +28°C e sinfx +—L—
dx
gdzie:
d’w (x 2 Eb Gab, th
)P {(a+x)(1—n)+ o AL R
dx 2E 1, W +4B)| sE I N 4sE I,
d*w (x 3 E b Gab, th
e [ p— e L )
dx’ 2E I, A +4BY)| sE I N 4SE I,
Wprowadzajac:
ayt = (83)
SE I,

state rownania (72) z uwzglednieniem warunkéw granicznych (78) maja postac:

2 43 4
aﬁjl(l—n)+ 3[37\4 —» ) P ;]a +yath |+
_ P B B (A" +4B") A
] 4E 1, wtih ah +1
4 [—3)37 (84)

2 4
C,=- P jad-n M 4B na +ytarh ||,
AEI, | B B2 +4p*)| A2
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wigc rownanie (72) mozemy wyrazi¢ w formie:

ap+1
B3 (1_n)+B3O\«4+4B4)

. ah+1
+y'th B

P [a(-n) 2 B'na .
_4Ec[c e +|32(7»4+4[34)( e +y athJe sin PBx+

AT -0 4B*na
b [ B}LG +1|14ath]+
w, (x)= TR e ™ cos Pr+

(85)

3 2 2 2 3 ]
L PO NFNL. S P
3 + > +a”l+alx PR 5 n
P T]ae'M naeM naze'M
A :

1 (4p
{w ap’ )( szna “'ﬁamﬁeh

a biorac pod uwage (24) i (56) z rownaniem (68) otrzymujemy:
ap+1 [ 4B*na

T (-n)+ 53 4 2
p BT +4B™)( A
ah+1
BS}\‘Z

. a(l-m) 5 4p'na o
GZ(x)_4SECIC Bz +Bz(}\‘4+454)[ )\‘2 +\|I ath e sin B‘x+

1 (8'™mae ., | Mal
{0»4+4B“)[ o ‘”h)' » }

+lu4athJ+
e ™ cos Pr+

Ayt th

(86)

Naprezenia odrywajace w skleinie uzyskuja swoje maksymalne wartosci tuz przy
koncu elementu przyklejonego. Dla x =0 réwnanie (86) ma postac:

ap+1 BA* -\ 4B*na
% (l_n)+53(7»4+4ﬁ4) ¥ +ytath |+
+
E P . ah+l
Gmax = 4SE [ +w th [33}\’2 (87)
1 8B*na na | _
{(x4+464)[ 2 +2"’4"”’J_>& e
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Jednakze, pomijajac mate wyzszego rzedu, dla obliczania naprezen odrywajacych w
warstwie klejowej rownanie (86) mozna przedstawi¢ w prostszej postaci:

v th a?: +21 e P+
EP A
o (x)=—12— (88)
4sE 1 | 1 8B*na 2y ath _ma |,
(}\‘4 +4B4) }\’2 )\’2

Jezeli interesuje nas poznanie jedynie maksymalnych warto$ci naprezen odry-
wajacych przy koncu elementu doklejonego, rownanie (88) mozna jeszcze bardziej
uproscic, przedstawiajac zalezno$¢:

4
6. (x)= ELP |\pamp @+l _ ! 8B oyiaen |- (39
4sE I BPAT | (A +4H A z

4. PRZYPADEK BELKI OBCIAZONEJ ROWNOMIERNIE

Nastgpny krok analizy teoretycznej polega na wyprowadzeniu odpowiednich réwnan
dla naprezen $cinajacych i odrywajacych (rozwarstwiajacych) dziatajacych w skle-
inie dla belki pod rownomiernie roztozonym obciazeniem ¢ (rys. 7). Przeprowadza si¢
ten sam tok myslowy, co przy rozwazaniu belki obciazone;j sita skupiong P. Zatozono
rowniez identyczny rozktad sit wewnetrznych.

q(x)

\ A 4 V‘V YV VV V YVY Y VY | |

o e LT

w bk
a 21l a

Rys.7. Belka betonowa wzmocniona przyklejonym elementem i obcigzona réwnomiernie
obcigzeniem q
Fig.7. Beam strengthened with a plate glued loaded with a distributed load g
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Uwzgledniajac obciazenie zewngtrzne, rownania (42) do (44) zapisa¢ mozna w posta-

Cl:

Py () -200b, 2 =gt -3)=v000, 2
AN ey
dN (x) _
S,

Odpowiednik réwnania (45) przyjmuje wyglad:

2 —
d"t(x) _3t(x) + 6Gq(l—x) -0
dx? SEcbch2

A2 _G L+ 4b, .
s| E.t E.b.h

Calka ogdlna rownania (93) wyglada nastgpujaco:

b

gdzie:

6Gq(l —x)

T(x)=C, cosh(Ax) +C_ sinh(Ax) + .
( ) 1 ( ) 2 ( ) }\.2SECbCh2

Pierwsza pochodna po x wynosi:

M=Clksinh(kx)+€2kcosh()\,x)—6qu .
dx kstcbch2

Odpowiednie warunki brzegowe mozna sformutowac w postaci:

T(x)=0 jezeli x=1,

N,.,=N, =0

k.,
jezeli  x=0.
M, =%(a2 +2a)|

Uwzgledniajac (36) do (38) oraz warunki brzegowe, dla x =0 otrzymujemy:

dr(x) _ _.’an(a2 +2al)
dx sECbCh2

co pozwala okresli¢ state C, 1C:
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C = .
SE b h

3Gqg [ a* +2al _2
A A

)tgh(kl), c -39 (a2+2al_2} ©7)

SEb | A N

i w konsekwencji rownanie (95) mozna zapisa¢ w postaci:

(x) =04 {“2 F2al_ 2 j[tgh(}»l)cosh(kx)—sinh(kx)]+

2 21 -x) (98)
SE_b_h* AW '

)\’2
W przypadku, kiedy A/ ma duza warto$¢ > 10, rownanie (98) mozna zapisac:

3Gq Haf +2al 2 Je_h +2(l—x)} (99)

T(x)= 2 N3 2
SE_ b h A A A

Maksymalne napr¢zenia Scinajace wystapia przy koncu elementu przyklejanego,
wige dla x =0 1 woéwczas rownanie (98) mozna zapisa¢ w postaci:

T

max

_ 3Gq |a®+2al _£+2(Z—x) (100)
sEb R A A A |
W celu wyprowadzenia rOwnania na naprezenia odrywajace w skleinie, analizg nale-
zy rozpocza¢ od rownania (60) 1 (56)
d*w

dx?

do(x), t (101)
“E I, +Kwk(x)=KwC(x)+d(x)bk 5

’ 102
Ve g1 =M (x) . (1
dx’ '

c
Roéwnanie momentu zginajacego mozna przedstawi¢ w postaci:

(a+x)° (103)

M (x)=q(a+)a+x)—q —j.'t(x)bc gdx .

Wstawiajac rownanie (99) do (103) oraz wprowadzajac warto$ci graniczne catki
otrzymujemy:

2 2 ] 104
ML-(X)=q(aZ+al+lx—xz]—nzq{(a2 +2al—;)(l—e_h)+2lx—x2} ) (104)

gdzie:

n=_ 0% (105)
aECbchk2

Wstawiajac rownanie (104) do (102) oraz calkujac dwukrotnie po x otrzymujemy:
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24
2.2 2 3 4
w, (x)=- q |ax _I_alx b x7 N
EI | 4 2 6 24
“c (106)
2 —Ax 3 4 A +B
I[P Sl NS ol B Cbe) B
2 A2 A 312 E I,
State 4 1 B zostana okre$lone po uwzglednieniu warunkow brzegowych:
w.(x)=0 dla x=-a,
d
4B££§2:0 dla x=1[,
dx

2 , 200 21

+

‘)
e—M

5

a’l
4
2

b

\ng

2
J{az +2al—}\22
al’
— |+
3

( w2021 + 240 _az_Zal)_i_
12 3 3 : :
g Y |

-\ La
a’ +2al —i €
A A

al® +

=

13
3)
B 5a* 5a’l

—+——+a
24

0 (107)

5a° 54’1
—+

e

A

co pozwala napisac:

24
l3x_a

3

w X
w=5
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2

X
4

[ 4 3
5L+—5a l+a212

2

—n[az +2al — :

38

+

alx?

a

Ix

2

ae

A

+
3

6

+(a® +2al -x* +20v) +

A

a’lx

4
X

24

e?»a

}\’2

+
A

+al’x +

=M
e

I-n)+

. (108)
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Pierwsza pochodna po x rownania (99) wynosi:

di(x) __ 3Gg [(az +2a1_2)e‘”‘ +2} .

S S

dx sE b h*
Wstawiajac roéwnanie (108) i (109) do (101) otrzymujemy:
d*w K

k4
dx? E I

k™ k

w, ()=

_ E+La3l +a’l? +£+ a’lx
24 3
Px a’x* alkk* K* x*
- - +
3 4 2 6 24

+al*x +

+ V(4 +2al —x? +2I0) +
}\’2

X ) ae*}»l e?»a e*?\[ e*}\x
-Nn| a” +2al -— - + x+

PN N G 8 X

3Ggb, t
S /L { a* +2al -2 Je +2} .
2E, 1, sE b h’ 2 2

Jezeli belka jest bardzo duga, przy > 5, gdzie:

rownanie (110) mozna zapisa¢ w postaci:

— —Bx —Bx o
w, (x)=C e " cosPx +C e " sinfx +w (x),

1-n)+

(109)

(110)

(111)

(112)

gdzie w (x) jest calka szczegolng analizowanego rownania rozniczkowego. Sklada
si¢ ona z dwoch czesci, tj. wielomianu i funkcji wyktadniczej. W naszym przypadku

mozna zapisac:
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3 3 2
—+T+a212 +ai+a L +)

I-n)+

3 2.2 2 3
I’x a’x alx Ix e

3 4 2 6 24

4

__ 4 n, o 2
wpl(x)—H +X—2(a +2al —x~ +2Ix)+ +
- Aa -l
-n| a’ +2al—i ae € 4f i
\ A A A
g Ghth ¢ 1-nm (113)
E I 16B*sE I, A* E.I, 4B°
4 Gb, th
w o (x)=- 4 ! a’ +2al—i 4B L e (114)
r E I (A +48%) A N 8sE I,

Catka szczeg6lna analizowanego rownania wynosi:
wp(x):wpl(x)+wp2(x) . (115)

Roéwnanie (112) zawiera dwie nieznane state. W tym przypadku mozemy postapic po-
dobnie, jak z rozwiazaniem belki obciazonej pojedyncza sita skupiong i zaklozy¢ na
koncu przyklejonego elementu fikcyjna silg, ktora moze by¢ obliczona z rownania
(53) i okreslona jako:

am, t (116)
r= c;x : :Vk,x=0 ~T b, 5’
__ 3Gb,tq ( a® +2al 2. (117)
2E bW A X A
Nastepujace warunki brzegowe pozwola rozwiazac problem:
d’*w, (0
;sz( ):O ,
. * (118)
d*w, (0) 1 M, __ T _ Gbthq (a° +2al_£+271
dx’? E I, dx EI, S8EIEI | A JRVEE
Druga i trzecia pochodna réwnania (112) wzgledem x ma postac:
d? d*w (x (119)
7W"2(x) =2B°C e " sinfx —2B°C,e ™ cospx +7”2( ) ,
dx dx
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gdzie:

dzwp(x) B

P cosPx +2B°C e ™

. ((a+l)x —x;}l—n)+

d3wp(x)

E T 2
) a’ +2al—l
| AT +4p X

[((a+1-x)(1-m)+

dx?

przyjmujac:

-4 3
E +)‘7 a’ +2al—l
©c | At +4B° A

. Gb
dy* =

k
sEka

B sin P +2p°C,

sinfx +

e ™ cosPx +

4B

}\‘2

4
B,

}\’2

dx

d3wp(x)

3

vy th
4

v th
2

a

Je)\x

(120)

(121)

(122)

(123)

Rozwiazanie rownania (112) z uwzglednieniem warunkow brzegowych (118) daje:

_a+l

(I-m)+

LV th[a +2al 2

2B’ B A N

(xz ﬁJ 1 [
+ —
| B2 BS )\‘4 +4B4

c =—1
EC]L

c,=-1
ECIC

3 [az +2al - )(264
_BZ(}\’4 +4B4) }\‘2 )\‘2

+2 }
i)

4

!

|

(124)
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_Lﬂl V(@ +2al 2 2
q 263 ( 71) 463 }\’ )\,3 )\12 i B
w (x)=—— -e ™ cos Px+
k() E(.IL. ﬁ E 1 s ol i 2[341,.| w4th
1B TR At | T e T
g [ ¥ 2\ 28" v | L,
_E(,-[L-_52(7‘«4+4B4)(az+2al_}\2)[ 3 + 1 | e B sin Bx+
I 5a* 54’1 - al>  a*lx ,
ot +a’l"+——+ +al"x+
24 6 3 (1=1)+
+l37x a’x®  alx® ﬁ_ﬁ_ﬁ
37 4 2 6 24
+% +k12(a2+2al—xz+2lx)+ +
> +2al 2 e e +LM
Mz o et
*th 1- 1
7Y 1 n-}- 1 (a2+2al

CEI AR EL 4B EI A +4p*
Uwzgledniajac réwnanie (108) i (56) otrzymujemy:

a+l!

@(l—nﬁ
vith(a*+2al 2 2
+4B3[ A _73+}3J+

LS
BZ_B3 }\’4_1_4[34'

2\ 4B v .
—77 22 + 5 e .

e ™ cos Pr+

= SE 22 , 2
Brorrap Y )
2'n y'th
|2 "4
v th

AR 4B At +4B?
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1- 1 2
N [a2+2al—x2)-

B vt 2\m
‘ B +T e +|la +2al—}T2 }\.72

e ™ sin P+

(125)

(126)
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Naprezenia odrywajace w skleinie uzyskuja swoje maksymalne wartosci tuz przy koncu
elementu przyklejonego. Dla x =0 réwnanie (126) ma postac:

a+l vith(a*+2al 2 2
W | T e e
+
A2on 1 2 vl 2\ 28 y'm’
B2 _B3 }\14+4B4 a”+za _}\’2 )\’2 + 4
E g vith  1-m 1 2
O nax =SECIC Tapal 4t —m clz+2al—)T2 . ) (127)

4p'm i) 2\ m
e + 5 +a+2al_}7}7

5. PODSUMOWANIE

Przedstawione w artykule rozwazania stanowia w zakresie liniowo sprezystym Sciste
rozwiagzanie stanu przemieszczenia i napr¢zenia w plaszezyznie skleiny konstrukeji
wzmacniane] przez doklejanie dodatkowego elementu stalowego lub kompozytowe-
go. Rozwazania te daja mozliwo$¢ rozpoznania poziomu sit wewngtrznych
dziatajacych w zespoleniu, zwlaszcza na koncach doklejonych elementow. Sa one
niezwykle przydatne dla okreslania skutkéw wywotanych r6znymi czynnikami, a w
szczegolnosci zréznicowang rozszerzalnoscia cieplna materiatow kompozytowych i
betonu lub stali oraz gruboscia skleiny.
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WYKAZ PODSTAWOWYCH OZNACZEN

Indeksy:

¢ - dotyczy betonu,

k - dotyczy elementu doklejonego.

Wielkie litery facinskie:

— pole przekroju poprzecznego,

— modul Younga,

— modut Kirchhoff'a,

— moment bezwladnosci,

— rozpigtose,

moment zginajacy,

— sita podtuzna,

— sita skupiona,

— sita poprzeczna na krawedzi elementu spelniajaca warunek rownowagi,

— sila poprzeczna,

I YTN vz ES~NQmoA
I

— wskaznik wytrzymatosci,

Mate litery facinskie:
a - odleglose,
b — szerokos$c,
h  — wysoko$¢,
[ — dlugose,
s — grubos¢ skleiny,
g - intensywnos¢ obciazenia,
t — grubosc,
u — przemieszczenie w kierunku osi x,

w — przemieszczenie w kierunku osi y,
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Mate litery greckie:

€ — odksztalcenia,

T - naprezenia $cinajace,

G - naprgzenia normalne,

x - zmienna niezalezna wzdtuz osi x

SHEAR AND PEELING STRESSES IN ADHESIVE JOINTS
Abstract

This paper discusses elastic analysis of the shear and peeling stresses. The method to
strengthen a structure with steel plates glued to it has been used in Poland since the mid 60’s.
However, the theory behind the strengthening methods has not been given much interest and
most efforts have been invested in the experimental tests. However, since the mid 80’s
different theories have been proposed and methods to calculate forces and stresses in the
adhesive layer have been presented. The theories have so far mostly dealt with linear elastic
conditions, but also some theories regarding non elastic conditions and fracture mechanics
have been presented. They can be used for the strengthening of concrete structures. In this
paper the differential equations describing stresses in the adhesive layer are presented. This is
done both for a beam under a single transverse load or distributed load and strengthened in
bending with a single epoxy glued plate.
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