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STAN ODKSZTA£CENIA I NAPRÊ¯ENIA
W SKLEINIE

STRESZCZENIE. Praca przedstawia analizê œcinania i rozwarstwienia po³¹czenia klejowego w

oparciu o teoriê sprê¿ystoœci. Wykorzystuj¹c równania ró¿niczkowe opisuj¹ce naprê¿enia i

odkszta³cenia w warstwie kleju przedstawiono ogólne równanie ci¹g³oœci po³¹czenia.

Przeanalizowano przypadek belki obci¹¿onej si³¹ skupion¹ oraz belki obci¹¿onej równomiernie.

W rezultacie przedstawionych rozwa¿añ okreœlono ogóln¹ postaæ wystêpuj¹cych w skleinie

naprê¿eñ œcinaj¹cych-rozwarstwiaj¹cych i normalnych-odrywaj¹cych. Uwzglêdniaj¹c warunki

brzegowe podano te¿ wzory opisuj¹ce naprê¿enia o maksymalnych wartoœciach.

1. WSTÊP

Metoda wzmacniania konstrukcji betonowych za pomoc¹ doklejanych p³askowników
stalowych zosta³a wprowadzana najpierw w Polsce w latach szeœædziesi¹tych, potem
w innych krajach europejskich w po³owie lat siedemdziesi¹tych ubieg³ego wieku.
Jednak¿e, rozwa¿ania teoretyczne pracy po³¹czeñ klejowych, poza [1] nie cieszy³y siê
wiêkszym zainteresowaniem. Wiêcej wysi³ków koncentrowano w obszarze doœwiad-
czalnym. Nastêpnie w latach osiemdziesi¹tych zaczêto stosowaæ do wzmacniania ma-
teria³y kompozytowe. Wówczas zaczê³o pojawiaæ siê wiêcej opracowañ [2 - 5],
odnosz¹cych siê do stanu odkszta³ceñ i naprê¿eñ wzmacnianych przez doklejenie ze-
wnêtrznych elementów konstrukcji. Wykorzystywa³y one przede wszystkim liniow¹
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teoriê sprê¿ystoœci, czasami z wprowadzeniem warunków nieliniowych lub z zastoso-
waniem mechaniki pêkania [5].

2. OGÓLNE RÓWNANIE CI¥G£OŒCI PO£¥CZENIA

W celu opisania ci¹g³oœci po³¹czenia wyprowadza siê równanie ró¿niczkowe, opi-
suj¹ce naprê¿enia œcinaj¹ce-rozwarstwiaj¹ce w po³¹czeniu klejowym (w skleinie)
miêdzy elementem doklejonym (kompozytowym lub stalowym) a belk¹ betonow¹.
Analiza jest przeprowadzona w oparciu o klasyczn¹ mechanikê budowli. Zak³ada siê
wa¿noœæ prawa Hooke’a w odniesieniu do materia³ów ³¹czonych i skleiny oraz zacho-
wanie zasady p³askich przekrojów w odniesieniu do ka¿dego elementu z osobna. Mo-
del obliczeniowy oraz schematyczny opis rozk³adu si³ w analizowanym odcinku
pokazano na rysunkach 1 i 2.

Z warunków równowagi wynika:
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Rys.1. Belka wzmocniona przyklejonym elementem

Fig.1. Beam strengthened with a plate glued
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Rys.2. Schemat rozk³adu si³ na odcinku dx

Fig.2. Differential section dx, of strengthened beam studied
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uwzglêdniaj¹c (3) oraz odrzucaj¹c ma³e wy¿szego rzêdu, otrzymujemy równanie:
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Po uwzglêdnieniu zgodnoœci odkszta³ceñ i warunków geometrycznych, otrzymujemy
równanie:
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WskaŸnik wytrzyma³oœci i pole przekroju prostok¹tnej belki betonowej w stanie nie-
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ε
k

k k

k k

k

k k

x
du x

dx

M x

E W

N x

E A
( )

( ) ( ) ( )
= = − + (11)

W
b t

A b t
k

k

k k
= =

2

6
, ,

ε
k

k k

k k

k

k k

x
du x

dx

M x

E b t

N x

E b t
( )

( ) ( ) ( )
= = +

6
2

,
(12)

oraz

τ( ) [ ( ) ( )]x
G

s
u x u x

k c
= − . (13)

DROGI i MOSTY 4/2007

8 Marek £agoda



Po dwukrotnym zró¿niczkowaniu wzglêdem x równania (10) i (12) przyjmuj¹ postaæ:
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Po wykorzystaniu równañ (16 ÷19) w zwi¹zkach (14) i (15) otrzymujemy zale¿noœci:

d u x

dx E b h

dV x

dx

b

E b h

d x

dx

c

c c

c k

c c

3

3 2

6 4( ) ( ) ( )= − τ
,

(20)

d u x

dx E b t

dV x

dx E t

d x

dx

k

k k

k

k

3

3 2

6 4( ) ( ) ( )= − + τ
.

(21)

Trzecia pochodna (13) wzglêdem x ma postaæ:
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któr¹, uwzglêdniaj¹c równania (20) i (21), mo¿na zapisaæ:
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gdzie:
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Nastêpny krok polega na wyprowadzeniu równania ró¿niczkowego dla naprê¿enia
odrywaj¹cego element przyklejany. Mo¿na to uczyniæ w podobny sposób jak w przy-
padku œcinania, rozpatruj¹c deformacje w kierunku w zamiast deformacji w kierunku
u:
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Dwukrotnie ró¿niczkuj¹c równania (25) i (26) wzglêdem x, otrzymujemy:
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a bior¹c pod uwagê równania (5), (6), (18), (19), (27), (28) i (29), mo¿na napisaæ:
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Równanie (30) mo¿na zapisaæ w formie:
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gdzie:
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Po dwukrotnym ró¿niczkowaniu równania (31) wzglêdem x otrzymujemy:
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Równania (23) i (31) mo¿na teraz zapisaæ:
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Wstawiaj¹c wartoœci z (33) do (32) otrzymujemy:
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3. PRZYPADEK BELKI OBCI¥¯ONEJ SI£¥ SKUPION¥

Nawet jeœli znane s¹ parametry materia³owe, a kszta³t analizowanej belki jest prosty,
powy¿sze równanie nie jest ³atwe do rozwi¹zania. Jednak, w celu uproszczenia, mo-
¿na problem sprowadziæ do prostych schematów obci¹¿enia. Najprostszym schema-
tem jest obci¹¿enie belki jedn¹ si³¹ skupion¹ w œrodku jej rozpiêtoœci (rys. 3).
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Rys.3. Belka wzmocniona przyklejonym elementem i obci¹¿ona si³¹ skupion¹ P

w œrodku rozpiêtoœci

Fig.3. Beam strengthened with a plate glued loaded with a point P load at midsection



Analizowany jest wycinek belki „dx” (rys. 4). Œcinanie w skleinie jest wywo³ane
obci¹¿eniem zewnêtrznym. Dla uproszczenia przyjêto, ¿e zginanie w doklejonym ele-
mencie jest bez znaczenia z uwagi na sztywnoœæ tego elementu. Wynika to z bardzo
du¿ej ró¿nicy sztywnoœci przekroju betonowego i elementu doklejanego. Warstwa
klejowa, nazwana sklein¹, przekazuje oddzia³ywanie z jednego elementu na drugi w
postaci si³ stycznych oraz si³ normalnych. W pierwszym kroku analizy pomija siê wy-
stêpowanie naprê¿eñ odrywaj¹cych, wystêpuj¹cych w p³aszczyŸnie skleiny.

Jeœli odkszta³cenie materia³u skleiny nie wykracza poza zakres stosowalnoœci prawa
Hooke’a, to równanie zale¿noœci naprê¿eñ œcinaj¹cych i odkszta³ceñ, powracaj¹c do
równania (13) mo¿na zapisaæ:
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Po zró¿niczkowaniu równañ (36), (37) i (38) wzglêdem x otrzymujemy:
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Rys.4. Przekrój dx analizowanej belki

Fig.4. Differential section dx of strengthened beam studied
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Po wstawieniu do równania (39) wielkoœci (40) ÷ (44) i po przekszta³ceniu, otrzyma-
my:
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Ca³ka ogólna równania (45) ma postaæ:
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Pierwsza pochodna po x wynosi:
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Sta³e C
1

i C
2

s¹ sta³ymi ca³kowania, wyznaczanymi na podstawie warunków brzego-
wych:

τ( )x =0 je¿eli x l= ,
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Ponadto uwzglêdniaj¹c równania (36) do (38):
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Konsekwentnie, równanie (47) mo¿na zapisaæ w postaci:
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W przypadku, gdy λl jest wiêksze od 10, równanie (50) mo¿na zapisaæ:

( )
τ

λ

λ

−λ

( )x
GP

sE b h

a e

c c

x

=
+3 1

2 2
. (51)

Równanie (51) powinno byæ u¿ywane tylko dla przekrojów blisko koñca elementu
doklejonego, gdy¿ b³¹d spowodowany uproszczeniem jest znacz¹cy dla przekrojów
w pobli¿u œrodka belki. Maksymalne naprê¿enia œcinaj¹ce wystêpuj¹ w pobli¿u koñca
elementu przyklejonego i mog¹ byæ obliczane dla x =0, wówczas mo¿na równanie
(51) zapisaæ w postaci:
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Nastêpny krok, to wyprowadzenie naprê¿eñ odrywaj¹cych w skleinie. Pos³u¿ono siê
tu warunkami geometrycznymi, okreœlonymi na rysunku 2.
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Bior¹c drug¹ pochodn¹ po x równania (53) otrzymujemy:

d M x

dx

dV x

dx

d x

dx
b

tk k

k

2

2 2

( ) ( ) ( )= − τ
,

(54)
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a uwzglêdniaj¹c równanie (6) mo¿na zapisaæ:

d M x

dx
x b

d x

dx
b

tk

z k k

2

2 2

( )
( )

( )= −σ τ
.

(55)

Skoro naprê¿enia odrywaj¹ce mo¿na okreœliæ jako:

[ ]σ
z

s

k c
x

E

s
w x w x( ) ( ) ( )= − , (56)

wiêc równanie (55) mo¿na przedstawiæ w postaci:

[ ]d M x

dx

E b

s
w x w x

d x

dx
b

tk s k

k c k

2

2 2

( )
( ) ( )

( )= − − τ
.

(57)

Poniewa¿:

d w

dx
E I

d M x

dx

k

k k

k

4

4

2

2
= −

( )
,

(58)

otrzymujemy:

[ ]d w

dx
E I

E b

s
w x w x

d x

dx
b

tk

k k

s k

k c k

4

4 2
= − − +( ) ( )

( )τ
,

(59)

lub:

d w

dx
E I Kw x Kw x

d x

dx
b

tk

k k k c k

4

4 2
+ = +( ) ( )

( )τ
,

(60)

gdzie:

K
E b

s

s k= .
(61)

Równanie (60) jest równaniem dla belki na pod³o¿u sprê¿ystym, z dwoma rodzajami
dzia³aj¹cego obci¹¿enia (rys. 5). Pierwsze obci¹¿enie wynika z odkszta³cenia belki,
zaœ drugie od naprê¿eñ œcinaj¹cych na koñcu elementu przyklejonego (w strefie zako-
twienia).

Wartoœæ momentu zginaj¹cego belkê, obci¹¿on¹ jak na rysunku 6, wynosi:

d w x

dx
E I M xc

c c c

2 ( )
( )= − .

(62)

Zgodnie z rysunkiem 6 mo¿emy zapisaæ:

M x
P

a x x b
h

dx
c k

x

( ) ( ) ( )= + − ∫2 20

τ .
(63)
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Rys.5. Si³y dzia³aj¹ce na element przyklejany

Fig.5. Forces acting on the glued plate

Rys.6. Model obliczeniowy i okreœlenie momentu zginaj¹cego w belce

Fig.6. Model for calculation of the bending moment in the beam



Wstawiaj¹c równanie (51) do (63) oraz wprowadzaj¹c wartoœci graniczne ca³ki otrzy-
mujemy:

[ ]M x
P

a x
P

a e x
c

x( ) ( ) ( )= + − − +−

2 2
1

η λ , (64)

gdzie:

η
λ

=
3

2

Gb

sE b h

k

c c

.
(65)

Wstawiaj¹c równanie (64) do (62) oraz ca³kuj¹c dwukrotnie po x otrzymujemy:

w x
P

E I

ax x ae
c

c c

x

( ) ( )= − +
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ − +

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

−

2 2 6
1

2 3

2
η η

λ

λ

− +( )Ax B

E I
c c

. (66)

Sta³e A i B zostan¹ okreœlone z uwzglêdnieniem warunków brzegowych:

w x
c
( ) =0 dla x a= − ,

dw x

dx

c
( )

=0 dla x l= .

A
P

al
l ae

B
P a

l

= − +
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ − −

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

= −

−

2 2
1

2 3

2

3

( )η η
λ

λ

,

+ +
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ − + −

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

− −al
a l

ae a ea l2
2

2

2

2
1( )η η

λ
η

λ

λ λ

,

(67)

wiêc:

w x
P

E I

a al
a l alx

l
x

ax x

c

c c

( ) =
+ + + + − −

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

2

3 2 2 2 6

3 2
2

2 2 3

( )1

2

2

2

− +

− + − −

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥

− − −

η

η
λ

η
λ

η
λ

η
λ

λ λ λ λae
x

ae a e ael a l x

⎥
⎥
⎥

. (68)

Wykorzystuj¹c (51) oraz bior¹c pierwsz¹ pochodn¹ po x mamy:

d (x)

dx

GPa

sE b h
e

c c

xτ λ= − −3
2

. (69)
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Wstawiaj¹c równania (68) i (69) do (60) otrzymujemy:

d w

dx
E I Kw x

KP

E I

a al
a l alx

l
x

a

k

k k k

c c

4

4

3 2
2

2

2

3 2 2

+ =

=
+ + + + −

( )

x x

ae
x

ae a e al a l

2 3

2

2

2 6
1−

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ − +

− + − −
− −

( )η

η
λ

η
λ

η
λ

ηλ λ λ e

GPab t

sE h
e

x

k

c

x

−

−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

−
λ

λ

λ2

2

3

2
.

(70)

Jeœli belka jest bardzo d³uga przy β>5, gdzie:

β = K

E I
k k

4
4 ,

(71)

rozwi¹zanie równania (70) mo¿na zapisaæ w postaci:

w x C e x C e x w x
k

x x

p
( ) cos sin ( )= + +− −

1 2
β ββ β , (72)

gdzie w x
p
( ) jest szczególnym rozwi¹zaniem analizowanego równania ró¿niczkowe-

go. Sk³ada siê ono z dwóch czêœci, tj. wielomianu i funkcji wyk³adniczej. W niektó-
rych zadaniach mo¿na zapisaæ:

w x
P

E I

a al
a l alx

l
x

ax x

p

c c

1

3 2
2

2 2 3

2

3 2 2 2 6
( ) =

+ + + + − −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ − +

− + −

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

− −

( )1

2

2

η

η
λ

η
λ

η
λ

λ λ λae
x

ae a el a l

, (73)

w x
P

E I

E b a

sE I

Gab th

sE I
p

c c

s k

k k

k

k k

2 4 4 22 4 4
( )

( )
= −

+
+

⎛

⎝λ β
η
λ

⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

−e xλ . (74)

Mo¿na to zapisaæ ³¹cznie:

w x w x w x
p p p
( ) ( ) ( )= +

1 2
. (75)

W równaniu (72) niewiadome s¹ dwie sta³e, wiec potrzebne s¹ do rozwi¹zania dwa
warunki brzegowe. Do uzyskania sta³ych pos³u¿ono siê analiz¹ równowagi koñca
przyklejonego elementu. Jeœli rozpatrujemy ma³y element dx w skleinie, to mo¿emy
zauwa¿yæ, ¿e warunki równowagi na koñcu elementu przyklejonego nie s¹ spe³nione.
Na krawêdzi elementu w warunku równowagi wystêpuje si³a poprzeczna, która nie
musi istnieæ w rzeczywistoœci. W celu spe³nienia warunku granicznego potrzebne jest
wprowadzenie si³y równej, ale o przeciwnym zwrocie. Wartoœæ tej si³y mo¿e byæ obli-
czana z równana (53):

T
dM

dx
V b

tk x

k x x k
= = −=

= =
,

,
0

0 0 2
τ , (76)
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które mo¿na zapisaæ w postaci:

T
GPb t

sE b h

a GPb th

sE I

ak

c c

k

c c

= − + = − +3

2

1

8

1
2 2 2

( ) ( )λ
λ

λ
λ

.
(77)

Nastêpuj¹ce warunki brzegowe pozwol¹ rozwi¹zaæ problem:

d w

dx

d w

k

k

2

2

3

0
0

( )
= ,

( ) (,0 1

83

0

dx E I

dM

dx

T

E I

GPb th

sE I E I

a

k k

k x

k k

k

c c k k

= − = − = += λ 1
2

)

λ
.

⎫

⎬
⎪
⎪

⎭
⎪
⎪

(78)

Druga i trzecia pochodna równania (72) wzglêdem x ma postaæ:

d w x

dx
C e x C e x

d w x

dx

k x x p
2

2

2
1

2
2

2

2 2
( )

sin cos
( )

= − +− −β β β ββ β
2

, (79)

d w x

dx
C e x C e x

C e

k x x

3

3

3
1

3
1

3
2

2 2

2

( )
sin cos= − + +

+

− −

−

β β β β

β

β β

β ββ β βx x p
x C e x

d w x

dx
cos sin

( )
+ +−2 3

2

3

3
,

(80)

gdzie:

d w x

dx

P

E I
a x

E b a

sE I

p

c c

s k

k k

2

2

2

4 42
1

4

( )
( )( )

)
= − + − +

+
η λ

(λ β
η
λ

λ
2 4
+

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

−Gab th

sE I
ek

k k

x , (81)

d w x

dx

P

E I

E b a

sE I

Gap

c c

s k

k k

3

3

3

4 4 22
1

4

( )
( )

)
= − − +

+
+η λ

(λ β
η
λ

b th

sE I
ek

k k

x

4

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

− λ . (82)

Wprowadzaj¹c:

4 4ψ =
Gb

sE I

k

k k

,
(83)

sta³e równania (72) z uwzglêdnieniem warunków granicznych (78) maj¹ postaæ:

C
P

E I

a a
ath

c c

1

3

2 3

3 4 4

4

2

4

4

1
1

4

4

=

+ − + −
+

+β
β

η βλ λ
β λ β

β η
λ

ψ( )
( )

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ +

+ +

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

= −

ψ λ
β λ

4

3 2

1

4

th
a

P

E
c

,

C
2

I

a a
ath

c

( )

( )

1

4

4
2

2

2 4 4

4

2

4− +
+

+
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

η
β

λ
β λ β

β η
λ

ψ ,

⎫

⎬

⎪
⎪
⎪⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪

(84)
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wiêc równanie (72) mo¿emy wyraziæ w formie:

w x
P

E I

a a

k

c c

( )

( )
( )

=

+
− +

−
+

+

4

1
1

4

4
3

2 3

3 4 4

4

2
4β

β
η

βλ λ
β λ β

β η
λ

ψ ath

th
a

e x
x

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ +

+
+

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

+−

ψ
λ
β λ

ββ

4
3 2

1
cos

−
−

+
+

P

E I

a a

c c
4

1

4

4
2

2

2 4 4

4

2

( )

( )

η
β

λ
β λ β

β η
λ

+
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ +

+

−ψ ββ4

2

ath e x

P

E I

x

c c

sin

a al
a l alx

l
x

ax x

ae

3 2
2

2 2 3

3 2 2 2 6
1+ + + + − −

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ − +

−
−

( )η

η λl a l

x
ae a e

a
ath

λ
η
λ

η
λ

λ β
β η
λ

ψ

λ λ

+ − +

−
+

+
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠

−

2

2

4 4

4

2
41

4

4

( )
⎟⎟

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎫

⎬

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

−e xλ

,

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

(85)

a bior¹c pod uwagê (24) i (56) z równaniem (68) otrzymujemy:

σ

β
β

η
βλ λ

β λ β
β η
λ3

z

s

c c

x
E P

sE I

a a

( )

( )
( )

=

+
− +

−
+

4

1
1

4

4
3

2 3

4 4

4

2 +
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ +

+
+

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

+−

ψ

ψ
λ
β λ

ββ

4

4
3 2

1

ath

th
a

e x
x cos

−
−

+
+

+
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

a a
ath e

( )

( )

1

4

4
2

2

2 4 4

4

2
4

η
β

λ
β λ β

β η
λ

ψ − +

−
+

+
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ −

⎡

⎣
⎢

β β

λ β
β η
λ

ψ
η
λ

x
x

a
ath

a

sin

( )

1

4

8
2

2
4 4

4

2
4

2

⎤

⎦
⎥

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎫

⎬

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

−e xλ

. (86)

Naprê¿enia odrywaj¹ce w skleinie uzyskuj¹ swoje maksymalne wartoœci tu¿ przy
koñcu elementu przyklejonego. Dla x =0 równanie (86) ma postaæ:

σ

β
β

η
βλ λ

β λ β
β η
λ3

max

( )
( )

=

+
− +

−
+

+

E P

sE I

a a

s

c c
4

1
1

4

4
3

2 3

4 4

4

2 ψ

ψ
λ
β λ

λ β

4

4
3 2

4 4

1

1

4

ath

th
a

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ +

+
+

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

+

−
+( )

8
2

24

2
4

2

β η
λ

ψ
η
λ

λa
ath

a
e x+

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ −

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎫

−

⎬

⎪
⎪
⎪⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪

. (87)
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Jednak¿e, pomijaj¹c ma³e wy¿szego rzêdu, dla obliczania naprê¿eñ odrywaj¹cych w
warstwie klejowej równanie (86) mo¿na przedstawiæ w prostszej postaci:

σ

ψ λ
β λ

λ β
β η
λ

β

z

s

c c

x

x
E P

sE I

th
a

e

a
( )

( )

=

+ +

−
+

+

−

4

1

1

4

8

4

3 2

4 4

4

2
2

24

2
ψ η

λ
λath

a
e x⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ −

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

⎫

⎬
⎪
⎪

⎭
⎪
⎪

−

. (88)

Je¿eli interesuje nas poznanie jedynie maksymalnych wartoœci naprê¿eñ odry-
waj¹cych przy koñcu elementu doklejonego, równanie (88) mo¿na jeszcze bardziej
uproœciæ, przedstawiaj¹c zale¿noœæ:

σ ψ λ
β λ λ β

β η
λ

ψmax ( )
( )

x
E P

sE I
th

a as

c c

= + −
+

+
4

1 1

4

8
24

3 2 4 4

4

2

4 ath
a⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ −

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
2

2

η
λ

. (89)

4. PRZYPADEK BELKI OBCI¥¯ONEJ RÓWNOMIERNIE

Nastêpny krok analizy teoretycznej polega na wyprowadzeniu odpowiednich równañ
dla naprê¿eñ œcinaj¹cych i odrywaj¹cych (rozwarstwiaj¹cych) dzia³aj¹cych w skle-
inie dla belki pod równomiernie roz³o¿onym obci¹¿eniem q (rys. 7). Przeprowadza siê
ten sam tok myœlowy, co przy rozwa¿aniu belki obci¹¿onej si³¹ skupion¹ P. Za³o¿ono
równie¿ identyczny rozk³ad si³ wewnêtrznych.
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Rys.7. Belka betonowa wzmocniona przyklejonym elementem i obci¹¿ona równomiernie

obci¹¿eniem q

Fig.7. Beam strengthened with a plate glued loaded with a distributed load q



Uwzglêdniaj¹c obci¹¿enie zewnêtrzne, równania (42) do (44) zapisaæ mo¿na w posta-
ci:

dM x

dx
V x x b

h
q l x x b

hc

k k

( )
( ) ( ) ( ) ( )= − = − −τ τ

2 2
, (90)

dN x

dx
x bc

k

( )
( )=τ , (91)

dN x

dx
x bk

k

( )
( )=τ .

(92)

Odpowiednik równania (45) przyjmuje wygl¹d:

d x

dx
x

Gq l x

sE b h
c c

2

2

2

2

6
0

τ λ τ( )
( )

( )− + − = ,
(93)

gdzie:

λ2 1 4
= +

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

G

s E t

b

E b h
k

k

c c

.
(94)

Ca³ka ogólna równania (93) wygl¹da nastêpuj¹co:

τ λ λ
λ

( ) cosh( ) sinh( )
( )

x C x C x
Gq l x

sE b h
c c

= + + −
1 2 2 2

6
. (95)

Pierwsza pochodna po x wynosi:

d x

dx
C x C x

Gq

sE b h
c c

τ λ λ λ λ
λ

( )
sinh( ) cosh( )= + −

1 2 2 2

6
. (96)

Odpowiednie warunki brzegowe mo¿na sformu³owaæ w postaci:

τ( )x =0 je¿eli x l= ,

N N

M
q

a al

k x b x

c x

, ,

, ( )

= =

= +

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

0

2
22

je¿eli x =0 .

Uwzglêdniaj¹c (36) do (38) oraz warunki brzegowe, dla x =0 otrzymujemy:

d x

dx

Gq a al

sE b h
c c

τ( ) ( )
,= − +3 22

2

co pozwala okreœliæ sta³e C
1

i C
2
:
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C
Gq

sE b h

a al
l

c c

1 2

2

3

3 2 2= + −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟λ λ

λtgh( ), C
Gq

sE b h

a al

c c

2 2

2

3

3 2 2= + −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟λ λ

(97)

i w konsekwencji równanie (95) mo¿na zapisaæ w postaci:

τ
λ λ

λ λ( ) [ ( )cosh( )x
Gq

sE b h

a al
l x

c c

= + −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

3 2 2
2

2

3
tgh − + −⎧

⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

sinh( )]
( )

.λ
λ

x
l x2

2

(98)

W przypadku, kiedy λl ma du¿¹ wartoœæ > 10, równanie (98) mo¿na zapisaæ:

τ
λ λ λ

λ( )
( )

x
Gq

sE b h

a al
e

l x

c c

x= + −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ + −⎡

⎣
⎢

−3 2 2 2
2

2

3 2

⎤

⎦
⎥ .

(99)

Maksymalne naprê¿enia œcinaj¹ce wyst¹pi¹ przy koñcu elementu przyklejanego,
wiêc dla x =0 i wówczas równanie (98) mo¿na zapisaæ w postaci:

τ
λ λ λmax

( )= + − + −⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

3 2 2 2
2

2

3 2

Gq

sE b h

a al l x

c c

.
(100)

W celu wyprowadzenia równania na naprê¿enia odrywaj¹ce w skleinie, analizê nale-
¿y rozpocz¹æ od równania (60) i (56)

d w

dx
E I Kw x Kw x

d x

dx
b

tk

k k k c k

4

4 2
+ = +( ) ( )

( )
,

τ (101)

d w

dx
E I M xc

c c c

2

2
= − ( ) .

(102)

Równanie momentu zginaj¹cego mo¿na przedstawiæ w postaci:

M x q a l a x q
a x

x b
h

dx
c c

x

( ) ( )( )
( )

( ) .= + + − + − ∫
2

02 2
τ (103)

Wstawiaj¹c równanie (99) do (103) oraz wprowadzaj¹c wartoœci graniczne ca³ki
otrzymujemy:

M x q
a

al lx
x q

a al
c
( ) (= + + −

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ − + −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

2 2
2

22 2 2
2

2η
λ

l e lx xx− + −⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

− λ ) ,2 2 (104)

gdzie:

η
λ

=
3

2

Gb

aE b h

k

c c

.
(105)

Wstawiaj¹c równanie (104) do (102) oraz ca³kuj¹c dwukrotnie po x otrzymujemy:
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w x
q

E I

a x alx lx x
c

c c

( ) = − + + −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞2 2 2 3 4

4 2 6 24 ⎠
⎟⎟ +

+ + −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ + −

−η
λ λ

λq
a al

x e lx xx

2
2

2

2 3
2

2

2

2

3 4 ( )
12

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ −

+Ax B

E I
c c

.

(106)

Sta³e A i B zostan¹ okreœlone po uwzglêdnieniu warunków brzegowych:

w x
c
( ) =0 dla x a= − ,

dw x

dx

c
( )

=0 dla x l= ,

A q
a l

al
l q

a l al
l l

= − + +
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ +

+ + −
⎛

⎝
⎜⎜2

2
3

2 2
3

2

2 3 2

2
2

3

2

η λ
⎞

⎠
⎟⎟ +

+ + −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

=

−

a al
e

B

l
2

2
2

2

λ λ

λ
,

− + + +
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ +

+

q
a a l

a l
al

a a

5

24

5

6 3

5

12

5

4 3
2 2

3

4 3

+
q

2

η
l

a l
al a al

a al

3
2

2

3

2

2
2

2 2
3 2

2 2

2

2

+ + − −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ +

+ + −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠

λ λ

λ
⎟ −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎫

⎬

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪

⎭

⎪
⎪

−e el aλ λ

λ λ2

,

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

(107)

co pozwala napisaæ:

w x
q

E I

a a l
a l

al a lx
al x

l x

c

c c

( ) =

+ + + + + +

+ −

5

24

5

6 3 2

3

4 3
2 2

3 2
2

3 a x alx lx x

a al

2 2 2 3 4

2

2

4 2 6 24

1

2

− − +

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

− +

+ +

( )

(

η

η
λ

− + +

− + −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ − + +

− −

x lx

a al
ae e e

x
el a l

2

2

2 2

2

2
2

)

η
λ λ λ λ

λ λ λ −⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

λ

λ

x

2

. (108)
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Pierwsza pochodna po x równania (99) wynosi:

d x

dx

Gq

sE b h
a al e

c c

xτ
λ λ

λ( ) = − + −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ +⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥

−3
2

2 2
2

2

2 2
.

(109)

Wstawiaj¹c równanie (108) i (109) do (101) otrzymujemy:

d w

dx

K

E I
w x

K

E I

q

E I

a a l
a l

al

k

k k

k

k k c c

4

4

4 3
2 25

24

5

6

+ =

=

+ + +

( )

3 2
2

3 2 2 2 3 4

3 2

3 4 2 6 24

+ + +

+ − − − +

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟a lx
al x

l x a x alx lx x

⎟
⎟
⎟

− +

+ + − + +

− + −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

( )

( )

1

2 2

2
2

2

2 2

2

2

η

η
λ

η
λ

a al x lx

a al
ae − − −

− + +
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥

λ λ λ λ

λ λ λ λ

l a l xe e
x

e
2 2

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

+

− + −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ −3

2
2

2
2

2

2

Gqb t

E I sE b h
a al ek

k k c c

x

λ
λ +⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥

2
2λ

. (110)

Je¿eli belka jest bardzo d³uga, przy β > 5, gdzie:

β = K

E I
k k

4
4 ,

(111)

równanie (110) mo¿na zapisaæ w postaci:

w x C e x C e x w x
k

x x

p
( ) cos sin ( )= + +− −

1 2
β ββ β , (112)

gdzie w x
p
( ) jest ca³k¹ szczególn¹ analizowanego równania ró¿niczkowego. Sk³ada

siê ona z dwóch czêœci, tj. wielomianu i funkcji wyk³adniczej. W naszym przypadku
mo¿na zapisaæ:
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w x
q

E I

a a l
a l

al a lx
al x

l x

p

c c

1

4 3
2 2

3 2
2

3

5

24

5

6 3 2

3

( ) =

+ + + + + +

+ − − − +

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

− +

+ +

a x alx lx x

a a

2 2 2 3 4

2

2

4 2 6 24

1

2

( )

(

η

η
λ

l x lx

a al
ae e e

x
l a l

− + +

− + −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ − +
⎛ − −

2

2

2 2

2

2
2

)

η
λ λ λ λ

λ λ λ

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

+

,− − −

⎫

⎬

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪

⎭

q

E I

Gb th

sE I

q

E I
c c

k

k k c c16

1

44 2 4β λ
η

β

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

(113)

w x
q

E I
a al

Gb t
p

k k

k

2 4 4

2

2

4

2

1

4
2

2 4
( )

( )
= −

+
+ −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ +

λ β λ
β η
λ

h

sE I
e

k k

x

8

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

− λ . (114)

Ca³ka szczególna analizowanego równania wynosi:

w x w x w x
p p p
( ) ( ) ( )= +

1 2
. (115)

Równanie (112) zawiera dwie nieznane sta³e. W tym przypadku mo¿emy post¹piæ po-
dobnie, jak z rozwi¹zaniem belki obci¹¿onej pojedyncz¹ si³¹ skupion¹ i zak³o¿yæ na
koñcu przyklejonego elementu fikcyjn¹ si³ê, która mo¿e byæ obliczona z równania
(53) i okreœlona jako:

T
dM

dx
V b

tk x

k x x k
= = −=

= =
,

,
0

0 0 2
τ ,

(116)

T
Gb tq

sE b h

a al lk

c c

= − + − +
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

3

2

2 2 2
2

2

3 2λ λ λ
.

(117)

Nastêpuj¹ce warunki brzegowe pozwol¹ rozwi¹zaæ problem:

d w

dx

d w

dx E I

dM

dx

T

E I

G

k

k

k k

k x

k k

2

2

3

3

0

0
0

0 1

( )

( ) ,

=

= − = − ==

,

b thq

sE I E I

a al lk

c c k k
8

2 2 22

3 2

+ − +
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

⎫

⎬
⎪
⎪

⎭
⎪
⎪λ λ λ
.

(118)

Druga i trzecia pochodna równania (112) wzglêdem x ma postaæ:

d w x

dx
C e x C e x

d w x

dx

k x x p
2

2

2
1

2
2

2

2 2
( )

sin cos
( )

= − +− −β β β ββ β
2

,
(119)
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d w x

dx
C e x C ek x

3

3

3
1

3
1

2 2
( )

sin= − +− −β β ββ βx

x x

x

C e x C e

cos

cos s

β

β β ββ β

+

+ +− −2 23
2

3
2

in
( )

βx
d w x

dx

p+
3

3
,

(120)

gdzie:

d w x

dx

q

E I

a l x
x

a

p

c c

2

2

2

2

4 4

2
1

4

( )
( ) ( )

=
+ −

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ − +

−
+

η

λ
λ β

2

2

4

2

4

2
2 4

4
+ −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ +
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥

−al
th

e x

λ
β η
λ

ψ λ
⎥
⎥
⎥

, (121)

d w x

dx

q

E I

a l x

a al

p

c c

3

3
3

4 4

2

2

1

4
2

2
( )

( )( )

=
+ − − +

+
+

+ −⎛
⎝

η

λ
λ β λ

⎜
⎞
⎠
⎟ +
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

−4

2

4

2

4β η
λ

ψ λth
e x

, (122)

przyjmuj¹c:

4 4ψ =
Gb

sE I

k

k k

.
(123)

Rozwi¹zanie równania (112) z uwzglêdnieniem warunków brzegowych (118) daje:

C
q

E I

a l th a al

c c

1

3

4

3

2

3 22
1

4

2 2 2

=

+ − + + − +
⎛
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⎞
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⎠
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2

2

3
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2

2

4

2

1
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2
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⎢
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⎥
⎥

ψ 4
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(124)

C
q

E I
a al
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c c

2

2

2 4 4

2
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4
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4
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2
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+
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⎜

⎞
⎠
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λ
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( ) ⎝
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⎠
⎟⎟

⎡
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Uwzglêdniaj¹c równanie (108) i (56) otrzymujemy:
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Naprê¿enia odrywaj¹ce w skleinie uzyskuj¹ swoje maksymalne wartoœci tu¿ przy koñcu
elementu przyklejonego. Dla x =0 równanie (126) ma postaæ:
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5. PODSUMOWANIE

Przedstawione w artykule rozwa¿ania stanowi¹ w zakresie liniowo sprê¿ystym œcis³e
rozwi¹zanie stanu przemieszczenia i naprê¿enia w p³aszczyŸnie skleiny konstrukcji
wzmacnianej przez doklejanie dodatkowego elementu stalowego lub kompozytowe-
go. Rozwa¿ania te daj¹ mo¿liwoœæ rozpoznania poziomu si³ wewnêtrznych
dzia³aj¹cych w zespoleniu, zw³aszcza na koñcach doklejonych elementów. S¹ one
niezwykle przydatne dla okreœlania skutków wywo³anych ró¿nymi czynnikami, a w
szczególnoœci zró¿nicowan¹ rozszerzalnoœci¹ ciepln¹ materia³ów kompozytowych i
betonu lub stali oraz gruboœci¹ skleiny.
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WYKAZ PODSTAWOWYCH OZNACZEÑ

Indeksy:

c – dotyczy betonu,

k – dotyczy elementu doklejonego.

Wielkie litery ³aciñskie:

A – pole przekroju poprzecznego,

E – modu³ Younga,

G – modu³ Kirchhoff'a,

I – moment bezw³adnoœci,

L – rozpiêtoœæ,

M – moment zginaj¹cy,

N – si³a pod³u¿na,

P – si³a skupiona,

T – si³a poprzeczna na krawêdzi elementu spe³niaj¹ca warunek równowagi,

V – si³a poprzeczna,

W – wskaŸnik wytrzyma³oœci,

Ma³e litery ³aciñskie:

a – odleg³oœæ,

b – szerokoœæ,

h – wysokoœæ,

l – d³ugoœæ,

s – gruboœæ skleiny,

q – intensywnoœæ obci¹¿enia,

t – gruboœæ,

u – przemieszczenie w kierunku osi x,

w – przemieszczenie w kierunku osi y,
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Ma³e litery greckie:

ε – odkszta³cenia,

τ – naprê¿enia œcinaj¹ce,

σ – naprê¿enia normalne,

x – zmienna niezale¿na wzd³u¿ osi x

SHEAR AND PEELING STRESSES IN ADHESIVE JOINTS

Abstract

This paper discusses elastic analysis of the shear and peeling stresses. The method to

strengthen a structure with steel plates glued to it has been used in Poland since the mid 60’s.

However, the theory behind the strengthening methods has not been given much interest and

most efforts have been invested in the experimental tests. However, since the mid 80’s

different theories have been proposed and methods to calculate forces and stresses in the

adhesive layer have been presented. The theories have so far mostly dealt with linear elastic

conditions, but also some theories regarding non elastic conditions and fracture mechanics

have been presented. They can be used for the strengthening of concrete structures. In this

paper the differential equations describing stresses in the adhesive layer are presented. This is

done both for a beam under a single transverse load or distributed load and strengthened in

bending with a single epoxy glued plate.
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