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W MOSTACH ZESPOLONYCH

STRESZCZENIE. Praca dotyczy analizy si³ wewnêtrznych i przemieszczeñ w dŸwigarach

g³ównych mostów wykonanych z belek stalowych, zespolonych w sposób podatny z betonow¹

p³yt¹ pomostow¹. Omówiono w niej: sposoby konstruowania p³yt pomostowych, stosowane

rodzaje ³¹czników zespalaj¹cych, wyniki badañ podatnoœci zespolenia. Przedstawiono piêæ

modeli ujêcia zjawiska podatnoœci zespolenia w dŸwigarach zginanych. Skupiono siê na

rozwi¹zaniu problemu w postaci analitycznej - równañ ró¿niczkowych. Poddano analizie

stosowane dwa ujêcia rozwi¹zania zagadnienia wspó³dzia³ania elementów dŸwigara

zespolonego, daj¹ce w wyniku rozwi¹zania si³y wewnêtrzne lub przemieszczenia. Wykazano,

¿e mieszane rozwi¹zanie jest efektywniejsze, daje bowiem dok³adne wyniki, zarówno w

zakresie si³ wewnêtrznych, jak i przemieszczeñ. Analizê problemu z u¿yciem klasycznego

parametru, charakteryzuj¹cego podatnoœæ zespolenia C
z
, uzupe³niono o w³asne wskaŸniki µ

oraz β. Wykazano, ¿e wskaŸniki µ i β daj¹ informacje wy³¹cznie o rozk³adzie naprê¿eñ w

przekroju poprzecznym dŸwigara. Funkcje C x
z
( ) i M x( ) maj¹ istotny wp³yw na rozk³ad si³

wewnêtrznych na ca³ej d³ugoœci dŸwigara, a wiêc równie¿ na µ( )x i β( )x . Podane w pracy

przyk³ady numeryczne daj¹ obraz zale¿noœci pomiêdzy C x
z
( ) i M x( ) oraz µ( )x i β( )x .

1. WPROWADZENIE

Konstrukcja zespolona sk³ada siê z elementów wykonanych z ró¿nych materia³ów, o
ró¿nych cechach fizycznych, wspó³pracuj¹cych ze sob¹ dziêki specjalnie zaprojekto-
wanym ³¹cznikom, zapewniaj¹cym ich trwa³e wspó³dzia³anie. Elementy konstrukcji
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zespolonej dobiera siê zazwyczaj w taki sposób, aby wykorzystaæ ich w³aœciwoœci wy-
trzyma³oœciowe oraz cechy u¿ytkowe, odpowiednio do ich po³o¿enia w konstrukcji mo-
stu. Klasycznym uk³adem zespolonym o efektywnie wykorzystanych w³asnoœciach
materia³ów jest dŸwigar utworzony ze stalowej belki pe³noœciennej wspó³pracuj¹cy z
betonow¹ (zbrojon¹) p³yt¹ pomostow¹ w moœcie jednoprzês³owym. Zrealizowany w
ten sposób dŸwigar charakteryzuje siê wieloma zaletami [1 - 2]: ma³¹ wysokoœci¹ kon-
strukcyjn¹, oszczêdnoœci¹ stali, zapewnieniem zwiêkszonej sztywnoœci na obci¹¿enia
pionowe i poziome. Bardzo wa¿ne dla eksploatacji mostu drogowego jest uzyskanie z
p³yty betonowej dobrego pod³o¿a pod nawierzchniê asfaltow¹.

Po³¹czone elementy wykonane z tych samych materia³ów, np. w ca³oœci zrealizowane
jako betonowe czy drewniane, ale w ró¿nych cyklach wytwórczych, tak¿e tworz¹
dŸwigar zespolony. Istotne s¹ bowiem w tym przypadku odmienne w³aœciwoœci wy-
trzyma³oœciowe i fizyczne po³¹czonych elementów. Równie¿ w przypadku, gdy uk³ad
zrealizowany jest z identycznego tworzywa, lecz gdy elementy nie s¹ po³¹czone w
sposób zapewniaj¹cy zgodnoœæ odkszta³ceñ mamy do czynienia z uk³adem zespolo-
nym, a po³¹czenie elementów traktujemy jako podatne. Na rysunku 1 podano
przyk³ady uk³adów stosowanych w in¿ynierii mostowej, wykonanych ze:

a) stali i betonu zbrojonego,

b) betonu sprê¿onego (lub betonu zbrojonego) i betonu zbrojonego,

c) drewna (klejonego) i betonu zbrojonego,

d) stalowych profili dwuteowych, obetonowanych,

e) rur stalowych wype³nionych betonem (rurobetonowych - CFST).

Najczêœciej stosowane w budownictwie s¹ dŸwigary z belek stalowych, zespolonych z
betonow¹ p³yt¹ pomostow¹. S¹ one realizowane od po³owy ubieg³ego stulecia. Pier-
wotnie nie uwzglêdniano jakiejkolwiek wspó³pracy obu czêœci przekroju (belki i p³yty
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Rys.1. Rodzaje przekrojów zespolonych
Fig.1. Types of composite section



pomostowej) i nie stosowano elementów, które zapewnia³yby zespolenie. P³yta beto-
nowa pe³ni³a wiêc jedynie funkcjê pomostu przekazuj¹cego obci¹¿enie na dŸwigary,
natomiast o noœnoœci uk³adu decydowa³a czêœæ stalowa. Jak pokazuj¹ badania [3], na-
wet przy braku specjalnych ³¹czników zespalaj¹cych obie czêœci przekroju, wspó³pra-
cuj¹ one ze sob¹ w pewnym stopniu przy zginaniu dziêki si³om przyczepnoœci. Po ich
zniszczeniu, wzajemnemu wspó³dzia³aniu sprzyjaj¹ si³y tarcia betonu o stal. Oba te
efekty mog¹ byæ traktowane jako zapewniaj¹ce dodatkowy zapas bezpieczeñstwa
dŸwigara zespolonego, nie powinny byæ jednak brane przez projektantów pod uwagê
ze wzglêdu na trudne do okreœlenia wartoœci i losowy charakter wystêpowania.

W dŸwigarach ci¹g³ych wieloprzês³owych, w strefach momentów ujemnych, nad
podporami poœrednimi, po¿¹dane jest wykonywanie ¿elbetowych p³yt dolnych, pod-
legaj¹cych œciskaniu oraz (lub) zastosowanie sprê¿enia w p³ycie górnej, rozci¹ganej.
W niektórych krajach praktykowane jest tak¿e obetonowanie dŸwigarów stalowych
na odcinkach przypodporowych [4]. Z drugiej strony zastosowanie w przekroju ze-
spolonym dwóch materia³ów o zupe³nie innych w³asnoœciach, jak równie¿ elementów
³¹cz¹cych, komplikuje projektowanie takich konstrukcji. Obliczanie naprê¿eñ w
dŸwigarze zespolonym jest utrudnione z uwagi na:

– wp³yw czynników reologicznych powoduj¹cych zmianê, w funkcji czasu, od-
kszta³ceñ jednostkowych i naprê¿eñ przy dzia³aniu obci¹¿eñ sta³ych,

– wp³yw zmian modu³u sprê¿ystoœci betonu p³yty pomostowej w czasie,

– wp³yw stanów monta¿owych, a w szczególnoœci schematów statycznych kon-
strukcji w ró¿nych fazach pracy dŸwigarów, przed i po zespoleniu.

Z podanych wy¿ej wzglêdów nie mo¿na sumowaæ globalnych si³ przekrojowych (M ,
N , T) w dŸwigarze zespolonym, mo¿na jedynie dodawaæ skutki dzia³ania obci¹¿eñ,
czyli naprê¿enia.

Pierwsze mosty zespolone, w których do po³¹czenia obu czêœci przekroju zastosowano
specjalnie konstruowane elementy zespalaj¹ce, a wiêc projektowane z uwzglêdnieniem
zespolenia, zbudowano na pocz¹tku lat trzydziestych XX wieku miêdzy innymi w USA
oraz Australii. Obecnie interesuj¹ce rozwi¹zania mo¿na zaobserwowaæ w sposobach
kszta³towania elementów mostów zespolonych [5 - 6]. W wielu krajach pojawi³y siê
konstrukcje, czêsto kompleksowe systemy, prefabrykowanych pomostów konkuren-
cyjne do monolitycznych p³yt ¿elbetowych. Zmiany zasz³y równie¿ w elementach ze-
spalaj¹cych dŸwigar stalowy z p³yt¹ pomostow¹ (rys. 2). Pocz¹tkowo stosowane by³y
³¹czniki sztywne w postaci opórek wykonywanych z blach lub profili walcowanych i
spawanych do górnych pasów belek stalowych. Pomimo dobrze rozpoznanych zasad
wytê¿enia, konstruowania i obliczania takiego po³¹czenia, wkrótce rozpoczêto poszu-
kiwania ³¹czników nowej generacji, czego g³ównym powodem by³a du¿a czasoch³on-
noœæ wykonania opórek. Nowy typ ³¹czników zespalaj¹cych w postaci wiotkich
sworzni lub prêtów, o œrednicy wynosz¹cej najczêœciej od 10 do 25 mm, ca³kowicie
zdominowa³ sposób konstruowania zespolenia. Proces spawania nawet bardzo du¿ej li-
czby sworzni odbywa siê szybko dziêki u¿yciu automatów spawalniczych, co pozwala
tak¿e na obni¿enie kosztów wykonania niezbêdnej liczby ³¹czników. W chwili obecnej
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jest to najczêœciej stosowany sposób zapewnienia zespolenia w dŸwigarach stalowo -
betonowych. Nowym typem elementów ³¹cz¹cych, który w bliskiej przysz³oœci mo¿e
zostaæ szerzej zastosowany, s¹ ³¹czniki listwowe, wykonywane w postaci blach perfo-
rowanych [7]

2. PODATNOŒÆ PRZEKROJU ZESPOLONEGO

2.1. £¥CZNIKI

Elementem decyduj¹cym o skutecznoœci wspó³dzia³ania czêœci dŸwigara zespolonego
s¹ ³¹czniki przyspawane do pó³ki górnej belki stalowej, przenosz¹ce si³y powstaj¹ce
w styku. Zastosowanie liczby ³¹czników (o okreœlonej geometrii i przy danych
obci¹¿eniach), powy¿ej której noœnoœæ ca³ego przekroju nie zwiêksza siê, okreœla siê
jako po³¹czenie pe³ne (ang. full shear connection) [8]. O noœnoœci konstrukcji nie
decyduje wówczas wytê¿enie elementów ³¹cz¹cych.

We wspó³czesnych mostowych konstrukcjach zespolonych najczêœciej stosowane s¹
sworznie. Zalicza siê je do grupy tzw. ³¹czników podatnych. Ich sztywnoœæ nie zapo-
biega mo¿liwoœci powstania poœlizgu rozumianego jako przemieszczenie p³yty ¿elbe-
towej wzglêdem powierzchni pasa górnego belki stalowej (rys. 3a). Sam¹ sztywnoœæ
po³¹czenia definiuje siê jako stosunek si³y dzia³aj¹cej w po³¹czeniu (styku) do warto-
œci powsta³ego przemieszczenia – im wiêkszy poœlizg tym wiêksza podatnoœæ
po³¹czenia. Zmienia siê równie¿ rozk³ad odkszta³ceñ na wysokoœci dŸwigara. Zasada
p³askich przekrojów przestaje obowi¹zywaæ dla ca³ego przekroju zespolonego i mo¿-
na j¹ jedynie przyjmowaæ oddzielnie dla obu elementów sk³adowych (rys. 3b). Kon-
sekwencj¹ tego jest redystrybucja si³ wewnêtrznych pomiêdzy czêœci¹ stalow¹ i
betonow¹ przekroju i redukcja jego sztywnoœci giêtnej, a zatem wzrost ugiêæ dŸwiga-
ra. Powy¿sze cechy charakteryzuj¹ po³¹czenia podatne polegaj¹ce na braku pe³nego
wspó³dzia³ania tych czêœci w przekroju zespolonym (ang. partial shear interaction).
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Rys.2. Rodzaje ³¹czników zespalaj¹cych. a) opórki, b) sworznie, c) listwy

Fig.2. Types of shear connectors: a) channel connector, b) stud, c) perforated connector



Czêste jest równie¿ rozwi¹zanie polegaj¹ce na stosowaniu ograniczonej liczby ³¹czni-
ków, wystarczaj¹cej dla uzyskania po³¹czenia czêœciowego (ang. partial shear conne-
ction [8]). Sytuacja taka mo¿e zaistnieæ, gdy k³opotliwe lub niemo¿liwe jest
przymocowanie do belki du¿ej liczby ³¹czników, np. w przypadku stosowania prefa-
brykowanych p³yt pomostowych lub p³yty monolitycznej wykonanej na blasze trape-
zowej, pe³ni¹cej funkcjê deskowania traconego. Tym wiêkszego znaczenia nabiera
wówczas uwzglêdnienie zjawiska podatnoœci po³¹czenia w analizie pracy uk³adu.
DŸwigary zespolone (rys. 1), w których uwzglêdnia siê poœlizg w p³aszczyŸnie zespo-
lenia wykonywane s¹ jako przekroje z³o¿one:

• ze stali i betonu po³¹czonych sworzniami,

• z drewna (lub drewna klejonego) zespolonego z p³yt¹ betonow¹ lub z p³yt¹ z
drewna klejonego,

• inne konstrukcje: np. dŸwigary SSP (ang. stressed skin panels) [9] z drewna ze-
spolonego z p³yt¹ ¿elbetow¹, po³¹czonych z pasem blachy stalowej.

W pracy ograniczono siê do przypadku czêœciowego zespolenia belek stalowych z
p³yt¹ betonow¹, które s¹ najpowszechniej stosowane w konstrukcjach mostowych.

2.2. BADANIA PODATNOŒCI ZESPOLENIA

Badania „push-out”

Badania maj¹ na celu wyznaczenie noœnoœci i sztywnoœci ³¹czników sworzniowych
poprzez okreœlenie przemieszczenia w po³¹czeniu œcinanym, wynikaj¹cego z od-
kszta³calnoœci sworzni. Z uwagi na prostotê i najmniejszy koszt, najwiêcej badañ
przeprowadzanych jest t¹ metod¹. Testowana próbka sk³ada siê zwykle z fragmentu
stalowej belki dwuteowej, do pó³ek której przyspawane s¹ najczêœciej po cztery
³¹czniki, zespolonej obustronnie ze zbrojon¹ p³yt¹ betonow¹. W celu wyeliminowa-
nia wp³ywu si³ przyczepnoœci na pracê po³¹czenia, powierzchnia styku jest pokrywa-
na warstw¹ antysczepn¹, przez co ca³a si³a przenoszona jest tylko przez ³¹czniki.
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Rys.3. Charakterystyczne deformacje belki podatnie zespolonej

a) przemieszczenia, b) odkszta³cenia

Fig.3. Characteristic deformations of a beam with flexible connection:

a) displacements, b) deformations



Stosowane w wielu oœrodkach modyfikacje testu (ró¿na geometria próbek, liczba
³¹czników, sposób przy³o¿enia obci¹¿enia) powoduj¹ niestety, ¿e czêsto trudno bez-
poœrednio porównywaæ otrzymywane rezultaty. Na przyk³ad w pracy [10] opisano ba-
dania przeprowadzone przy zastosowaniu próbek o jednej p³aszczyŸnie œcinania (ang.
single push-out test).

Wœród testów „push-out” mo¿na wyró¿niæ miêdzy innymi:
– badania pod obci¹¿eniem zwiêkszaj¹cym siê jednostajnie od zera a¿ do wartoœci

niszcz¹cej po³¹czenie [10 - 13],

– badania zmêczeniowe pod obci¹¿eniem typu cyklicznego [14 - 16] czêsto z na-
przemiennym zwrotem (ang. reversed cyclic loading) [15 - 17].

Wynikiem uzyskiwanym z badañ s¹ wykresy przedstawiaj¹ce wartoœci poœlizgu w
styku w funkcji wielkoœci dzia³aj¹cego obci¹¿enia (rys. 4). S¹ one podstaw¹ do okre-
œlenia noœnoœci oraz sztywnoœci ³¹czników (dla badañ zmêczeniowych zale¿nych od
liczby cykli obci¹¿enia). W trakcie badañ mierzone mog¹ byæ tak¿e odkszta³cenia po-
wstaj¹ce w ³¹cznikach w wyniku ich deformacji pod wp³ywem przy³o¿onego obci¹¿e-
nia [18].

Badania belek zespolonych

Bardziej z³o¿one badania laboratoryjne przeprowadzane s¹ na belkach zespolonych o
rozpiêtoœciach wynosz¹cych zazwyczaj do kilku metrów. W stosunkowo wierny spo-
sób odzwierciedlaj¹ one pracê rzeczywistych dŸwigarów: sposób obci¹¿enia – si³y
dzia³aj¹ prostopadle do osi dŸwigara i warunki podparcia. Po³¹czenie realizowane jest
przy znacznie wiêkszej liczbie sworzni ni¿ ma to miejsce w próbkach œcinanych, dla-
tego znacznie mniejszy jest wp³yw takich czynników jak sposób przy³o¿enia obci¹¿e-
nia czy ewentualne wady ³¹czników. Mo¿liwe jest ró¿nicowanie ich zagêszczenia na
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Rys.4. Rezultaty badañ zale¿noœci δ( )T

a) obci¹¿enie statyczne [15], b) obci¹¿enie cykliczne o zmiennym zwrocie si³y [16]

Fig.4. Results of δ( )T dependence investigation

a) static loading [15], b) reversed cyclic loading [16]



d³ugoœci dŸwigara w zespoleniu o zmiennej sztywnoœci. Z drugiej strony, zazwyczaj ba-
dana jest niewielka partia dŸwigarów, a ze wzglêdu na du¿e zró¿nicowanie typów bada-
nych belek (geometrii, wymiarów i materia³ów) trudno jest porównywaæ ze sob¹
otrzymywane wyniki i wyci¹gaæ wi¹¿¹ce wnioski. Podobnie jak w badaniach „push-
out” obci¹¿enie belki narasta quasistatycznie a¿ do wartoœci niszcz¹cej konstrukcjê
[19 - 20] lub jest cykliczne w próbie zmêczenia po³¹czenia [20]. Podczas badañ rejestro-
wane s¹ ugiêcia dŸwigara, odkszta³cenia jego elementów, ró¿nice odkszta³ceñ w styku
oraz wartoœci poœlizgów na d³ugoœci elementu w funkcji obci¹¿enia.

Badania obiektów

Realizowane s¹ zwykle jako badania odbiorcze mostów zespolonych g³ównie w celu
porównania ugiêæ przês³a od okreœlonego obci¹¿enia zestawem pojazdów z wartoœci¹
obliczon¹ na podstawie modelu. Z uwagi na podatnoœæ zespolenia mo¿liwe jest uzy-
skanie mniejszych sztywnoœci dŸwigarów, pomimo istotnego wp³ywu nawierzchni i
innych elementów wyposa¿enia. Wyniki pomiarów w zakresie odkszta³ceñ jedno-
stkowych na wysokoœci belki mog¹ powodowaæ problemy z ich interpretacj¹ [21].

2.3. �RÓD£A PODATNOŒCI ZESPOLENIA

Noœnoœæ i sztywnoœæ po³¹czenia zale¿y od wielu czynników, miêdzy innymi: kszta³tu
³¹cznika, w³asnoœci betonu p³yty pomostowej, rodzaju obci¹¿enia, wp³ywu si³ przy-
czepnoœci i tarcia, dok³adnoœci wykonania po³¹czenia.

Kszta³t ³¹cznika

W przypadku ³¹czników sworzniowych zwiêkszenie smuk³oœci ³¹cznika wp³ywa na
wzrost, natomiast zmniejszenie na spadek jego podatnoœci [22].

Klasa wytrzyma³oœci i wiek betonu p³yty

W przypadku stosowania betonów niskich klas, podatnoœæ zespolenia jest wiêksza ni¿
dla betonów wysokowartoœciowych [4, 23] (rys. 5). Inny jest tak¿e mechanizm znisz-
czenia po³¹czenia [24]. W betonach o niskiej wytrzyma³oœci d³u¿sza jest ga³¹Ÿ plasty-
czna wykresu, dziêki czemu mo¿liwa jest redystrybucja obci¹¿enia na pozosta³e
sworznie pracuj¹ce w po³¹czeniu. W przypadku ³¹cznika pracuj¹cego w betonie wy-
sokiej klasy, po rozpoczêciu rozwoju strefy plastycznej w trzonie sworznia nastêpuje
jego nag³e zniszczenie. Jak pokazuj¹ badania i analizy modelowe [24] ró¿na jest te¿
postaæ deformacji ³¹cznika i w innych jego czêœciach rozpoczyna siê uplastycznienie
materia³u.
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Procesy reologiczne zachodz¹ce w betonie wp³ywaj¹ na stopieñ podatnoœci zespole-
nia. Mo¿na stwierdziæ [25, 26], ¿e im bardziej podatne jest po³¹czenie, tym mniejszy
wp³yw np. na ugiêcie dŸwigara ma pe³zanie betonu p³yty pomostowej (rys. 6). Jest to
spowodowane faktem, ¿e o ca³kowitej sztywnoœci giêtnej belki zespolonej, wraz z re-
dukcj¹ sztywnoœci po³¹czenia, w coraz mniejszym stopniu decyduje czêœæ betonowa
przekroju, a w coraz wiêkszym stalowa. Tym samym maleje wp³yw pe³zania betonu
na zmianê ugiêæ, czy rozk³ad si³ wewnêtrznych.
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Rys.6. Ugiêcia dŸwigara podatnie zespolonego w czasie [26]

Fig.6. Time dependent deflection of composite beam with flexible connection [26]

Rys.5. Wp³yw klasy wytrzyma³osci betonu na podatnoœæ ³¹cznika [23]

Fig.5. Influence of concrete strength on flexibility of connector [23]



Dla sztywnoœci zespolenia dŸwigara znaczenie ma wiek betonu p³yty podczas jego
obci¹¿enia. £¹czniki pracuj¹ce w betonie bardzo m³odym wykazuj¹ stosunkowo nie-
wielk¹ sztywnoœæ [11], która jednak szybko d¹¿y do wartoœci koñcowej i po pier-
wszym dniu dojrzewania ulega ju¿ tylko niewielkim zmianom (rys. 7). Wczesne
obci¹¿enie konstrukcji mo¿e zredukowaæ koñcow¹ sztywnoœæ zespolenia [11] i zmie-
niæ kszta³t œcie¿ki okreœlaj¹cej zale¿noœæ pomiêdzy si³¹ a przemieszczeniem w styku
(ma³a sztywnoœæ pocz¹tkowa). Istotna jest wiêc historia obci¹¿enia dŸwigara. Naj-
wiêksze znaczenie spostrze¿enia te mog¹ mieæ dla zespolonych konstrukcji mosto-
wych wykonywanych etapami, gdzie kolejne segmenty betonowej p³yty pomostowej
szybko poddawane s¹ oddzia³ywaniu obci¹¿eñ ró¿nego typu np. technologicznych.

Intensywnoœæ i rodzaj obci¹¿enia

Zachowanie po³¹czenia jest zale¿ne od rodzaju obci¹¿enia dzia³aj¹cego na konstru-
kcjê. W obiektach mostowych dominuj¹cymi obci¹¿eniami przenoszonymi przez
³¹czniki s¹ obci¹¿enia zmienne. Dlatego oddzia³ywania te s¹ szczególnie wa¿ne w
kontekœcie analizy sztywnoœci i trwa³oœci zmêczeniowej po³¹czenia. Jedne z pier-
wszych testów zmêczeniowych ³¹czników podatnych prowadzono w latach szeœæ-
dziesi¹tych ubieg³ego wieku w USA [27], gdzie okreœlano noœnoœæ ³¹czników, bez
okreœlania zwi¹zków pomiêdzy liczb¹ cykli obci¹¿enia i wartoœciami przyrostów po-
œlizgu w po³¹czeniu. Pierwsze zale¿noœci zmiany przemieszczenia w styku od liczby
cykli obci¹¿enia i zakresu dzia³aj¹cej si³y wyprowadzono w latach siedemdziesi¹tych
dwudziestego wieku [28] i od tego czasu nast¹pi³ intensywny rozwój badañ w tym
kierunku [15 - 17]. Równolegle prowadzone by³y testy zmêczeniowe dŸwigarów ze-
spolonych wykonanych w skali naturalnej [20]. Najistotniejsze, z punktu widzenia
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Rys.7. Wp³yw wieku betonu na sztywnoœæ po³¹czenia [11]

Fig.7. Influence of concrete age on stiffness of the connection [11]



analizy zagadnienia po³¹czenia dŸwigarów zespolonych, wnioski p³yn¹ce z przepro-
wadzonych badañ s¹ nastêpuj¹ce:

– noœnoœæ po³¹czenia poddanego obci¹¿eniom cyklicznym jest mniejsza od noœ-
noœci pod obci¹¿eniem statycznym,

– sztywnoœæ zespolenia ulega redukcji wraz z kolejnymi cyklami obci¹¿enia,

– na spadek sztywnoœci wp³ywa zakres zmiennoœci si³y,

– wraz z kolejnymi cyklami obci¹¿enia nastêpuj¹ przyrosty wartoœci poœlizgu w
styku (ang. incremental slip),

– zmniejszenie sztywnoœci po³¹czenia nastêpuje nawet przy stosunkowo niewiel-
kich obci¹¿eniach, nie przekraczaj¹cych 40 % noœnoœci ³¹czników.

Odrêbnym zagadnieniem, które nie bêdzie szerzej komentowane, jest oddzia³ywanie
obci¹¿eñ typu sejsmicznego, generuj¹cych w styku si³y o naprzemiennym zwrocie
[16]. Jest to bardziej niekorzystne ni¿ przypadek obci¹¿enia jednokierunkowego i w
wiêkszym stopniu redukuje wartoœæ sztywnoœci zespolenia. Powoduje powstawanie
w po³¹czeniu „luzów”, czyli stref poœlizgu, kiedy ³¹cznik nie przejmuje obci¹¿enia
[29].

Si³y przyczepnoœci

W styku stali i betonu dŸwigarów zespolonych powstaj¹ si³y przyczepnoœci zwiê-
kszaj¹ce sztywnoœæ po³¹czenia. W badaniach efekt ten bywa najczêœciej eliminowany
poprzez pokrycie powierzchni dŸwigara warstw¹ poœlizgow¹, czego nie stosuje siê w
rzeczywistych konstrukcjach. Znaczenie udzia³u tych si³ potwierdzaj¹ przeprowadzo-
ne badania [18], dowodz¹ce, ¿e a¿ do chwili zniszczenia przyczepnoœci ³¹cznik pra-
ktycznie nie jest obci¹¿ony, odkszta³cenia pomierzone w jego trzonie s¹ zbli¿one do
wartoœci zerowej. Poniewa¿ jednak wi¹zania przyczepnoœci mog¹ zostaæ zerwane na
skutek u¿ytkowania obiektu, niebezpieczne by³oby uwzglêdnianie ich udzia³u w
przenoszeniu obci¹¿eñ dzia³aj¹cych w styku. Podobnie jest w przypadku si³ tarcia o
trudnej do okreœlenia wartoœci pojawiaj¹cych siê pomiêdzy powierzchni¹ stali i beto-
nu po zniszczeniu przyczepnoœci.

2.4. SPOSOBY UJÊCIA PODATNOŒCI ZESPOLENIA

Wœród stosowanych opisów zagadnienia zespolenia podatnego mo¿na wyró¿niæ mo-
dele liniowe oraz nieliniowe. Niezale¿nie od przyjêtego podejœcia, autorzy prac przyj-
muj¹ w wiêkszoœci nastêpuj¹ce za³o¿enia:

• spe³nienie zasady p³askich przekrojów oddzielnie w ka¿dym z elementów prze-
kroju,

• brak mo¿liwoœci odrywania p³yty od belki - jednakowa krzywizna obu czêœci
przekroju zespolonego,

• pominiêcie wp³ywu si³ przyczepnoœci i tarcia - po³¹czenie mechaniczne.
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Modele liniowe

Podstawy stosowanego do chwili obecnej opisu pracy dŸwigara zespolonego, przy
uwzglêdnieniu niepe³nej wspó³pracy obu jego czêœci, stworzy³ Newmark [30]. Przy
za³o¿eniu liniowej zale¿noœci pomiêdzy si³¹ dzia³aj¹c¹ w po³¹czeniu i wartoœci¹ prze-
mieszczenia w styku oraz dla liniowo-sprê¿ystego modelu zachowania materia³ów
sformu³owa³ równanie ró¿niczkowe drugiego rzêdu dla dŸwigara obci¹¿onego mo-
mentem zginaj¹cym. Newmark pomin¹³ sztywnoœæ giêtn¹ p³yty, czego efektem by³
brak uwzglêdnienia momentu zginaj¹cego powstaj¹cego w czêœci betonowej przekro-
ju. Przytoczona teoria sta³a siê podstaw¹ dla wielu modeli opisuj¹cych zagadnienie
zespolenia podatnego dŸwigara, poddanego zarówno obci¹¿eniom krótkotrwa³ym,
jak i d³ugotrwa³ym [25 - 26]. W wielu przypadkach mo¿liwe jest otrzymanie roz-
wi¹zañ dok³adnych. Koniecznoœæ doboru odpowiednich warunków brzegowych (co
dla belek ci¹g³ych mo¿e byæ bardzo trudne) sprawia, ¿e dogodne jest tworzenie dys-
kretnych modeli numerycznych ujmuj¹cych zagadnienie. Stosowanie procedur itera-
cyjnych [26] pozwala na uwzglêdnienie, przy wykorzystaniu ujêcia liniowego, zmian
charakterystyk materia³owych (procesy reologiczne) lub sztywnoœci zespolenia w
funkcji obci¹¿enia. Tworzone s¹ równie¿ elementy skoñczone modeluj¹ce po³¹czenie
podatne o sta³ej sztywnoœci [31 - 32]. Ten sposób opisu zagadnienia, pomimo swych
ograniczeñ, w dalszym ci¹gu [31, 33 - 35] jest powszechnie wykorzystywany. Pozwa-
la na ró¿norodn¹ i wszechstronn¹ analizê problemu i umo¿liwia jego rozwi¹zywanie
np. przy uwzglêdnieniu zmiennego rozk³adu sztywnoœci zespolenia, czy przyjêciu lo-
sowych parametrów zadania.

Modele nieliniowe

Sztywnoœæ po³¹czenia wykonanego przy zastosowaniu podatnych ³¹czników sworz-
niowych ma w ogólnym przypadku naturê nieliniow¹. W zakresie obci¹¿eñ u¿ytko-
wych mo¿na przyjmowaæ model liniowy sztywnoœci po³¹czenia, niezale¿ny od
obci¹¿enia, chocia¿ sztywnoœæ ta maleje wraz z kolejnymi cyklami dzia³ania si³y.
Przy obci¹¿eniu zbli¿aj¹cym siê do powoduj¹cego zniszczenie ³¹cznika, nastêpuje
nag³y przyrost poœlizgu, a tym samym sztywnoœæ szybko maleje w sposób nieliniowy.
W analizach mog¹ byæ tak¿e uwzglêdniane nieliniowoœci fizyczne i geometryczne.

W tym podejœciu najczêœciej wykorzystywana jest metoda elementów skoñczonych.
Tworzone elementy skoñczone dŸwigara zespolonego musz¹ uwzglêdniaæ mo¿liwoœæ
pojawienia siê poœlizgu w p³aszczyŸnie zespolenia; przekrój rozdziela siê na czeœæ sta-
low¹ i betonow¹ po³¹czone sprê¿yœcie. W wêz³ach elementu przyjmowane s¹ odpo-
wiednie stopnie swobody: translacje wzd³u¿ osi osobne dla belki i p³yty, przemie-
szczenia pionowe oraz rotacja [36 - 37], ewentualnie tak¿e pochodne przemieszczeñ
poziomych [38]. W analizach wykorzystywane s¹ najczêœciej jednowymiarowe ele-
menty skoñczone [36, 39 - 40]. Stosowane jest podejœcie polegaj¹ce na wyznaczeniu
przemieszczeñ wêz³owych (ang. displacement-based approach) [39], si³ wêz³owych
(ang. force-based approach) [36, 41] lub podejœcie mieszane.
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Tworzone s¹ równie¿ dok³adniejsze modele konstrukcji ca³ego dŸwigara [42] lub
szczegó³owo odwzorowuj¹ce pracê ³¹cznika [24]. Dominuj¹ modele z³o¿one z dwu- i
trójwymiarowych elementów skoñczonych, do których budowy wykorzystywane s¹
profesjonalne programy obliczeniowe MES. Ich biblioteki oferuj¹ elementy o chara-
kterystykach nieliniowych, w tym tak¿e sprê¿yste, modeluj¹ce po³¹czenie [43]. Alter-
natyw¹ dla korzystania z metody elementów skoñczonych jest podejœcie polegaj¹ce
na aproksymacji si³ wewnêtrznych dŸwigara podatnie zespolonego funkcjami
spe³niaj¹cymi równania równowagi i zwi¹zki konstytutywne [44].

3. MODELE PO£¥CZEÑ ELEMENTÓW

3.1. PARAMETRY OPISUJ¥CE STOPIEÑ ZESPOLENIA

Podstawowym parametrem okreœlaj¹cym podatnoœæ po³¹czenia jest sztywnoœæ poje-
dynczego ³¹cznika c

z
, definiowana jako stosunek si³y T w styku przypadaj¹cej na

³¹cznik, do powsta³ego pod wp³ywem dzia³ania tej si³y przemieszczenia δ p³yty po-
mostu wzglêdem pó³ki belki stalowej

c
T

z
= ⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥δ

kN

mm
. (1)

Sztywnoœæ ³¹cznika c
z

zmienia siê wraz z poziomem obci¹¿enia T. Przy sile wy-
nosz¹cej do oko³o 60 - 80 % obci¹¿enia niszcz¹cego ³¹cznik, c

z
mo¿na traktowaæ jako

sta³e – przy jednakowych przyrostach si³y nastêpuj¹ sta³e przyrosty poœlizgu. Przy
wiêkszym obci¹¿eniu rozpoczyna siê uplastycznienie sworznia i gwa³townie narasta
wartoœæ przemieszczeniaδ. Tym samym chwilowa, styczna sztywnoœæ po³¹czenia c

z
,

definiowana jako tangens k¹ta nachylenia stycznej do krzywej δ( )t , szybko maleje.
Zmniejsza siê tak¿e ca³kowita, sieczna wartoœæ c

z
, okreœlona jako stosunek si³y prze-

noszonej przez po³¹czenie do ca³kowitego przemieszczenia p³yty wzglêdem belki
zmierzonego w danej chwili.

Poniewa¿ ca³kowit¹ sztywnoœæ zespolenia dŸwigara na d³ugoœci b zapewnia n ele-
mentów zespalaj¹cych o sztywnoœci c

z
, mo¿na pos³ugiwaæ siê zale¿noœci¹

C
n c

b

t
z

z=
⋅

= ⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥δ

MN

m 2
, (2)

gdzie si³a w styku jest roz³o¿ona na d³ugoœci po³¹czenia

t
dT

dx
= . (3)

WartoœæC
z

jest trudna do jednoznacznego okreœlenia i jak wspomniano wczeœniej ma
na ni¹ wp³yw wiele czynników o charakterze losowym.
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W analizach przyjmuje siê czêsto uproszczony model bilinearny opisuj¹cy funkcjê
δ( )t (rys. 8). Zak³ada siê w nim, ¿e a¿ do pe³nego uplastycznienia ³¹czniki pracuj¹ w
zakresie liniowo-sprê¿ystym, a wartoœæ parametruC

z
jest sta³a, przy czym sztywnoœæ

styczna równa jest siecznej. W zakresie plastycznym chwilowa sztywnoœæ wynosi
zero, nastêpuje przyrost poœlizgu przy sta³ej wartoœci obci¹¿enia, zmienia siê nato-
miast C

z
jako sieczne. Niniejsza praca obejmuje analizê zagadnienia w obszarze

liniowo-sprê¿ystym, a wiêc przy za³o¿eniu sta³ej wartoœci sztywnoœci zespolenia
(proporcjonalnoœæ przyrostów si³ do przyrostów przemieszczeñ w styku).

W przypadku podatnego zespolenia zasada p³askich przekrojów przestaje obowi¹zy-
waæ dla ca³ego przekroju zespolonego i mo¿na j¹ stosowaæ jedynie oddzielnie dla czê-
œci betonowej oraz stalowej. W miejscu po³¹czenia istnieje ró¿nica odkszta³ceñ ε

ca
,

powsta³a jako efekt wzajemnego poœlizgu obu czêœci dŸwigara. WskaŸnik opisuj¹cy
podatnoœæ po³¹czenia stali i betonu w styku, który mo¿e byæ dogodny w analizie roz-
patrywanego zjawiska

β
ε
ε

= ca

g

(4)

jest okreœlony na podstawie ró¿nicy odkszta³ceñ w styku czêœci stalowej i betonowej
ε

ca
, odniesionych do odkszta³ceñ ε

g
powsta³ych na górnej krawêdzi dŸwigara stalo-

wego [45].

Sztywnoœæ zespolenia wp³ywa istotnie na rozk³ad si³ wewnêtrznych zarówno w belce,
jak i p³ycie betonowej. WskaŸnik okreœlaj¹cy stosunek si³y osiowej N

a
oraz momentu

zginaj¹cego M
a

w przekroju dŸwigara stalowego mo¿na zdefiniowaæ jako

µ =
⋅a N

M

a

a

. (5)
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Rys.8. Zale¿noœæ δ( )t dla

po³¹czenia podatnego

Fig.8. δ( )t dependence for

flexible connection



W celu otrzymania wielkoœci bezwymiarowej tego parametru, si³a N
a
zosta³a prze-

mno¿ona przez sta³¹ wartoœæ a, bêd¹c¹ odleg³oœci¹ pomiêdzy œrodkami ciê¿koœci obu
czêœci sk³adowych przekroju zespolonego.

3.2. MODELE MES D�WIGARÓW PODATNIE ZESPOLONYCH

Oprócz rozwi¹zania analitycznego zagadnienia, które omówione zostanie w p. 4 , za-
proponowano modele MES mog¹ce s³u¿yæ do analizy pracy dŸwigara podatnie zespo-
lonego. W modelach belki idealnie zespolonej, elementy o charakterystykach
fizycznych stali i betonu po³¹czone s¹ w styku w wêz³ach w sposób wymuszaj¹cy ich
wspólne przemieszczenia. Dla dŸwigara podatnie zespolonego konieczne jest zdefi-
niowanie dodatkowych elementów sprê¿ystych, o sztywnoœci dobranej w taki sposób,
by zapewnia³y po³¹czenie niepe³ne o zadanej podatnoœci. Do analizy porównawczej,
któr¹ wykonano w dalszej czêœci pracy, przyjêto cztery ró¿ne modele MES geometrii
dŸwigara o wzrastaj¹cym stopniu z³o¿onoœci typu i liczby elementów skoñczonych.

Model klasy [e1, p1]

Jest to model p³aski z³o¿ony z elementów belkowych, w którym belkê stalow¹ oraz
p³ytê pomostow¹ zbudowano z elementów jednowymiarowych, o trzech stopniach
swobody w ka¿dym z wêz³ów, usytuowanych w osiach ciê¿koœci odpowiednio czêœci
stalowej i betonowej przekroju. Wraz z poprzecznymi elementami o nieskoñczonej
sztywnoœci osiowej i giêtnej je ³¹cz¹cymi, tworz¹ one schemat statyczny belki Vie-
rendella (rys. 9). Sztywnoœæ EJ

i
elementów o d³ugoœci e modeluj¹cych po³¹czenie

dobierana jest w sposób zapewniaj¹cy osi¹gniêcie ¿¹danej sztywnoœci zespolenia

C
EJ

e
z

i=12
3

.
(6)

Modele klasy [e1+e2, p3]

Jest to zmodernizowany model p³aski, w którym elementy belkowe modeluj¹ce p³ytê
pomostow¹ (rys. 10) i dŸwigar blachownicowy zast¹piono czworok¹tnymi elementa-
mi dwuwymiarowymi, czterowêz³owymi. Zasada modelowania po³¹czenia za po-
moc¹ elementów jednowymiarowych pozosta³a taka sama jak w pierwszym modelu.

Model klasy [e1+e2+e3, p3]

W modelu tym p³yta betonowa zosta³a utworzona z trójwymiarowych elementów
bry³owych typu SOLID o oœmiu wêz³ach (trzy translacyjne stopnie swobody w wêŸ-
le). DŸwigar stalowy zbudowano z dwuwymiarowych, czworok¹tnych elementów
skoñczonych pow³okowych SHELL4 o czterech wêz³ach. Do modelowania po³¹cze-
nia belki z p³yt¹ u¿yto dostêpnych w programie COSMOS/M elementów sprê¿ystych
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dwuwêz³owych. Ich zastosowanie umo¿liwia wzajemny przesuw obu czêœci sk³ado-
wych konstrukcji pod dzia³aj¹cym obci¹¿eniem. Model dŸwigara przedstawiono na
rys. 11.
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Rys.9. Model klasy [e
1
, p

1
]

Fig.9. The [e
1
, p

1
] FEM model

Rys.10. Model klasy [ e
1
+e

2
, p

3
]

Fig.10. The [ e
1
+e

2
, p

3
] FEM model



4. ROZWI¥ZANIA ANALITYCZNE

4.1. ZA£O¯ENIA

Do obliczeñ si³ wewnêtrznych w dŸwigarze przyjêto nastêpuj¹ce za³o¿enia ogólne:
• zachowana jest zasada p³askich przekrojów Bernoulliego dla belki i p³yty,

• wystêpuje czêœciowe zespolenie w postaci poœlizgu w styku stali i betonu (belki
i p³yty),

• p³yta pomostowa jest niezarysowana.

Odkszta³cenia, naprê¿enia oraz si³y wewnêtrzne (momenty zginaj¹ce i si³y pod³u¿ne)
s¹ rozró¿niane wed³ug czasu oddzia³ywania obci¹¿enia sta³ego na konstrukcjê jako:

– doraŸne, w chwili wyst¹pienia obci¹¿enia ( τ = 0);

– d³ugotrwa³e (ostateczne, koñcowe), gdy procesy reologiczne uleg³y ustabilizo-
waniu.

Naprê¿enia i odkszta³cenia od tych grup obci¹¿eñ i oddzia³ywañ s¹ wzajemnie nieza-
le¿ne, a ich efekty podlegaj¹ sumowaniu.

Charakterystyki geometryczne przekroju poprzecznego

Geometriê przekroju poprzecznego dŸwigara, jak na rys. 12, okreœla po³o¿enie
œrodków ciê¿koœci: belki stalowej A i p³yty pomostowej C , opisane wymiarami
pionowymi belki r

g
i r

d
oraz p³yty e

g
i e

d
. Wzajemna odleg³oœæ œrodków ciê¿koœci
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Rys.11. Model klasy [e
1
+e

2
+e

3
, p

3
]

Fig.11. The [e
1
+e

2
+e

3
, p

3
] FEM model



a r e
g d

= + (7)

jest wartoœci¹ sta³¹, niezmienn¹ w czasie i niezale¿n¹ od podatnoœci zespolenia i
dzia³ania si³ zewnêtrznych. Obydwa elementy przekroju zespolonego dŸwigara tra-
ktuje siê jako niezale¿ne: pola powierzchni przekroju (A

c
i A

a
), momenty bezw³adno-

œci (I
c
i I

a
). W wartoœciach pola przekroju A

c
i momentu bezw³adnoœci I

c
mo¿na

uwzglêdniæ zbrojenie pod³u¿ne p³yty pomostowej.

Charakterystyki geometryczne przekroju zespolonego zwyczajowo odnosi siê do pa-
rametrów belki (w mostach stalowych jest to regu³¹) przez zastosowanie wspó³czyn-
nika

n
E

E

a

c

= . (8)

W przypadku obci¹¿eñ doraŸnych (krótkotrwa³ych) wartoœæ n jest sta³a.

Zmiany charakterystyk geometrycznych w funkcji czasu

W przypadku obci¹¿eñ d³ugotrwa³ych charakterystyki geometryczne przekroju po-
przecznego zale¿¹ od czasu obci¹¿enia i momentu obserwacji. Zmiennym parame-
trem uk³adu zespolonego, w funkcji czasu jest miara pe³zania betonu p³yty ϕ

c
. Dla

obci¹¿eñ d³ugotrwa³ych, w ujêciu zmodyfikowanej teorii starzenia betonu wed³ug H.
Trosta [46], wartoœci modu³ów sprê¿ystoœci podlegaj¹ redukcji wg zasady podanej we
wzorze
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Rys.12. Oznaczenia si³ wewnêtrznych, parametrów geometrycznych

i fizycznych przekroju zespolonego

Fig.12. Description of internal forces, geometrical and physical parameters

of composite section



E
E

c

c

c

ϕ ρ ϕ
=

+ ⋅1
. (9)

Wspó³czynnik nϕ s³u¿¹cy do sprowadzenia cech fizycznych obydwu materia³ów
uk³adu do jednolitego (belki stalowej) przyjmuje postaæ

n
E

E

a

c

cϕ ρϕ= +( )1 , (10)

gdzie ρ jest wspó³czynnikiem Trosta [46].

Po³o¿enie œrodka ciê¿koœci sprowadzonego przekroju zespolonego (rys. 12) wynika z
przebiegu procesu pe³zania i oblicza siê ze wzorów

a
A

A A
a

A

A
a

A

A A
a

d

c

a c

g

a

c

d

a

a c

=
+

= =
+

ϕ

ϕ ϕ ϕ

, a ,
(11)

gdzie:

A
A

n
c

c

ϕ
ϕ

= . (12)

Wp³yw pe³zania na po³o¿enie œrodka ciê¿koœci przekroju dŸwigara zespolonego jest
istotny [47].

4.2. ZWI¥ZKI SI£ WEWNÊTRZNYCH I ODKSZTA£CEÑ

W analizowanym przypadku dogodne jest rozdzielenie wypadkowych si³ przekrojo-
wych na p³ytê i belkê. Podzia³ ten uzasadniony jest niezmiennym w czasie po³o¿e-
niem ich œrodków ciê¿koœci. Si³y wewnêtrzne (rys. 12) s¹ statycznie równowa¿ne
momentowi M . Spe³niaj¹ one warunki równowagi statycznej:

N N
a c
+ =0 , (13)

M N a M N a M
c c g a a d
− ⋅ + + ⋅ = . (14)

Odkszta³cenia w styku tych elementów dla obci¹¿eñ doraŸnych lub w chwili
pocz¹tkowej na krawêdzi górnej belki wynosz¹

ε
g

a

a a

a g

a a

N

E A

M r

E I
= − ,

(15)

a na krawêdzi dolnej p³yty pomostowej

ε d c

c c

c d

c c

N

E A

M e

E I
= + .

(16)
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Przyjêcie warunku odkszta³ceñ w styku p³yty i belki, oznaczonych jak na rys.12,

ε ε ε
ca g

d

z
C

dt

dx
= − = 1 (17)

pozwala na sformu³owanie równania (dla przypadku d³ugotrwa³ego dzia³ania
obci¹¿eñ)

N

E A

M r

E I

N

E A

M e

E I C

da

a a

a g

a a

c

c c

c

c d

c c

c

z

− − + − + =( ) ( )1 1
1ρϕ ρϕ t

dx
.

(18)

Równanie (18) mo¿na sprowadziæ do prostszej postaci, gdy wprowadzi siê nϕ i po-
mno¿y siê je przez czynnik E

a
. St¹d otrzymuje siê

N
A

M
r

I
N

A
M

e

I

E

C

dt

dx
a

a

a

g

a

c

c

c

d

c

a

z

1 1− − − =
ϕ ϕ

.
(19)

Warunek zgodnoœci krzywizn elementów dŸwigara zginanego, dla obci¹¿enia d³ugo-
trwa³ego ujmuje wzór

M

E I

M

E I

M

E I
a x

a

a a

c

c c

c
= = +( )1 ρϕ . (20)

Po korekcie modu³u sprê¿ystoœci p³yty wed³ug (10) ma on postaæ

M

I

M

I

M

I
x

a

a

c

c

= =
ϕ

, (21)

gdzie:

I
I

n
c

c

ϕ
ϕ

= . (22)

Równanie momentów (14) po uwzglêdnieniu (13) oraz (21) mo¿na zapisaæ jako

I

I
M N a

I

I
M N a M

c

x

a g

a

x

a d

ϕ + + + = .
(23)

Bior¹c pod uwagê, ¿e a a a
g d

= + wg (7) uzyskuje siê z (23) zwi¹zek momentu zgi-
naj¹cego w przekroju dŸwigara M z si³¹ osiow¹ w belce N

a

aN
I I

I
M M

a

a c

a

+
+

=ϕ .
(24)
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Korzystaj¹c z równoœci krzywizn elementów sk³adowych uk³adu i ca³ego przekroju
(21) wzór (24) mo¿na równie¿ przedstawiæ jako

a N
I I

I
M M

a

a c

a

a
⋅ +

+
=ϕ ,

(25)

a st¹d okreœliæ zwi¹zek momentu zginaj¹cego przekrój poprzeczny dŸwigara z si³ami
wewnêtrznymi w belce stalowej

M

I

M aN

I I

a

a

a

a c

=
−
+ ϕ

. (26)

Podstawiaj¹c zale¿noœci (13) i (21) do wyra¿enia (19) otrzymuje siê zwi¹zek pomiê-
dzy si³ami w belce, a si³¹ poprzeczn¹ w obszarze styku pomiêdzy stal¹ a betonem

N

A
M

r

I

N

A
M

e

I

E

C

dt

dx

a

a

a

g

a

a

c

a

d

a

a

z

− − − =
ϕ

.
(27)

Wykorzystuj¹c zale¿noœæ geometryczn¹ (7) do przekszta³cenia (27) uzyskuje siê

1 1

A A
N

M aN a

I I

E

C

dt

dx
a c

a

a

a c

a

z

+
⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟ −

−
+

=
ϕ ϕ

( )
.

(28)

Z równania (26) otrzymuje siê zwi¹zek ³¹cz¹cy si³y wewnêtrzne w belce z momentem
zginaj¹cym dŸwigar zespolony

I I

I
M aN M

a c

a

a a

+
− =ϕ .

(29)

Na podstawie (4) oraz (17) i (15) oblicza siê nieci¹g³oœæ odkszta³ceñ w styku belki i
p³yty (rys. 12)

ε β ε β
ca g

a

a a

a g

a a z

N

E A

M r

E I C

dt

dx
= ⋅ = ⋅ −

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =

1
,

(30)

a st¹d zmieniaj¹c praw¹ stronê wg (27) otrzymuje siê

N

A
M

r

I

N

A
M

e

I

N

A

M r

I

a

a

a

g

a

a

c

a

d

a

a

a

a g

a

− − − = ⋅ −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

ϕ

β
(31)

i ostateczne równanie o postaci

− − ⋅ − − =
a A

I
a r M

a

a
aNd a

a

g a

d

a
( ) ( )β β1 0 .

(32)
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Równania (29) i (32) s³u¿¹ do okreœlania relacji pomiêdzy M
a

i aN
a

w przekroju po-
przecznym dŸwigara zespolonego jako skutek dzia³ania momentu M . Korzystaj¹c ze
wzorów (5) oraz (32) okreœla siê zwi¹zek pomiêdzyβ iµ uzale¿niony jedynie od para-
metrów geometrycznych po³¹czonych elementów

µ
β

β
=

− ⋅ ⋅

− ⋅

a a r a A

a a I

d g a

d a

( )

( )
.

(33)

Z postaci funkcji µ β( ), podanej w (33) wynika, ¿e dla

β ϕ

ϕ
n

d

a c

c

a

a

A A

A
= =

+ (34)

otrzymuje siê punkt osobliwy. W granicy prawostronnej µ→ −∞ natomiast w grani-

cy lewostronnej µ→ +∞ . Dla β→ ±∞ otrzymuje siê z (33) wartoœæ

µ∞ =
⋅a r A

I

g a

a

.
(35)

W przypadku skrajnym, gdy aN
a
=0 uzyskuje siê wartoœæ µ =0, a st¹d

β
0
= a

r
g

. (36)

W sytuacji gdy β =0, czyli dla zespolenia pe³nego otrzymuje siê z (33)

µ
0
=

⋅ ⋅a a A

I

d a

a

.
(37)

Dla charakterystyk przekroju poprzecznego podanych w tabl. 1 (wiadukt w Kluczbor-
ku [45]) wykres zale¿noœciµ β( ) podano na rysunku 13. Na rysunku 14 przedstawiono
wykresy odkszta³ceñ jednostkowych w przekroju poprzecznym dŸwigara dla chara-
kterystycznych punktów i odcinków funkcji µ β( ). Podane one zosta³y w kolejnoœci ich
wystêpowania na rysunku 13.

Tablica 1. Parametry geometryczne analizowanego dŸwigara
Table 1. Geometrical parameters of analyzed girder

Elementy A
c
, A

a
[m2] I

c
, I

a
[m4] e

g
, r

g
[m] e

d
, r

d
[m] E

c
, E

a
[MPa]

P³yta pomostowa 0,5820 0,0020 0,095 0,145 32600

Belka stalowa 0,0448 0,0191 0,990 0,640 205000

Poniewa¿ w ca³ym rozpatrywanym zakresie wartoœciµ β( i )obserwuje siê jednakowy
znak si³y N

a
, wobec tego w obszarze osobliwym β β β

0
> >

n
wystêpuje moment zgi-

naj¹cy w belce M
a

o przeciwnym zwrocie ni¿ moment M ! W punkcie β β=
n

moment
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zginaj¹cy M
a
=0, a wiêc ca³y moment zginaj¹cy przenosi para si³ N

a
– czyli

M a N
a

= ⋅ . Mo¿liwoœci powstawania podanych wy¿ej wartoœci parametrów µ β( i )
w dŸwigarach zespolonych podano w dalszej czêœci pracy.

DROGI i MOSTY 3/2005

58 Czes³aw Machelski, Robert Toczkiewicz

Rys.13. Zale¿noœæ wskaŸników zespolenia µ β( )

Fig.13. Dependence of connection index µ β( )

Rys.14. Wp³yw rozk³adu odkszta³ceñ w przekroju poprzecznym dŸwigara

na wartoœæ wskaŸnika β
Fig.14. The strain distribution in cross section of the girder influence onto the β index



Zmiany charakterystyk geometrycznych w funkcji
wskaŸników podatnoœci zespolenia

Odcinki o d³ugoœci a
d

i a
g

okreœlaj¹ po³o¿enie œrodka ciê¿koœci przekroju dŸwigara,
który w przypadku pe³nego zespolonia (bez poœlizgu) jest równie¿ po³o¿eniem g³ów-
nych osi bezw³adnoœci przekroju poprzecznego. W sytuacji podatnego zespolenia
po³o¿enie osi obojêtnej (rys. 14) przyjmuje wartoœæ

a
I

a A
d

a

a

0 =
⋅
⋅

µ
, (38)

a w funkcji wskaŸnika zespolenia β

a
a r

a e
a

d

g

d

d

0 =
− ⋅

− ⋅

β

β
.

(39)

Zakres zmian a
d

0 nie jest w niektórych, szczególnych przypadkach, podanych na

rysunku 14 oczywisty.

Moment bezw³adnoœci przekroju porzecznego dŸwigara czêœciowo zespolonego, jako
funkcja wskaŸnika zespolenia βma postaæ

I I I a a A
a r

a a
x a c d a

g

d

= + + ⋅ ⋅
− ⋅

− ⋅ϕ

β

β
(40)

oraz jako funkcja wskaŸnika zespolenia µ

I I I
x a c
= + ⋅ +( )1 µ ϕ . (41)

W sytuacji pe³nego zespolenia, czyli dla β→ 0 , wyra¿enie (40) upraszcza siê

I I I a a A
x a c d a
= + + ⋅ ⋅ϕ , (42)

a w zwi¹zku z tym, gdyβ =0 otrzymuje siê µ
0

jak w (37). W wypadkuβ β=
0

(trakto-
wanego zwyczajowo jako brak zespolenia, bo µ→ 0) otrzymuje siê

I I I
x a c
= + ϕ . (43)

W przypadku, gdy okreœlone s¹ moment bezw³adnoœci dŸwigara zespolonego I
x

oraz
po³o¿enie punktu zerowego naprê¿enia a

d

0 , odkszta³cenia (naprê¿enia) w belce stalo-

wej okreœla siê ze wzoru

ε
a

a x

M

E I
z= , (44)

natomiast w p³ycie betonowej jako

ε ε εc

a ca
= − , (45)

gdy wspó³rzêdna po³o¿enia analizowanego punktu z (rys. 12) odniesiona jest do punk-
tu ε =0.
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Zmiany si³ wewnêtrznych w funkcji podatnoœci zespolenia

Charakterystyczn¹ zale¿noœæ si³ wewnêtrznych w przekroju poprzecznym dŸwigara
zespolonego od wskaŸników zespolenia µ i β podano na rys. 15 i rys. 16. Do analizy
przyjêto dŸwigar zespolony stalowo-betonowy [45] o parametrach geometrycznych i
w³asnoœciach fizycznych materia³ów podanych w tabl. 1. Za³o¿ono, ¿e obci¹¿enia
wywo³uj¹ w analizowanym przekroju moment zginaj¹cy o wartoœci M = 4,0 MNm.
Analizowano nastêpuj¹ce wielkoœci:

– momenty w czêœci stalowej przekroju zespolonego M
a
i a N

a
⋅ ,

– naprê¿enia normalne na krawêdzi górnej oraz dolnej belki stalowej (σ
g
, σ

d
),

– wartoœæ a
d

0 , charakteryzuj¹c¹ po³o¿enie osi obojêtnej przekroju zespolonego

wzglêdem œrodka ciê¿koœci belki stalowej.

Jako reprezentatywny przyjêto wskaŸnik zespolenia µ na podstawie którego mo¿na
okreœliæ z (33) wskaŸnik β. Przyjêto zmiennoœæ wskaŸników w zakresie 0< < ∞µ µ
(−∞< <β β

0
, por. rys. 13).

Wykresy momentów M
a

i a N
a

⋅ podane na rys. 15 s¹ symetryczne wzglêdem warto-
œci M a N

a a
= ⋅ = 2,0 MNm. Z wykresów tych wynika, ¿e przyrost wartoœci µ powo-

duje wzrost si³y osiowej N
a
oraz spadek momentu zginaj¹cego M

a
w przekroju belki

stalowej. Zmiany te s¹ du¿e przy ma³ych wartoœciach µ . Przy du¿ych wartoœciach µ
nastêpuje stabilizacja si³ przekrojowych. Podobnie zmieniaj¹ siê naprê¿enia normalne
na krawêdzi dolnej i górnej belki stalowej, podane na rys. 16. Naprê¿enia na krawêdzi
dolnej belki stalowejσ

d
zmieniaj¹ siê nieznacznie (ca³kowity przyrost o oko³o 30 %)

wraz ze wzrostem podatnoœci po³¹czenia. Istotnie natomiast rosn¹ naprê¿enia σ
g
na

krawêdzi górnej, wykazuj¹ce wiêksz¹ wra¿liwoœæ na zmiany sztywnoœci po³¹czenia.
Po³o¿enie punktu obojêtnego naprê¿enia normalnego a

d

0 zmienia siê w sposób linio-
wy w funkcji parametru µ (rys. 17), zgodnie z wzorem (37). Dla µ∞otrzymuje siê
a r

d g

0 = .

4.3. ROZWI¥ZANIE W POSTACI SI£

Si³ê poprzeczn¹ t w przekroju zespolonym okreœla zale¿noœæ

t
dN

dx

a= , (46)

a st¹d

dt

dx

d N

dx

a=
2

2
.

(47)

Podstawiaj¹c wyra¿enie (47) do wzoru (27) otrzymuje siê po przekszta³ceniach

1 1 2 2

2A A

a

I I
N

M a

I I

E

C

d N

dxa c a c

a

a c

a

z

a+ +
+

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟ − ⋅

+
− =

ϕ ϕ ϕ

0 ,
(48)
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a st¹d równanie wi¹¿¹ce si³ê osiow¹ N
a

z momentem zginaj¹cym przekrój zespolony
M

d N

dx
k

A A

a

I I
N

k a

I I
Ma

z

a c a c

a

z

a c

2

2

21 1− + +
+

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟ +

⋅
+

=
ϕ ϕ ϕ

0 ,
(49)

gdy

k
C

E
z

z

a

= . (50)

Równanie (49) dotyczy belek, w których sztywnoœæ po³¹czenia jest sta³a na d³ugoœci
belki.

W przypadku, gdy sztywnoœæ po³¹czenia jest zmienna C x
z
( ), otrzymuje siê

1 1 12

2 2C

dt

dx C

d N

dx C

dN

dx

dC

dx
z z

a

z

a z= − ,
(51)

a st¹d równanie (49) o postaci

d N

dx C

dN

dx

dC

dx
C

EA EA

a

EI EI

a

z

a z

z

a c a c

2

2

21 1 1− − + +
+

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

ϕ ϕ ⎠
⎟
⎟ +

⋅
+

=N
C a

EI EI
M

a

z

a cϕ

0 .
(52)
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Rys.15. Zmiennoœæ si³ M
a
, a N

a
⋅ w funkcji wartoœci wskaŸnika µ

Fig.15. Variability of M
a
, a N

a
⋅ forces as a function of µ index value



Po przekszta³ceniach (52) otrzymuje siê

I I

a

d N

dx C

dN

dx

dC

dx

C

E

I I

a A

a c a

z

a z z a c+
−

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ −

+
2

2

2 2

1 1ϕ

a c

a

z

A
N

C

E
M+

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟ +

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

+ =1
1 0

ϕ

,
(53)

a st¹d ostateczne równanie o postaci

E

C

I I

a

d N

dx C

dN

dx

dC

dx

I

a a A
N

z

a c a

z

a z x

d a

+
−

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ − ⋅ ⋅2

2

2

1
a

M+ =0 ,
(54)

po wprowadzeniu I
x

z (42) i korzystaj¹c z (53)

I I

a A A

I I

a

A A

A A

a c

a c

a c a c

a c

+
+

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟ + =

+ +

⋅
+ =ϕ

ϕ

ϕ ϕ

ϕ
2 2

1 1
1 1

=
+

⋅ ⋅
+

⋅ ⋅
⋅ ⋅

=
+ ⋅ +

⋅ ⋅

I I

a a A

a a A

a a A

I a a A I

a a A

a c

d a

d a

d a

a d a c

d a

ϕ ϕ
.

(55)

W (55) wykorzystano wzór (11), z którego uzyskuje siê zale¿noœæ

A A

A

a

a

a c

c d

+
=ϕ

ϕ

.
(56)
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Rys.16. Zmiennoœæ naprê¿eñ normalnych σ
g
, σ

d
w belce stalowej, w funkcji

wartoœci wskaŸnika µ
Fig.16. Variability of σ

g
, σ

d
normal stresses in steel beam as a function of µ index value



Rozwi¹zanie dŸwigara zespolonego, obci¹¿onego momentem M x( ), z ³¹cznikami po-
datnymi polega na obliczeniu N

a
z równania (54). Na podstawie N

a
oblicza siê M

a
z

(26), a nastêpnie z (21) i (13) si³y M
c
i N

c
. Podzia³ si³y poprzecznej (rys. 18) traktuje

siê jako wtórny. Rozdzia³ si³y przekrojowej Q na si³y poprzeczne przypadaj¹ce na
p³ytê Q

c
i belkê Q

a
jest proporcjonalny do podzia³u M na M

c
i M

a
. Wynika to ze

zwi¹zku (21) oraz zale¿noœci ró¿niczkowej

Q
dM

dx
i

i= .
(57)

Funkcje zmian si³ wewnêtrznych na d³ugoœci przês³a

W ogólnym przypadku zmiennoœæ si³ wewnêtrznych w belce M x
a
( ) i N x

a
( ) nie jest

zgodna ze zmian¹ momentu zginaj¹cego M x( ). Dotyczy to równie¿ sytuacji przês³a
pryzmatycznego, w którym przekrój poprzeczny jest sta³y, równie¿ gdy sztywnoœæ
zespolenia jest sta³a C x C

z
( ) =

0
. Dla istnienia zgodnoœci funkcji momentów

M x M x
a

( ) ( )= ⋅ω (58)

musia³by byæ spe³niony warunek M x f x
a
( ) ( )= ⋅ω , gdy M x f x( ) ( )= , a ω by³oby

liczb¹. Wobec powy¿szego z równania zgodnoœci krzywizn (20) otrzymalibyœmy

M x

M x

EI

EI
a

x

a

( )

( )
= , (59)
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Rys.17. Zmiennoœæ wielkoœci a
d

0 w funkcji wartoœci wskaŸnika µ
Fig.17. Variability of a

d

0 value as a function of µ index value



a st¹d, po uwzglêdnieniu (41)

ω
µ

µϕ ϕ=
+ ⋅ +

= + +
( ( ))

( )
1

1
x I I

I
x

I

I

a c

a

c

a

.
(60)

Z równania (60) wynika, ¿e abyω by³o liczb¹, musi wyst¹piæ równie¿ µ µ( )x =
0

(war-
toœæ sta³a). Podane w dalszej czêœci pracy przyk³ady wskazuj¹, ¿e nawet dla belki
pryzmatycznejµ µ( )x =

0
mo¿e wyst¹piæ jedynie dla szczególnego przypadku M x( ) i

C x
z
( ).

W sytuacji, gdyµ µ( )x =
0
, na mocy równania (5), równie¿ funkcja N x

a
( ) by³aby taka

sama (z dok³adnoœci¹ do sta³ego wspó³czynnika) jak M x( ), poniewa¿

N x
M x

a

M x

a
a

a( )
( ) ( )=

⋅
= ⋅

⋅
µ µ

ω
. (61)

W ogólnym rozwi¹zaniu (gdy µ µ( )x ≠
0
) zmienne M x( ), M x

a
( ), N x

a
( ) s¹ ró¿nymi

funkcjami.

Funkcje N x
a
( )oraz N x

c
( ) s¹ identyczne z uwagi na zale¿noœæ (13), natomiast M x

a
( )

i M x
c
( ) ró¿ni¹ siê o sta³y mno¿nik (dla pryzmatycznej belki i p³yty pomostowej),

okreœlony w (21) jako

M x

M x

I

I

a

c

a

c

( )

( )
=

ϕ

. (62)

Zmiany si³ poprzecznych w ³¹cznikach t x( ) s¹ funkcjami z³o¿onymi. Jedynie w przy-
padku szczególnym, gdy µ µ( )x =

0
i gdy dŸwigar jest pryzmatyczny, kszta³t funkcji

t x( ) jest podobny (z dok³adnoœci¹ do sta³ego parametru) do funkcji Q x
a
( ).
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Rys.18. Si³y wewnêtrzne w wycinku dŸwigara zespolonego

Fig.18. Internal forces in an infinitesimal segment of a composite beam



4.4. ROZWI¥ZANIE W POSTACI PRZEMIESZCZEÑ

Si³y wewnêtrzne rozpatrywane poprzednio mo¿na wykorzystaæ równie¿ do okreœle-
nia przemieszczeñ belki i p³yty u, v i w, podanych na rys. 12. Bior¹c pod uwagê od-
kszta³cenia jednostkowe, powsta³e w wyniku dzia³ania si³ normalnych otrzymuje siê

du

dx

N

E A A

a

a a c

=
⋅ ⋅

,
dv

dx
=

N

E
,c

a ϕ

(63)

a z równania krzywizny

d w

dx

M

E I

a

a a

2

2
= −

⋅
.

(64)

Wobec powy¿szego równania równowagi (13) i (14) mo¿na zapisaæ w postaci

E A
du

dx
E A

dv

dx
a a a c
⋅ = − ⋅ ϕ , (65)

− ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ =E I
d w

dx
E I

d w

dx
a E A

du

dx
M

a a a c a a

2

2

2

2ϕ ,
(66)

a st¹d

− ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ =( )E I E I
d w

dx
a E A

du

dx
M

a a a c a aϕ

2

2
.

(67)

Wzór na si³ê poprzeczn¹ w styku po³¹czenia t (rys. 18) zawiera wszystkie sk³adowe
przemieszczeñ oraz sztywnoœæ zespolenia w równaniu

t C C u v a
dw

dx
z z

= = − −δ ( ) . (68)

Poniewa¿

t
dN

dx
E A

d u

dx

a

a a
= = ⋅

2

2
,

(69)

równanie (68) przyjmuje postaæ

E A
d u

dx
C u v a

dw

dx
a a z
⋅ = − −

2

2
( ) .

(70)

Wyra¿enia (65), (67) i (70) tworz¹ uk³ad równañ ró¿niczkowych wi¹¿¹cych prze-
mieszczenia u, v, w ze skutkiem obci¹¿enia dŸwigara w postaci momentu zginaj¹cego
M . Na podstawie przemieszczeñ oblicza siê si³y wewnêtrzne w elementach dŸwigara
ze wzorów (63) i (64).

PODATNOŒÆ PO£¥CZENIA STALOWEGO D�WIGARA Z P£YT¥ BETONOW¥ 65



Rozseparowanie równañ

Wykorzystanie zale¿noœci (5) pomiêdzy si³¹ osiow¹ N
a
a momentem zginaj¹cym

M
a
belkê pozwala na okreœlenie sztywnoœci dŸwigara zespolonego wg (41). Dziêki

zale¿noœci (5) mo¿liwe jest rozseparowanie zmiennych u, v, w. Ugiêcia belki mo¿na
uj¹æ jako zale¿noœæ analogiczn¹ do (64) z uwzglêdnieniem warunku krzywizn (20) w
postaci

d w

dx

M

E I
a x

2

2
= −

⋅
.

(71)

Przemieszczenie poziome u mo¿na okreœliæ z (63) wykorzystuj¹c zale¿noœæ (24) o
przekszta³conej postaci

a N
I I I

I
M

a

x a c

x

⋅ =
− − ϕ ,

(72)

a st¹d niezale¿ne równanie s³u¿¹ce do okreœlenia przemieszczeñ u

a A
du

dx

I

I
M

a

a

x

⋅ = −
⋅µ

, (73)

bowiem zgodnie z (41)

I I I I I I I I I
x a c a a c a c a
− − = + ⋅ + − − = ⋅ϕ ϕ ϕµ µ( ) . (74)

Z zale¿noœci (65) otrzymuje siê równanie, z którego oblicza siê przemieszczenie v

a A
dv

dx

I

I
M

a

a

x

⋅ = −
⋅

ϕ

µ
. (75)

W podanym wy¿ej rozwi¹zaniu parametrem okreœlaj¹cym podatnoœæ po³¹czenia jest
µ. Do wyznaczenia wartoœci µ dogodne jest wykorzystanie β z zale¿noœci (32). War-
toœæ β z (4) mo¿e byæ okreœlona np. na podstawie wyników badañ [21].

Sztywnoœæ po³¹czenia C
z
mo¿na wówczas obliczyæ na podstawie (70) i przemiesz-

czeñ u, v i w z wyra¿enia

k
C

E

A
d u

dx

u v a
dw

dx

z

z

a

a

= =
− −

2

2

.

(76)

Uk³ad równañ teorii œcis³ej

Mo¿na go uzyskaæ na podstawie (65), (67) i (70). Równanie równowagi si³ normal-
nych przekroju poprzecznego dŸwigara (rys. 18) ma postaæ

dN

dx

dN

dx

a c+ =0 , (77)
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a st¹d zale¿noœæ

E A
d u

dx
E A

d v

dx
a a a c
⋅ + ⋅ =

2

2

2

2
0ϕ .

(78)

Ró¿niczkuj¹c dwukrotnie funkcjê momentu zginaj¹cego M x( ) (67) po wspó³rzêdnej
x otrzymuje siê

− ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ =( )E I E I
d w

dx
a E A

d u

dx
a a a c a aϕ

4

4

3

3
0

(79)

oczywiœcie przy za³o¿eniu, ¿e dŸwigar nie jest obci¹¿ony w sposób ci¹g³y, bo
p x( ) =0.

Równania ró¿niczkowe (70), (78) i (79) w zastosowaniach praktycznych stwarzaj¹
utrudnienia przy doborze warunków brzegowych funkcji u i v, w szczególnoœci gdy
sztywnoœæ po³¹czenia nie jest wartoœci¹ sta³¹, czyli C x

z
( ). Okreœlenie pochodnych

d u

dx

3

3
w miejscach po³o¿enia si³ skupionych jak równie¿ w wêz³ach podporowych w

ogólnych przypadkach jest trudne do ustalenia, w tym przypadku bowiem istotne s¹
funkcje M x( ) i C x

z
( ).

4.5. ROZWI¥ZANIE MIESZANE

Z równania (54) mo¿na wyznaczyæ N
a
, które s³u¿y do obliczenia przemieszczeñ u i v

z (63), po wykorzystaniu odpowiednich warunków brzegowych oraz M
a
z (26) i ugiê-

cia dŸwigara w z (64). Si³ê poprzeczn¹ w p³aszczyŸnie zespolenia t mo¿na obliczyæ z
(69) na podstawie N

a
lub z (68) przy przyjêciu przemieszczeñ u, v, w. Zgodnoœæ si³

stycznych t z (68) i (69) we wzorze

dN

dt
C u v a

dw

dx

a

z
= ⋅ − −( ) (80)

mo¿na wykorzystaæ do okreœlenia warunków brzegowych przemieszczeñ.

5. ANALIZA PORÓWNAWCZA

5.1. MODELE OBLICZENIOWE D�WIGARA ZESPOLONEGO

W celu przedstawienia wp³ywu zespolenia podatnego na wytê¿enie dŸwigara mosto-
wego podano ni¿ej przyk³ady numeryczne dla jednoprzês³owego dŸwigara zespolo-
nego stalowo-betonowego o rozpiêtoœci teoretycznej L = 28,0 m. Parametry
geometryczne i w³asnoœci materia³owe przekroju podano w tabl. 1. Obci¹¿enie stano-
wi si³a skupiona P = 1 MN, przy³o¿ona w œrodku rozpiêtoœci belki (liniowo zmienna
funkcja momentu zginaj¹cego M x( )). W (14) za³o¿ono, ¿e momenty zginaj¹ce s¹ do-
datnie, gdy rozci¹ganie dotyczy w³ókien dolnych elementów. Dodatnie wartoœci si³
osiowych N i N

a
powoduj¹ rozci¹ganie elementu, natomiast znak N

c
wynika z zale¿-

noœci (13) i zwrotu (przeciwnego do N
a
) na rys. 12.
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Analizê porównawcz¹ zaproponowanych modeli numerycznych MES odniesiono do
rozwi¹zania analitycznego w ujêciu MRS (metody ró¿nic skoñczonych, oznaczonej
jako model M1) z zastosowaniem algorytmu mieszanego opartego na równaniu (54).
Modele MES oznaczono jako M2 (model klasy e1, p2), M3 i M4 (modele klasy
e1+e2, p3) oraz M5 (model klasy e1+e2+e3, p3). Rozpatrzono dwa przypadki sztywno-
œci zespolenia na d³ugoœci dŸwigara:

a) o sta³ej wartoœci C
z
= 1000 MN/m2 (modele M1, M2, M3, M4, M5),

b) o zmiennej sztywnoœciC
zp
=0(brak po³¹czenia) w œrodku rozpiêtoœci dŸwigara

i rosn¹cej liniowo do C
zk

= 1000 MN/m2 nad podpor¹ (modele M1, M2, M3,
M4).

Wyniki przedstawiono na rys. 19 - 21. Na rysunkach tych przyjêto, ¿e wspó³rzêdne
przekroju dŸwigara zmieniaj¹ siê od x =0(przekrój podporowy) do x = 14 m (przekrój
w œrodku rozpiêtoœci przês³a). Wartoœci ujemne σ

g
x( ) oznaczaj¹ œciskanie.
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Rys.19. Naprê¿enia na krawêdzi górnej belki stalowej: a) C
z
=const, b) C C x

z z
= ( )

Fig.19. Normal stresses in the upper flange of steel beam: a) C
z
=const, b) C C x

z z
= ( )

a)

b)



Z porównania wykresów naprê¿eñ i ugiêæ widoczna jest du¿a zgodnoœæ miêdzy wyni-
kami uzyskanymi z rozwi¹zania ci¹g³ego MRS (model M1) i z modeli MES. Najwiê-
ksze ró¿nice otrzymano w wartoœciach poœlizgu w styku δ( )x , przy czym ich przebieg
na d³ugoœci dŸwigara dla ka¿dej z analizowanych sztywnoœci zespolenia dla wszyst-
kich modeli jest podobny.
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Rys.20. Ugiêcia dŸwigara: a) C
z
=const, b) C C x

z z
= ( )

Fig.20. Girder deflection: a) C
z
=const, b) C C x

z z
= ( )

a)

b)



5.2. FUNKCJE MOMENTÓW ZGINAJ¥CYCH
I PODATNOŒCI ZESPOLENIA

Wp³yw sztywnoœci zespolenia C x
z
( ) na odkszta³cenia w p³aszczyŸnie po³¹czenia

analizowano w dŸwigarze zespolonym jednoprzês³owym, o rozpiêtoœci teoretycznej
L= 28,0 m. Jako wyniki analizy przedstawiono w tabl. 2 relacje pomiêdzy wskaŸnika-
mi µ( )x oraz β( )x okreœlaj¹cymi podatnoœæ zespolenia, a funkcjami momentów zgi-
naj¹cych. Wyniki analizy uzyskano z rozwi¹zania MRS. Rozpatrzono dwa rodzaje
wykresów momentów zginaj¹cych M x( ):

– liniowy, od si³y skupionej P = 200 kN w œrodku rozpiêtoœci dŸwigara,

– paraboliczny, jak od si³y równomiernie roz³o¿onej q = 30 kN/m.
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Rys.21. Poœlizg w styku: a) C
z
=const, b) C C x

z z
= ( )

Fig.21. Shear slip: a) C
z
=const, b) C C x

z z
= ( )

a)

b)
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Dla ka¿dego typu obci¹¿enia przyjêto cztery funkcje sztywnoœci zespolenia C x
z
( ):

• wartoœæ sta³¹, C
z
= 1000 MN/m2,

• liniow¹ o C
zp

= 200 MN/m2 oraz C
zk

= 1000 MN/m2,

• wed³ug paraboli wypuk³ej C
zp

= 200 MN/m2 oraz C
zk

= 1000 MN/m2,

• wed³ug paraboli wklês³ej C
zp

= 200 MN/m2 oraz C
zk

= 1000 MN/m2,

gdzie C
zp

jest wartoœci¹ w œrodku rozpiêtoœci przês³a (x L= / 2), natomiast C
zk

doty-
czy punktu podparcia (x =0i x L= ). Parametry geometryczne i w³asnoœci materia³owe
przekroju poprzecznego dŸwigara zestawiono w tabl. 1 (oznaczenia jak na rys. 13).

Wartoœci µ oraz β podano w kolejnych przekrojach dŸwigara (0 – przekrój podporo-
wy, 7 – œrodek rozpiêtoœci przês³a). W przypadku przekroju podporowego parametry
zespolenia s¹ nieokreœlone, gdy¿ si³y wewnêtrzne, z za³o¿enia, d¹¿¹ do zera. Na rys.
22 przedstawiono wybrany wykres zmiany odkszta³ceñ na d³ugoœci dŸwigara zespo-
lonego. W tym przypadku przyjêto jeden z podanych w tabl. 2 rodzaj obci¹¿enia (si³a
skupiona w œrodku rozpiêtoœci przês³a) i rozk³ad sztywnoœci zespolenia (parabola
wklês³a). Na d³ugoœci przês³a wyró¿niono przedzia³y wartoœci β podane na rys. 14.
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Rys.22. Odkszta³cenia jednostkowe na d³ugoœci belki oraz zakresy zmian wartoœci β
Fig.22. Distribution of strains along the beam and ranges of β value



6. PODSUMOWANIE I WNIOSKI

W pracy omówiono sposoby konstruowania p³yt pomostowych, stosowane rodzaje
³¹czników zespalaj¹cych, wyniki badañ w aspekcie podatnoœci zespolenia. Poddano
analizie stosowane dwa ujêcia rozwi¹zania: MES i analityczne. Wykazano du¿¹ zbie-
¿noœæ wyników rozwi¹zania zagadnienia wspó³dzia³ania elementów dŸwigara zespo-
lonego w postaci si³ wewnêtrznych i przemieszczeñ. Wykazano, ¿e mieszane
rozwi¹zanie ujêcia analitycznego jest efektywne, daje bowiem dobre wyniki zarówno
w zakresie si³ wewnêtrznych, jak i przemieszczeñ.

Przedstawione w pracy wyniki analizy wp³ywu funkcji parametru zespolenia C x
z
( ) i

momentu zginaj¹cego M x( ) na funkcje si³ wewnêtrznych w belce stalowej i funkcje
odkszta³ceñ w przekroju poprzecznym dŸwigara, uzyskane przy u¿yciu wskaŸników
µ oraz β, pozwalaj¹ na sformu³owanie podanych ni¿ej wniosków.

• Funkcje zmiany parametru zespolenia C x
z
( ) i momentu M x( ) wp³ywaj¹ w spo-

sób istotny na rozk³ad si³ wewnêtrznych w belce i p³ycie. Maj¹ one równie¿ de-
cyduj¹cy wp³yw na wykres naprê¿eñ normalnych w przekroju poprzecznym
dŸwigara.

• WskaŸniki zespoleniaµ orazβdaj¹ wy³¹cznie informacje o charakterystyce wy-
kresu odkszta³ceñ na wysokoœci przekroju poprzecznego dŸwigara.

• Ustalenie zale¿noœci pomiêdzy C x
z
( ) i M x( ) a µ( )x iβ( )x w ogólnym przypad-

ku jest niemo¿liwe. Wobec tego klasyczna (projektowa) analiza wykresu si³ we-
wnêtrznych w wydzielonym z uk³adu konstrukcyjnego przekroju poprzecznym
dŸwigara podatnie zespolonego nie oddaje wytê¿enia belki stalowej, zespolonej
podatnie z betonow¹ p³yt¹ pomostow¹.

Wystêpuj¹ce w praktyce projektowej ró¿norodne funkcjeC x
z
( ) i M x( ) oraz nak³adki

pasów dolnych w belkach stalowych oraz przestrzenne struktury prêtowe zespolone z
p³yt¹ pomostow¹ [48] bêd¹ przedmiotem przysz³ych analiz numerycznych. Odrêb-
nym problemem jest analiza efektów reologicznych dŸwigara podatnie zespolonego
[25]. W niniejszej pracy zastosowano ujêcie problemu wed³ug zmodyfikowanej teorii
starzenia betonu Trosta [46].
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FLEXIBILITY OF A STEEL GIRDER CONNECTION WITH A SLAB
IN COMPOSITE BRIDGES

Abstract

The paper concerns analysis of internal forces and displacements in steel bridge girders flexibly

connected with concrete deck slab. Types of deck slabs, shear connectors and test results are

discussed. Five models describing the phenomenon of connection flexibility in bent girders are

presented. The emphasis is put on the solution of the analytical problem based on differential

equations. The analysis concerns two applied forms of the problem concerning the interaction

of the combined girder elements resulting with internal forces or displacements. The mixed

solution has been proven to be more effective, as it provides exact results (internal forces and

displacements). The analysis of the problem, carried out with use of classical parameter

C
z
characterizing flexibility of connection, was complemented withµ andβ indicators introduced

by authors. It is shown thatµ andβ indicators inform on the stress distribution in cross section of

the girder. The C x
z
( ) and M x( ) functions essentially influence the internal forces distribution

along the girder. Thus they influence theµ andβ indicators as well. Numerical examples given in

the paper describe relations between C x
z
( ) and M x( ) as well as µ and β.
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