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Z TOREM BEZSTYKOWYM

W WARUNKACH ZMIAN TEMPERATURY

STRESZCZENIE. W pracy przedstawiono matematyczno-mechaniczny model opisuj¹cy zja-
wisko wspó³dzia³ania mostu z torem bezstykowym w warunkach zmian temperatury. W roz-
wa¿aniach uwzglêdniono stadium sprê¿yste i sprê¿ysto-plastyczne pracy podsypki. Wyniki
przedstawionej analizy zilustrowano na przyk³adach liczbowych, okreœlaj¹c wykresy oddzia-
³ywañ poziomych oraz dodatkowych przemieszczeñ i naprê¿eñ normalnych toru wywo³anych
ruchami termicznymi przês³a mostowego.

1. WSTÊP

Zmianom temperatury szyn towarzysz¹ przemieszczenia toru bezstykowego, którym
przeciwstawia siê opór pod³o¿a podsypkowego. Wskutek ograniczenia swobody po-
ziomych przemieszczeñ termicznych szyn przez podsypkê powstaje w torze, przy
wzroœcie temperatury, osiowa si³a œciskaj¹ca, która w niekorzystnych warunkach
eksploatacyjnych mo¿e zagroziæ statecznoœci lokalnej toru bezstykowego w p³asz-
czyŸnie poziomej lub pionowej. Wp³yw odkszta³ceñ termicznych termicznych pod-
³o¿a jest bardzo znikomy, wiêc mo¿na go pomin¹æ. Analizuj¹c statecznoœæ toru
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na pod³o¿u “nieruchomym” uwzglêdnia siê maksymaln¹ wartoœæ si³y œciskaj¹cej,
jaka mo¿e wyst¹piæ w torze w naszym klimacie, w okresie wysokich temperatur.
Wartoœæ tej si³y ma dla bezpieczeñstwa pracy toru znaczenie podstawowe.

W praktyce pod³o¿e podsypkowe na którym spoczywa ruszt torowy mo¿e podlegaæ
wymuszonym przemieszczeniom pionowym i poziomym (np. czynne tereny osia-
dañ górniczych, nieustabilizowane wysokie nasypy). Wówczas takie pod³o¿e, które
nazywamy pod³o¿em "ruchomym" bêdzie czynnie oddzia³ywaæ na biernie zacho-
wuj¹cy siê wzglêdem niego tor, wywo³uj¹c w nim dodatkowe przyrosty si³y œci-
skaj¹cej i rozci¹gaj¹cej.

Przyk³adem “ruchomego” pod³o¿a podsypkowego jest konstrukcja nawierzchni
mostu. Pod wp³ywem zmian temperatury powstaje w uk³adzie “ruszt torowy - pod-
sypka - przês³o mostowe” zró¿nicowanie stanu wzdlu¿nych przemieszczeñ termicz-
nych przês³a mostu wzglêdem toru (odniesionych do tego samego przekroju po-
przecznego). Skutkiem przemieszczeñ toru wzglêdem przês³a mostowego s¹ od-
kszta³cenia postaciowe warstwy podsypki, poœrednicz¹cej w pracy obu ustrojów.
Prowadz¹ one do dodatkowych przyrostów si³y œciskaj¹cej i rozci¹gaj¹cej w eks-
ploatowanym torze bezstykowym, które s¹ tematem niniejszej pracy. Statecznoœæ
toru bezstykowego na pod³o¿u “ruchomym” nale¿y analizowaæ z uwzglêdnieniem
³¹cznego wp³ywu: maksymalnej si³y œciskaj¹cej w torze, wystêpuj¹cej w okresie
wysokich temperatur i okreœlonej jak dla pod³o¿a “nieruchomego”, oraz dodatko-
wego przyrostu tej si³y jaki wynika ze wspó³dzia³ania mostu z torem bezstykowym
pod wp³ywem zmian temperatury.

Celem niniejszej pracy jest poznanie mechanizmu wspó³dzia³ania mostu z torem
bezstykowym w warunkach zmian temperatury i jego analityczny opis. Analiza zo-
stanie przeprowadzona na przyk³adzie jednoprzês³owego mostu stalowego z ¿elbe-
towym korytem podsypkowym.

Nale¿y podkreœliæ, ¿e w literaturze technicznej mo¿na znaleŸæ niewiele publikacji
dotycz¹cych omawianego zagadnienia mimo i¿ dla potrzeb praktyki in¿ynierskiej
jest ono nader istotne ze wzglêdu na koniecznoœæ stosowania przyrz¹dów wyrów-
nawczych w torze bezstykowym na mostach, jak i koniecznoœæ u³o¿yskowania mos-
tów na podporach [1 – 6].

2. ANALIZA ZACHOWANIA SIÊ TORU BEZSTYKOWEGO NA
POD£O¯U “NIERUCHOMYM” PRZY RÓWNOMIERNYM
WZROŒCIE TEMPERATURY

Rozpatrujemy dowolnie d³ugi odcinek L toru bezstykowego typu S60, na pod-
k³adach drewnianych i podsypce t³uczniowej, o polu przekroju A (A As=2 , As – pole
przekroju szyny) i prostej osi geometrycznej (rys. 1).
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Dowolny przekrój toru o odciêtej x doznaje przemieszczenia u okreœlonego wzorem:

u u ut s= − , (1)

gdzie:

u txt t=α ∆ – przemieszczenie przekroju odpowiadaj¹ce przyrostowi tem-
peratury ∆t,

us – przemieszczenie toru wywo³ane poprzez opór sprê¿ysty pod-
³o¿a podsypkowego, które przeciwstawia siê przemieszcze-
niom ut ,

a ponadto ∆t t t p= − ,

t – aktualna temperatura szyn w chwili pomiaru,

t p – temperatura monta¿u,

α t– wspó³czynnik rozszerzalnoœci liniowej stali.
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Rys.1. Model toru bezstykowego. Charakterystyka podsypki r u( )
Fig.1. Model of the continuous rail track. Characteristic curve of ballast r u( )



Opór pod³u¿ny podsypki r u( ) zale¿y od wielkoœci przesuniêcia rusztu torowego
u x( ) wzglêdem pod³o¿a podsypkowego.

Rozwa¿my równowagê elementu dx toru (rys. 1). Pomijaj¹c mimoœród dzia³ania
sk³adowej stycznej reakcji, r ⋅dx, wzglêdem osi szyny, otrzymujemy zwi¹zek

d

dx

r u

A

σ = ( )
. (2)

Po zró¿niczkowaniu równania (1)

du

dx
t

du

dx
t

s= −α ∆ , (3)

dostajemy wzór na wyd³u¿enie jednostkowe, które w zakresie stosowalnoœci prawa
Hooke'a ma postaæ:

du

dx
t

E
t= +α σ∆ . (4)

Ró¿niczkuj¹c równanie (4) wzglêdem x i uwzglêdniaj¹c w nim zwi¹zek (2), otrzy-
mujemy równanie ró¿niczkowe drugiego rzêdu:

d u

dx

r u

EA

2

2
= ( )

.
(5)

Z równania (5) przy zadanych warunkach brzegowych (kinematycznych i statycz-
nych), oraz okreœlonej charakterystyce oporu pod³u¿nego podsypki r u( ), przedsta-
wionej na rysunku 1, mo¿na wyznaczyæ przemieszczenia u przekroju toru bez-
stykowego dla dowolnej odciêtej x. Opór r u( ) zale¿y g³ównie od rodzaju, iloœci i stop-
nia zagêszczenia podsypki, od rodzaju i rozstawu podk³adów oraz od rodzaju przy-
twierdzeñ szyn do podk³adów. Charakterystykê oporu podsypki r u( ) przedstawiono
na rysunku 1. Do pewnej granicy przemieszczenia u x( ) jest ona nieliniowa, zaœ powy-
¿ej, przyjmuje wartoœæ blisk¹ granicznej wartoœci rg . Mo¿na wykazaæ, ¿e poziomym
przemieszczeniom termicznym rusztu torowego towarzyszy pocz¹tkowo zjawisko
zagêszczania siê podsypki w miêdzy podk³adami, któremu odpowiada stopniowe
zwiêkszanie oporu wewnêtrznego podsypki. Stan ten trwa do chwili pokonania si³ tar-
cia pomiêdzy podk³adami a podsypk¹, oraz pokonania oporu œcinania warstwy podsy-
pki miêdzy podk³adami. Wówczas dochodzi do poœlizgów rusztu torowego, oraz
przemieszczenia i wypierania podsypki.

Do dalszej analizy przyjêto model sprê¿ysto-plastyczny przedstawiony lini¹ ci¹g³¹ na
rysunku 1. Poprzez uplastycznienie rozumie siê tutaj pokonanie si³ tarcia w oœrodku
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podsypkowym, któremu odpowiada graniczna wartoœæ jej oporu rg natomiast u p – oz-
nacza umown¹ wartoœæ wzglêdnego przemieszczenia, sygnalizuj¹c¹ stan graniczny
pracy pod³o¿a, zaœ k – wspó³czynnik poziomej sztywnoœci sprê¿ystego pod³o¿a.

Rozwa¿my przypadek szczególny, gdy na ca³ej d³ugoœci L odcinka toru (rys. 1)
wyst¹pi równomierny wzrost temperatury (przekrój œrodkowy 0 jest wówczas nieru-
chomy i stanowi p³aszczyznê symetrii dla odkszta³ceñ termicznych toru).

Rozpatrzmy praw¹ po³owê odcinka toru, wyró¿niaj¹c dwa stany pracy pod³o¿a pod-
sypkowego:

1. stan sprê¿ysty: r u k u x x g( ) , ,= ⋅ ≤ ≤ ≤u u ,p 0 (6)

2. stan graniczny: r u r x
L

g( ) , , ,= ≥ ≤ ≤u u xp g
2

(7)

którym, na podstawie rozwi¹zania równania (5) po podstawieniu odpowiedniej wiel-
koœci r u( ) odpowiadaj¹ nastêpuj¹ce ca³ki opisuj¹ce funkcjê u :

u Ae Be x xx x

g1 = + ≤ ≤⋅ − ⋅β β , ,dla 0 (8)

gdzie:

β = k

EAt

, A At s=2 ,

At – pole toru kolejowego,

As – pole przekroju szyny

oraz

u
r

EA
x Cx D x x

Lg

g2
2

2 2
= + + ≤ ≤, .dla

(9)

W celu okreœlenia nieznanych sta³ych ca³kowania: A, B, C, D i odciêtej przekroju x g ,
dla której u u p= , dysponujemy nastêpuj¹cymi warunkami:

u
1

x

x x g

= =

=

0 0 ,

,
du

u u u
dx

du

dx

x

p1 2
1 2= = =, ,

= L

2
0, .=σ

(10)
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W wyniku otrzymujemy nastêpuj¹ce rozwi¹zania, (por. [1]):

dla x x
L

ug p≤ ≤ = ⋅
2 1u

sinh( )

sinh( )

β
β

x

x g

,

σ α
β

α
β
β1 1= − − ⋅

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥E t

u

t

x

x
t

p

t g

∆
∆

cos( )

sinh( )
,

(11)

dla x x
L r

EA
x x t

r L

EA
g

g

g t

g≤ ≤ = − + −
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ ⋅

2 2 22
2u ( ) (α ∆ x x ug p− +) ,

σ 2 2
= − −⎛

⎝
⎜ ⎞

⎠
⎟

r

A

L
x

g ,
(12)

gdzie wartoœæ odciêtej x g okreœla siê z nastêpuj¹cego równania:

1

2
0

β
β α

ctgh x x
L tEA

r
g g

t

g

( ) .− + − =∆ (13)

P r z y k ³ a d o b l i c z e n i o w y [7]

L = 6000 m, tor typu S60, podk³ady drewniane, podsypka t³uczniowa: k = 2,0 MPa,

rg = 0,01 MN/m, u p = = 0,005 m, A = 0,015372 m2 (dwie szyny), E = 2,1·105 MPa,

EA = 3228,12 MN,α t = 1,15 · 10-5/K, ∆t t t p= − = 45 K, z³¹cza szynowe luŸne, czyli

dla x
L=
2

= 3000 m,σ = 0, (co odpowiada przyjêtemu powy¿ej warunkowi brzegowe-

mu).

Jak widaæ z analizy funkcji u t( ) iσ( )t przedstawionych na rysunku 2, dla czêœci œrod-
kowej toru bezstykowego o d³ugoœci 5400 m mo¿na praktycznie przyj¹æ:
u ≈ 0 iσ ≅ - 109 MPa = const, co daje podstawê do pominiêcia przemieszczeñ termi-
cznych szyn ut

o (rys. 2a) w zagadnieniu wspó³dzia³ania toru bezstykowego z przês-
³em mostowym w kierunku pod³u¿nym od zmian temperatury.
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3. WSPÓ£DZIA£ANIE MOSTU Z TOREM BEZSTYKOWYM
W UJÊCIU MODELOWYM

Na rysunku 3 przedstawiono model wykorzystany do analizy wspó³dzia³ania mostu
z torem bezstykowym pod obci¹¿eniem, ∆t > 0, na podstawie [8], [9].

Rozwa¿my przypadek, swobodnie podpartego przês³a mostowego o d³ugoœci lm

o konstrukcji zespolonej (stal, beton), po³o¿onego w czêœci œrodkowej d³ugiego od-
cinka toru bezstykowego (rys. 3). Niech taki uk³ad z³o¿ony: “ruszt torowy – podsyp-
ka – przês³o” podlega obci¹zeniu równomiernym wzrostem temperatury. Poniewa¿
bezpoœredni wp³yw temperatury na tor bezstykowy wywo³uje w jego czêœci œrodko-
wej znikome wartoœci przemieszczeñ osiowych (rys. 2), do dalszej analizy
wspó³dzia³ania mostu z torem na podsypce przyjêto ut

o = 0, por. rys. 3a).

Wzrost temperatury powoduje natomiast wyd³u¿enia przês³a mostowego um w kie-
runku ³o¿ysk ruchomych (rys. 3)

u xm t= ⋅ε , (14)

gdzie ε αt t t= ∆ , pomija siê wp³yw oporów ³o¿ysk.
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Rys.2.Wykres funkcji u t( ) i σ( )t
Fig.2.Graph of function u t( ) and σ( )t



Przemieszczeniom termicznym przês³a towarzysz¹ poziome przemieszczenia pod-
sypki bêd¹cej “ruchomym” pod³o¿em toru tg , które powoduj¹ powstawanie si³ rea-
kcji w torze bezstykowym.

Wskutek ograniczenia swobody przemieszczeñ warstwy podsypki przez ruszt toro-
wy dochodzi do jej odkszta³ceñ postaciowych, miar¹ których jest k¹t γ (rys. 3).
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Rys.3a-c. Model wspó³dzia³ania mostu z torem przy wzroœcie temperatury (∆t > 0)
Fig.3a-c. Model of bridge interaction with a track at the temperature rise (∆t > 0)



Wzd³u¿ linii styku toru z podsypk¹ i podsypki z przês³em mostowym pojawiaj¹ siê
poziome oddzia³ywania styczne o intensywnoœci:

r bt1 = ⋅τ i r bm m= ⋅τ , (15)
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Rys.3d-g. Model wspó³dzia³ania mostu z torem przy wzroœcie temperatury (∆t > 0)
Fig.3.d-g. Model of bridge interaction with a track at the temperature rise (∆t > 0)



gdzie:

b bt m, – szerokoœæ warstwy podsypki wspó³pracuj¹ca odpowiednio:
z rusztem torowym i z przês³em.

Si³y kontaktowe rt i rm , stanowi¹c obci¹¿enie zewnêtrzne zarówno w stosunku do
toru jak i przês³a, wywo³uj¹ w nich dodatkowe naprê¿enia normalne σ t i σ m oraz
dodatkowe sprê¿yste przemieszczenia ut (tor) i – ∆um (przês³o), por. rys. 3, przy
czym wymuszone przemieszczenia ut s¹ zgodne co do kierunku i zwrotu z prze-
mieszczeniami termicznymi przês³a (14), natomiast zwrot przemieszczeñ –∆um jest
do nich przeciwny. Wielkoœci poziomych oddzia³ywañ r u( ) zale¿¹ wprost od ró¿ni-
cy przemieszczeñ przês³a i toru ( )u um t− oraz od w³asnoœci fizyko-mechanicznych
i stopnia zagêszczenia podsypki (wspó³czynnik sztywnoœci k) i nie mog¹ przekro-
czyæ wartoœci granicznej rg , por. rysunek 3:

1� – zakres sprê¿ysty, dla którego na ca³ej d³ugoœci przês³a obowi¹zuje niezmien-
noœæ relacji styku tor-podsypka:

r k u u r x l r rm t g m g= ⋅ − < < =( ) dla i dla x lm= , (16)

co prowadzi do warunku granicznego:

u l u l um m t m p( ) ( ) ,− ≤ (17)

2�– zakres sprê¿ysto-plastyczny:

r k u u rm t g= ⋅ − ≤( ) , (18)

w którym obok przedzia³ów oddzia³ywañ sprê¿ystych (16) mo¿e wystêpowaæ jedna
strefa, b¹dŸ trzy strefy oddzia³ywañ granicznych r rg= .

Rozpatrzmy na wstêpie pracê ca³ego uk³adu z³o¿onego: “tor – podsypka – przês³o”
w odniesieniu do stadium sprê¿ystego (rys. 3). Z warunków równowagi toru i
przês³a, przy pominiêciu mimoœrodowego wp³ywu oddzia³ywañ poziomych [6],
otrzymujemy:

d

dx

b

A

r

A

d

dx

b

A

rt t

t t

m m

m

mσ τ σ τ= − ⋅ = = ⋅ =1 (tor)
Am

(przês³o) , (19)

Z kolei równania fizyczne prowadz¹ do zwi¹zków:

du

dx E

du

dx E

u

h G

t t

t

m m

m

t= = ≅ − =σ σ γ τ
, ,

um

p

, (20)
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gdzie:

G p – oznacza modu³ odkszta³cenia postaciowego dla warstwy podsypko-
wej.

Z powy¿szych równañ mo¿na otrzymaæ równanie ró¿niczkowe drugiego rzêdu na
obliczenie ró¿nicy naprê¿eñ normalnych σ σm t− :

d

dx E E E E

m

m

t

t

m

m

t

t
2

2 0
σ σ β σ σ−

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ − −

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ,

gdzie:

β2 = +
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

G

h

b

A E

b

A E

p t

t t

m

m m

.
(22)

Rozwi¹zanie powy¿szego równania ma postaæ:

σ σ β βm

m

t

tE E
A x B x− = +cosh( ) sinh( ) . (23)

Do wyznaczenia sta³ych A i B konieczna jest znajomoœæ czterech warunków brzego-
wych, np.: σ σ σ σt t m m m ml l( ), ( ), ( ), ( )0 0 .

Ca³ka równania ró¿niczkowego (23) okreœla ró¿nicê dwóch nieznanych funkcji na-
prê¿eñ. W celu okreœlenia dwóch sta³ych ca³kowania konieczna jest znajomoœæ war-
toœci obu funkcji w przekroju x =0 i x lm= . Znaj¹c ró¿nicê funkcji naprê¿eñ
osiowych wystêpuj¹cych w torze i w moœcie mo¿emy, na podstawie wczeœniejszych
zale¿noœci, okreœliæ funkcjê poziomych oddzia³ywañ stycznych rt i rm , a nastêpnie
same funkcje σ t i σ m .

Przyjmuj¹c E E Em t= = , A At = i za³o¿enia upraszczaj¹ce b b bt m= = , A At m<< ,

oraz k
G b

h

p= (wspó³czynnik sztywnoœci poziomej pod³o¿a), otrzymujemy β2 = k

EA
.

Wspó³czynnik β, charakteryzuj¹cy wp³yw sztywnoœci pod³o¿a podsypkowego oraz
sztywnoœci pod³u¿nej szyn na pracê toru jest wyk³adnikiem w rozwi¹zaniu (8).

W niniejszej pracy zaproponowano dla opisu wspó³dzia³ania mostu z torem bezsty-
kowym nastêpuj¹ce rozwi¹zanie:

1� – Zakres sprê¿ysty, (rys. 3 b, c).

Funkcje nieznanych przemieszczeñ toru, jako rozwi¹zanie równania
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d u

dx

r u

EA

t

2

2
= − ( )

,
(24)

maj¹ postaæ:

dla − ∞< ≤ = +⋅ − ⋅x u A e B e
t

x x0 1 1 1
β β , (25)

dla 0 2 2 2≤ ≤ = + +⋅ − ⋅x l u A e B e xm t

x x

t

β β ε , (26)

dla l x u A e B em t

x x≤ ≤ ∞ = +⋅ − ⋅
3 3 3

β β , (27)

gdzie: ε αt t t= ∆ , β = k

EAt

.

Sta³e ca³kowania A
i
, B

i
, i =1,2,3 okreœlono z nastêpuj¹cych warunków brzegowych

(kinematycznych i statycznych):

dla dlalim ,
x

t
u

→−∞
=1 0 lim ,

x
t

u
→∞

=3 0 (28)

dla x u u
du

dx

du

dx
t t

t t= = =0 1 2
1 2, , , (29)

dla x l u u
du

dx

du

d
m t t

t t= = =, ,2 3
2 3

x
, (30)

z których otrzymano wyra¿enia:

A
l

l
e

l

t m

m

l

m

m

1 2

1
1

1= ⋅ − +
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

⎡

⎣⎢
⎤

⎦⎥
=− ⋅ε

β β
β B

1
, 0 ,

(31)

A
l

e
l

t m l

m

m

2 2
1

1= − ⋅ +
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =− ⋅ε

β
εβ B

2
, t

2β
,

(32)
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A
l

l

t m

m

3 0
2

1= = ⋅
B

3
,

ε
β β

− −
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

⎡

⎣⎢
⎤

⎦⎥
⋅1

1
β

β

l
e

m

lm .
(33)

Nieznan¹ odciêt¹ przekroju x a= wyznaczono z warunku u u a
t m t2 = = ⋅ε , otrzy-

muj¹c równanie

a
l

l
l lm

m

m m=
⋅

⋅ − + ⋅
2

1
( )

[ ln( )] .
β

β β (34)

Natomiast odciêt¹ przekroju x m dla której wystêpuje u
t 2 max obliczono z warunku

du

dx

t 2 0= , co prowadzi do równania:

A e B ex x

2 2 0β β τε
β

⋅ − ⋅− + = . (35)

Stadium sprê¿yste pracy pod³o¿a podsypkowego wystêpuje dla 0 ≤ ≤∆ ∆t ts , gdzie:

∆t
u

l
l

e
s

p

t

m

m

lm

= ⋅
+

⋅
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ −

− ⋅α
β β

β

2

1
1

,
(36)

uwaga: ∆ts okreœla siê z warunku u l u l um m t m p( ) ( )− =2 .

2�– Zakres sprê¿ysto-plastyczny, (rys. 3 d, e).

Podobnie jak dla zakresu sprê¿ystego, z równania
d u

dx

r u

EA

t

2

2
= − ( )

okreœlono funkcje

nieznanych przemieszczeñ osiowych toru:

u A e B e
t

x x

1 1 1= +⋅ − ⋅β β , dla − ∞< ≤x 0 , (37)

u A e B e x x c
t

x x

t2 2 2 0= + + ≤ ≤⋅ − ⋅β β ε , ,dla (38)

u
r

EA
x D x E c x l

t

g

m3
2

3 32
= − + + ≤ ≤, ,dla

(39)
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u A e B e l x
t

x x

m4 4 4= + ≤ < ∞⋅ − ⋅β β , .dla (40)

Osiem niewiadomych sta³ych ca³kowania obliczono z nastêpuj¹cych warunków
brzegowych (kinematycznych i statycznych):

dla dlalim ,
x

t
u

→−∞
=1 0 lim ,

x
t→∞
=u 4 0 (41)

dla x u u
du

t t

t= = =0 1 2
1du

dx
, t

dx

2 , (42)

dla x c u u
d

t t

t= = =
du

dx
, ,2 3

2 u

dx

t 3 (43)

dla x l u u
du

dx

du
m t t

t t= = =3 4
3 4,

dx
, (44)

Natomiast nieznane wartoœci odciêtych przekrojów x a= i x c= , okreœlono z warun-
ków u u x

t m2 = = ⋅ε , st¹d

a
B

A
k x ut t

= −
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ⋅ ⋅ −1

2
2

2β
εln , (oraz 2 ) ,= rg

(45)

co prowadzi do równania na obliczenie c:

A e B e ux x

p2 2 0β β⋅ − ⋅+ + = . (46)

Wyznaczone sta³e ca³kowania maj¹ postaæ:

A A Bt t

1 2 1 2 42
0

2
0= + = = =ε

β
ε
β

B A, , , ,
( )

,B

E
r l

EA

e l

g m

l

m
m

4

3

2

2
1

=
+

+ ⋅⋅β β
(47)
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ε
β

ββ
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− −
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⎥ + ⋅

⋅ +

− ⋅

⋅

β ε β

β

β

β
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2
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( β β⋅ − ⋅l cm )
, (48)
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D A e
e r c

EA

c

t

c
g

3 2 1
2

= + −
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ +⋅

− ⋅

β εβ
β

, (49)

E A e c e c
r c

EA

c t c g

3 2

2

1
2

1
2

= − ⋅ + + ⋅ −⋅ − ⋅β ββ ε
β

β( ) ( ) , (50)

Wartoœæ odciêtej x m dla której wystêpuje u
t 3 max obliczono z równania:

x
D EA

r
m

g

= 3 , (51)

Zakres sprê¿ysto-plastyczny wystêpuje dla ∆ ∆t ts < , gdzie ∆ts okreœlono w wyra¿e-
niu (36).

P r z y k ³ a d y o b l i c z e n i o w e [10]

Tor bezstykowy typu S60, podsypka t³uczniowa, podk³ady drewniane,
EAt = 3228,12 MN, At = 0,015372 m2 (dwie szyny), k = 2,0 MPa, rg = 0,01 MN/m
(rys. 1),ε αt t t= =∆ 1,15⋅10-5/K ⋅45 K = 5,175 ⋅10-4 , (przyjêto jednakowe∆t dla toru i
mostu).

Analizujemy wp³yw osiowych przemieszczeñ termicznych jednoprzês³owego mostu
stalowego z ¿elbetowym pomostem (korytem balastowym), o d³ugoœci przês³a: lm =
60,0 m i lm = 91,0 m.

Sprawdzenie przyjêtego na wstêpie za³o¿enia (rys. 3):

r g tgg

d

n w= ⋅ ≅ϕ 40 kN/m ⋅ tg36�= 29,06 kN/m, gdzie g n – jednostkowa si³a masowa

nawierzchni kolejowej odpowiadaj¹ca bm (podsypka + ruszt torowy),ϕ w – k¹t tarcia
wewnêtrznego dla t³ucznia. Tak wiêc rg = 0,l01 MN/m < rg

d ≅ 0,0291 MN/m.

Ocenê wp³ywu poziomych “hamuj¹cych” oddzia³ywañ toru na most podlegaj¹cy
równomiernemu wzrostowi temperatury (rys. 3 f i g), przyjêto niekorzystnie na ca³ej
d³ugoœci przês³a lm rozk³ad: r rg= − , , rezygnuj¹c tym samym ze strefy oddzia³ywañ r
skierowanych dodatnio na d³ugoœci odcinka a.

Dla: Em = 2,1 ⋅105 MPa, Am ≅ 1,0 m2, rg = 0,01 MN/m, lm = 60 m otrzymujemy:

∆u
r

E A
xm

g

m m

= − ⋅ =
2

2 -2,381 ⋅10-8 ⋅ x 2 ; dla odciêtej x lm= = 60 m mamy
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∆u
r

E A
xm

g

m m

= − ⋅ ≅
2

2 -0,09 ⋅10-3 m. Wypadkowe termiczne przemieszczenie osio-

we przekroju przês³a dla ∆t = 45 K wynosi:

∆u x
r

E A
xm t

g

m m

= ⋅ − ⋅ =ε
2

2 5,175 ⋅10-4 ⋅ x − 2,381 ⋅10-8 ⋅ x 2 .

Jak widaæ, wp³yw oddzia³ywañ toru na most jest bardzo ma³y.

Z wykresów na rysunku 4 wynika równie¿, ¿e w zakresie sprê¿ystym pracy podsyp-
ki wystêpuje najwiêkszy wzglêdny przyrost naprê¿eñ œciskaj¹cych w torze bezsty-
kowym wywo³anym ruchami termicznymi przês³a mostu.

Dla ∆ts =9,54 K przyrost ten osi¹ga ju¿ wartoœæσ
t min = -8,272 MPa, co odpowiada

49,4 % wartoœci przyrostu tych naprê¿eñ obliczonych dla ∆t = 45 K w stadium
sprê¿ysto-plastycznym (σ

t min = -16,752 MPa).

Jak widaæ wyst¹pienie stanu granicznego pracy podsypki w drugim zakresie jest re-
akcj¹ toru przed nadmiernym wzrostem dodatkowych naprê¿eñ osiowych w szy-
nach. Ponadto, co przedstawiono na rysunku 4, w przypadku przês³a lm = 60 m
pojawia siê tylko jedna strefa oddzia³ywañ granicznych rg , która wystêpuje na sa-
mym przêœle. Natomiast w strefach tzw. “kotwienia” toru, poza przês³em, od-
dzia³ywania r nie osi¹gaj¹ wartoœci rg =0,01 MN/m i wystêpuje tam stan sprê¿ysty,
nawet przy bardzo du¿ych ró¿nicach ∆t, np. dla odciêtej x = 60+ m (strona prawa
przekroju) mamy: ∆t = 45 K, r = -6,872 ⋅10-3 MN/m.

W przypadku przês³a o d³ugoœci lm =91,0 m i ∆t =45 K stan graniczny pracy podsy-
pki pocz¹tkowo pojawia siê jednoczeœnie na d³ugoœci przês³a i w przekroju x =91 m
(rys. 5), by nastêpnie, dla ∆t > 45 K, rozwin¹æ siê w dodatkowe dwie strefy skrajne
r rg= poza przês³em, pierwsza o d³ugoœci d1 od strony ³o¿yska ruchomego i druga
o d³ugoœci d 2 od strony ³o¿yska sta³ego, przy czym d d2 1< . Obie strefy na rysunku 5
oznaczono liniami przerywanymi. Podobnie dla lm > 91,0 m i ∆t = 45 K mog¹ poja-
wiaæ siê równie¿ trzy strefy oddzia³ywañ granicznych r rg= (lm =91,0 m jako wiel-
koœæ charakterystyczna odpowiada wartoœciom parametrów przyjêtego modelu
pod³o¿a).

Nale¿y podkreœliæ, ¿e w przypadku tylko jednej strefy oddzia³ywañ granicznych,
pojawiaj¹cej siê na przêœle mostu, obliczenia u tt ( ), σ t t( ), r tt ( ) mo¿na przeprowa-
dziæ dla podanego w pracy modelu (funkcje czteroprzedzia³owe rozk³adów). Nato-
miast dla przypadku trzech stref oddzia³ywañ r rg= zachodzi ju¿ potrzeba
stosowania bardziej z³o¿onego modelu, z szeœcioprzedzia³owymi funkcjami
rozk³adu u tt ( ),σ t t( ), r tt ( ) przedstawienie których nie mieœci³o siê w ramach niniej-
szej pracy.
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Rys.4a. Wykresy funkcji: u tt( ), σt t( ), r tt( ) dla przês³a o d³ugoœci 60 m (zakres sprê¿ysty)
Fig.4a. Graphs of function: u tt( ), σt t( ), r tt( ) for the span of length 60 m (the elastic range)
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Rys.4b. Wykresy funkcji: u tt( ), σt t( ), r tt( ) dla przês³a o d³ugoœci 60 m (zakres
sprê¿ysto-plastyczny)
Fig.4b. Graphs of function: u tt( ), σt t( ), r tt( ) for the span of length 60 m (the elastic-plastic
range)
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Rys.5. Wykresy funkcji: u tt( ), σt t( ), r tt( ) dla przês³a o d³ugoœci 91 m
Fig.5. Graphs of function: u tt( ), σt t( ), r tt( ) for the span of length 91 m



4. WNIOSKI

Na podstawie opracowanego modelu wspó³dzia³ania toru bezstykowego z mostem
w warunkach równomiernego oddzia³ywania temperatury otrzymano wzory na ob-
liczenie przyrostów naprê¿eñ i przemieszczeñ wzd³u¿nych w torze bezstykowym
jako funkcji poziomych przemieszczeñ termicznych przês³a mostowego.

Wprawdzie przedstawiony model nie odwzorowuje w pe³ni rzeczywistych warun-
ków wspó³pracy toru z mostem, to jednak jego stosowanie w praktyce mo¿e ju¿ daæ
wyniki, których wartoœci liczbowe bêd¹ tego samego rzêdu, co odpowiednie warto-
œci przyrostów doraŸnych przemieszczeñ i naprê¿eñ osiowych pojawiaj¹cych siê w
torze bezstykowym od przemieszczeñ termicznych przês³a.

Analiza by³a ograniczona do statycznych warunków wspó³dzia³ania toru bezstyko-
wego z mostem. W rzeczywistych warunkach dynamiczne wstrz¹sy toru wywo³ane
ruchem poci¹gów prowadz¹ do czêœciowego roz³adowania powsta³ych napiêæ miê-
dzy rusztem torowym a podsypk¹, efektem których bêdzie pewna redukcja obliczo-
nych, na podstawie podanych zale¿noœci, wartoœci przemieszczeñ i naprê¿eñ nor-
malnych toru. Zjawisko to, z uwagi na swoj¹ z³o¿onoœæ i specyfikê, wymaga odrêb-
nego opisu analitycznego.
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MODEL OF BRIDGE INTERACTION WITH A CONTINUOUS RAIL TRACK
SUBJECTED TO TEMPERATURE CHANGES

Abstract

The paper presents the mathematical and mechanical model describing the phenomenon of a
bridge interaction with continuous rail track under the influence of temperature changes. The
considerations include the elastic stage and elastic–plastic stage of the foundation behavior.
Results of the analysis are illustrated by means of numerical examples, presenting
characteristics of the distributions of horizontal interactions, as well as additional
displacements and axial stresses of the track, caused by bridge span thermal movements.
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