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STATIC CHARACTERISTICS OF CANTILEVER BRIDGES

CHARAKTERYSTYKI STATYCZNE MOSTOW WYBUDOWANYCH

METODA WSPORNIKOWA

STRESZCZENIE. W artykule rozpatruje sie dwa parame-
try — sztywnos¢ i podatnosé — jako statyczne charakterystyki
konstrukcji mostowych. Sztywno$c¢ jest okreslana jako skutek
obcigzenia zmiennego. Jest ona zwigzana z charakterystykg
dynamiczng mostéw. Odwrotnoscig sztywnosci jest podatnosé.
Podatnosc¢ jako funkcja czasu stuzy do analizy procesow reolo-
gicznych, w tym degradacji konstrukcji. Dzigki analizie zwigzku
tych wielko$ci utworzono algorytm szacowania podatnosci na
podstawie sztywnosci obiektu, jako ze jej wartos¢ jest tatwiejsza
do uzyskania. W pracy przedstawiono analizy oparte na mo-
delach obliczeniowych mostéw wspornikowych. Wyniki analiz
mogg by¢ wykorzystane do innych rodzajow mostéw, rowniez
o matych i $rednich rozpietosciach, w tym o zmiennej wysoko-
Sci.

SLOWA KLUCZOWE: analizy statyczne, modele obliczenio-
we, mosty wspornikowe, sztywno$c¢ i podatnosé.

ABSTRACT. In the paper, two parameters — stiffness and
flexibility — are considered as static characteristics of bridge
structures. Stiffness is referred to as the effect of variable load.
It is related to the dynamic characteristics of bridges. Flexibility
is the inverse of stiffness. Flexibility as a function of time is
used to analyze rheological processes, including structural
degradation. Owing to the analysis of the relationship between
these quantities, an algorithm was created for estimating
flexibility based on the stiffness of the object, since the latter
value is easier to obtain. In this work, analyses based on
computational models of cantilever bridges were performed.
The results can be used for other types of bridges, including
those with small and medium spans and variable height.
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1. WPROWADZENIE

Tematem pracy jest analiza dwoch podstawowych charak-
terystyk statycznych konstrukcji mostowych: sztywnosci
i podatnosci. Definicje sztywnosci wykorzystano do okre-
slenia wptywu obciagzenia krétkotrwatego pochodzacego
od pojazdu zmieniajacego swoje potozenie wzdhuz osi
mostu [1]. W pracy [2] wskazano na zaleznos$¢ sztywno-
$ci od czestosci drgan wlasnych pierwszej, gigtnej formy
deformacji. Obydwie wielko$ci analizowano jako funk-
cje rozpigtosci przgsta. Stad w pracach [1-3] wskazano
na istotng zalezno$¢ pomigdzy sztywnoscig a charaktery-
styka dynamiczng mostéw. Sztywnos$ci uzyskane w pracy
z obliczen mostow betonowych o najwigkszych rozpig-
tosciach sa uzupelnieniem dotychczasowych rezultatow
badan mostéw o matej i Sredniej rozpigtosci [ 1, 2].

Definicj¢ podatnosci wykorzystano do okreslenia wptywu
obcigzenia stalego — cigzaru wlasnego konstrukcji oraz
wyposazenia (nawierzchni jezdni i chodnikow) — i jego
dlugotrwatego oddziatywania na konstrukcje. Takie uje-
cie podatno$ci pozwala na analiz¢ procesow dlugotrwa-
tych, w tym reologicznych [4-9]. W przypadku mostow
z betonu naturalne deformacje wynikaja ze zmian cech
fizycznych betonu, ujetych w jego module $cisliwosci,
petzaniu oraz skurczu. W przypadku obcigzen dlugo-
trwatych istotne znaczenie ma petzanie betonu [4, 5, 7].
W obszernym opracowaniu [9] wykonano analiz¢ wply-
wu zmiany cech fizycznych betonu na ugiecia w funkcji
czasu na przyktadzie mostow o duzej (ok. 200 m) i rekor-
dowej (ok. 300 m) rozpigtosci, wybudowanych w Nor-
wegii z zastosowaniem technologii wspornikowej. W tym
przypadku danymi do analizy numerycznej byty wyniki
bezposrednich pomiaréw obiektu.

Odrebnym celem analizy podatnosci jest okreslenie wpty-
wu zmiany parametrow geometrycznych przgset na ich
deformacj¢. W pracach [3, 5, 6] wskazano na schemat
statyczny konstrukcji jako istotny czynnik wplywajacy
na ksztatt linii ugiecia pochodzacej od obcigzenia row-
nomiernie roztozonego. Ten zakres obliczen rozwinigto
w niniejszym artykule. Wskazano na zwigzek sztywno-
$ci z podatnoscia mostéw z wykorzystaniem badania linii
ugiecia powstatej podczas przejazdu samochodu.

Istotny wptyw na zmiang podatnosci w czasie majg straty
sprezenia i destrukcja (zarysowanie betonu) jako czynniki
o cechach losowych. Zaproponowano, aby je uwzglednié
jako dane z monitoringu, a wigc z uwzglednieniem rze-

1. INTRODUCTION

The presented work is devoted to the two basic static
characteristics of bridge structures: stiffness and flexibili-
ty. Definition of stiffness was used to determine the influ-
ence of a live load comprising a vehicle moving along the
bridge [1]. The authors of [2] pointed out the relationship
between the structure’s stiffness and the frequency of its
first bending mode. Both quantities have been analyzed as
functions of the span length. Therefore, the works [1-3]
indicated a strong relationship between stiffness and dy-
namic characteristics of bridges. Values of stiffness calcu-
lated in the work for concrete bridges with greatest spans
supplement the results of previous studies of short- and
medium-span bridges [1, 2].

Definition of flexibility was used for determination of the
influence of dead loads — self-weight of the structure and
equipment (including pavement structures of the road-
ways and sidewalks) — and their long-term effect on the
structure. Such approach to flexibility enables analysis
of long-term processes, including rheology [4-9]. In the
case of concrete bridges, natural deformations result from
changes in physical properties of concrete, as described
by compressive modulus, creep and shrinkage. In the case
of long-term loads, concrete creep is a significant effect
[4, 5, 7]. An extensive Norwegian study [9] included anal-
ysis of the influence of changes in concrete physical prop-
erties on deflections in time, using the example of bridges
with high (around 200 m) and record (around 300 m) span
lengths built in Norway using cantilever concreting tech-
nology. In this study, numerical analyses were based on
data obtained in direct measurements conducted on struc-
tures.

A separate aim of flexibility analyses is to determine the
effect that the changes in geometric parameters of spans
have on their deformation. Works [3, 5, 6] demonstrated
that the static scheme of the structure is a significant fac-
tor affecting the shape of the deflection curve generated by
uniformly distributed load. These calculations are further
developed herein. A relationship between bridge stiffness
and flexibility was demonstrated using analysis of the de-
flection curve obtained during the passage of a vehicle.

Changes of flexibility in time are significantly affected
by such random factors as loss of prestressing or damage
(cracking of concrete). It has been proposed to incorporate
such factors as data from bridge monitoring, which reflect
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czywistego stanu obiektu. W pracach [5, 6] wskazano, ze
istotny wplyw na zmiany niwelety mostu ma technologia
budowy obiektu. Zatem kazdy z rodzajow konstrukcji na-
lezy rozpatrywac indywidualnie — w tym mosty budowa-
ne z zastosowaniem technologii wspornikowej (nawiso-
wej), ktore opisano w niniejszej pracy.

2. MODELE MOSTOW

Tematem pracy jest analiza sztywnosci 1 podatnosci mo-
stow betonowych o najwigkszych rozpietosciach [5,9-11].
Klasycznie uksztaltowany uktad konstrukcyjny dzwi-
gara o przekroju skrzynkowym i zmiennej wysokosci
przedstawiono na Rys. 1. Wynika on z technologicznego
schematu wspornikowego, jak rowniez z uktadu obcia-
zen w fazie budowy [5]. Wedtug [10]: najbardziej eko-
nomiczne zastosowania technologii nawisowej stanowig
obiekty w zakresie rozpigtosci 80-150 m. Przekroczenie
bariery 200 m powoduje radykalne zwigkszenie zuzycia
materiatow.

the actual condition of the structure. Works [5, 6] indicat-
ed that construction technology significantly affects the
changes in vertical alignment of the bridge. Therefore,
each structure type should be analyzed individually — also
the concrete bridges constructed using cantilever concret-
ing technology, which are the subject of this work.

2. BRIDGE MODELS

The work is focused on stiffness and flexibility of con-
crete bridges with the longest spans [5, 9-11]. A classic
structural system of a box girder with variable depth is
shown in Fig. 1. Such geometry results from the cantile-
ver building technology and from the distribution of loads
in the construction phase [5]. According to [10]: the most
economical applications of the cantilever construction
technology include structures with span lengths within
the range of 80-150 m. Beyond the limit of 200 m, mate-
rial usage increases drastically.
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Fig. 1. Geometry of the bridge in Kedzierzyn-Kozle [12]
Rys. 1. Geometria mostu w Kedzierzynie-Kozlu [12]
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Do analizy statycznej wykorzystano schemat belki wie-
loprzestowej [13]. Do obliczen przyjeto konstrukcje
o zmiennej sztywno$ci El, utworzone z dwoch syme-
trycznych cze¢$ci, przedstawionych na Rys. 2, 3 1 4. Obcig-
zeniem przyjetym do analizy sztywnosci jest sita skupio-
na P, a do analizy podatnosci — obcigzenie rownomiernie
roztozone na calej dtugosci mostu o intensywnosci g.

Static analyses were performed using multi-span beam
schemes [13]. Calculations were made for structures with
variable stiffness £/, characterized by symmetry about
the vertical axis, as shown in Fig. 2, 3 and 4. Stiffness
was analyzed using a concentrated load P, while flexibil-
ity was analyzed using a uniformly distributed load with
constant intensity g.
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Fig. 2. Static scheme and deflection
curve of a 5-span bridge used in stiffness
calculations

Rys. 2. Schemat i linia ugiecia mostu

p 5-przestowego zastosowane do okreslania
X sztywnosci

Wynikiem obliczen w obydwu przypadkach jest w, czyli
ugiecie w srodku rozpietosci przesta gldéwnego o rozpie-
tosci L. Dodatkowo, jako uogoélnione przemieszczenia,
przyjeto katy obrotu przekrojow podporowych ¢ i y. We
wszystkich rozpatrywanych przypadkach uwzglednia sig
zmiang wysokosci przesta, ujeta w modelu jako funkcje
zmiany momentu bezwtadnosci /(x) z minimalng warto$-
cig w srodku rozpigtosci przesta gtdéwnego (oznaczona
jako 1) oraz maksymalng warto$cig nad podporg / .

Na wartos$¢ ugiecia w istotnie wptywa uktad konstruk-
cyjny mostu, przesta gldwnego i przeset do niego przy-
legtych. W schematach wieloprzegstowych udziat wptywu
pozostatych przesel na warto$¢ w jest ograniczony. Stad
W pracy rozpatruje si¢ schematy o matej liczbie przeset,
a kazdy przypadek geometrii mostu analizowany jest in-
dywidualnie.

W przypadku analizy podatno$ci obcigzenie state uwzgled-
niono jako sitg rownomiernie roztozong o intensywnosci ¢,
jak na Rys. 3 i 4, ktora jest modelem ci¢zaru witasnego
konstrukcji oraz wyposazenia (nawierzchni jezdni i chod-
nikdéw). Rowniez w tym przypadku stosuje si¢ wykorzy-
stywany wczesniej model obliczeniowy, ktory uwzgled-
nia nastepujace przemieszczenia: ugiecie w oraz trzy katy
obrotu — nad podporami ¢ i y oraz w srodku rozpigtosci
przesta gtownego [13].

In both cases calculations provide the value w, that is
the deflection in the middle of the main span, whose
length is L. Additionally, inclination angles of the sup-
port cross-sections ¢ and y were adopted as generalized
displacements. In all the analyzed cases, the changes in
cross-section height were incorporated in the model as
changes in the moment of inertia /(x), with the minimum
value occurring in the middle of the main span (designat-
ed as /) and the maximum value occurring over the pier / .

The value of deflection w is significantly affected by the
structural scheme, including the geometry of the main
span and adjacent spans. In multi-span systems the influ-
ence of other spans on w is limited. Therefore, systems
with low number of spans are considered in this study and
each case of bridge geometry is analyzed individually.

In the case of flexibility analyses, dead load was incor-
porated as a uniformly distributed load with constant in-
tensity ¢, as shown in Fig. 3 and 4. The distributed load
represents the self-weight of the structure and equipment
(including pavement structures of the roadways and side-
walks). The previous calculation model is used also in this
case; it includes the following displacements: deflection w
and three inclination angles — at the support cross-sections
¢ and y and in the middle of the main span [13].
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Fig. 3. Static scheme and deflection curve of a 3-span
bridge used in flexibility calculations

Rys. 3. Schemat i linia ugiecia mostu 3-przestowego
zastosowane do okreslania podatnosci

»\/9,«; Fig. 4. Static scheme and deflection
- curve of a 4-span bridge used

in flexibility calculations

Rys. 4. Schemat i linia ugiecia mostu
! 4-przestowego zastosowane
X do okreslania podatnosci

W zastosowaniach praktycznych wystepuja réwniez kon-
strukcje o dwoch 1 wigcej przestach wykonanych w tech-
nologii wspornikowej o rozpigtosci L. Wowczas w sche-
macie statycznym rozpatruje si¢ symetric wzgledem osi
srodkowej podpory z postacig przemieszczen przedsta-
wiong na Rys. 4. Do tak sformulowanego uktadu przeset
stosuje si¢ model obliczeniowy wykorzystywany wczes-
niej z dodatkowym katem B w srodku rozpictosci przesta
gtéwnego.

3. FUNKCJE ZMIANY MOMENTOW
BEZWLADNOSCI

Rozpatrywane konstrukcje mostoéw moga by¢ realizowa-
ne z zastosowaniem réznych technologii, np. betonowa-
nia na pelnym rusztowaniu lub nasuwania podtuznego
[12]. Na ksztatt dolnej linii konstrukeji przesta ma wptyw
wiele czynnikow, w tym estetyka mostu i rodzaj materia-
tu (beton zbrojony lub sprezony). W przypadku mostow
betonowych duzych rozpigtosci na proporcje wysokosci
przekrojow ma rowniez wpltyw rozpigto$¢ przesta gtow-
nego L [12]. Zwykle w mostach budowanych z zastoso-
waniem technologii wspornikowej przyjmuje si¢ mini-
malng wysokos¢ przesta jako niezalezng od rozpigtosci
na poziomie /4 =~ 3 m (Rys. 1). W pracy zmiana wysokosci

w(x)

In practical applications, there are also structures with
two (or more) spans constructed in cantilever technology,
both with the span length of L. In such cases their static
schemes include symmetry about the vertical axis of the
middle pier, with displacement form shown in Fig. 4. The
aforementioned calculation model is applied to such span
layout as well, using the additional angle B in the middle
of the main span.

3. FUNCTIONS REFLECTING
THE CHANGES IN THE MOMENT
OF INERTIA

The analyzed bridge structures may be constructed using
various technologies, e.g. by concreting on full falsework
or incremental launching [12]. The shape of the bottom
surface of the span is affected by multiple factors, in-
cluding bridge aesthetics and material type (reinforced
concrete or prestressed concrete). In the case of concrete
bridges with long spans, the proportions of cross-sections
are also influenced by the length of the main span L [12].
In bridges constructed using the cantilever technology,
the minimum depth of the cross-section is usually adopt-
ed regardless of the span length as 7~ 3 m (Fig. 1). In this
work, the changing cross-section depth is expressed by
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przekroju jest opisana funkcja paraboliczng o wartosci
maksymalnej (nad podporg) % , jak we wzorze:

h(x)=h+(h, —hya* (1)

w ktorym a jest bezwymiarowg wspotrzedng potozenia
przekroju X

o= ; . (2)

Przyjeto zmiang sztywnosci przesta na zginanie w postaci
paraboli, ktorej ksztatt uzalezniony jest od ilorazu:

EI, 1

n=—=%t=-—"% 3

El 1 3)
gdzie EI jest wartoScig nad podporg przgsta gtownego,
za$ EI — w polowie rozpietosci przesta pomiedzy podpo-
rami (rowniez w przyleglych przgstach o statej wysoko-
$ci). Z uwagi na prosty schemat statyczny w obliczeniach
wykorzystano symetri¢ konstrukcji i klasyczne rozwigza-
nia metody przemieszen [13].

W obliczeniach wspotczynnikdéw sztywnosci [13] przy-
jeto zmiany momentdéw bezwladnos$ci w postaci funkcji

1) =I[1+@n-1)-a’F, 4)

gdzie n jest ilorazem sztywnosci na zginanie przekroju
przestowego i podporowego (3). Na Rys. 5 przedstawiono
funkcje /(x)/I w przypadku, gdy n =8 oraz n = 9. Wykresy
te odniesiono do wynikdéw okreslonych na podstawie geo-
metrii przekroju poprzecznego mostu przedstawionego na
Rys. 1. Z porownania wykreséw widoczne jest dobre dopa-
sowanie tych funkcji, gdy n przyjmuje warto$¢ posrednig.

We wzorze (3) przyjeto jako staty modut Younga E na ca-
tej dlugosci mostu. W trakcie budowy wartosci £(¢) sa
zrdznicowane z uwagi na czas ¢ powstania segmentow.
W wybudowanej konstrukcji sg one w zasadzie zblizo-
ne. W praktyce, gdy osiaggane s3 maksymalne rozpigtosci
mostow, stosuje si¢ w czesci srodkowej przesta gtdownego
beton lekki [9], a czasem rowniez konstrukcje zespolone
[12]. Zatem ogdlniejszym ujgciem parametru 7 jest pro-
porcja sztywnosci, a nie tylko momentéw bezwtadnosci.

Fig. 5. The change in the moment of inertia along
the span for different values of n

Rys. 5. Ksztatty funkcji zmiany momentow
bezwladnosci zalezne od ilorazu n

1(x)/!

a parabolic function with the maximum value (above pier)
of & , as in equation:

h(x)=h+(h,—h)a’ , (1)
where o is a dimensionless coordinate of the cross-section
a=2 )

a

The change in cross-section bending stiffness along the
span was adopted as parabolic and related to the ratio:

EI, 1,
"TE T G)
where EI is the value above the support of the main span
and EI is the value in the middle of the span (also in ad-
jacent spans with constant height). Owing to the simple
static scheme, calculations were based on the symmetry
of the structure and the classic solutions of the displace-
ment method [13].

Stiffness coefficient calculations [13] employed the fol-
lowing function expressing the changes in the moment of
inertia:

10 =1M+Rn-1-a’T @)
where n is the aforementioned ratio between bending
stiffness of the support and mid-span sections (3). Fig. 5
shows the function /(x)/I in the cases whenn =8 and n=9.
The two plots are presented alongside the results based on
the actual geometry of the bridge shown in Fig. 1. The
plots indicate good fit of the real results and the functions
when an intermediate n value is used.
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4. SZTYWNOSC MOSTU

Sztywno$¢ mostu [1, 3] jest ogolng charakterystyka kon-
strukcji definiowang jako

=2 [un],
w m

()

gdzie P jest obcigzeniem mostu w postaci pojedynczej
sily skupionej, wywotujacej maksymalne ugiecie przesta
w=w . Wobec tego potozenie sity P na jezdni mostu jest
takie, aby ugiecie przesta byto jak najwigcksze. Zwykle
powstaje ono, gdy sita P (np. cigzar samochodu) znajduje
si¢ w $rodku rozpietosci (w uktadzie wieloprzgstowym,
w przesle o najwigkszej rozpigtoscei), jak na Rys. 2. W kon-
strukcjachomatychrozpigtosciach,np.ptytowo-belkowych
i wieloprzestowych, przy wyznaczaniu k korzysta si¢ z po-
wierzchni wptywu ugiecia i jej maksymalnej rzednejn [1].

Definicje sztywnosci (5) wykorzystano do opisu wptywu
obcigzen ruchomych. Na Rys. 6 przedstawiono wyniki
badan okoto 100 mostow wybudowanych w Szwajcarii
[1-3]. Badano mosty o zréznicowanej konstrukcji, sche-
matach statycznych i technologii budowy. Na tym rysun-
ku wyr6zniono dwie grupy mostéw z uwagi na materiat
uzyty do ich budowy: betonowe i zespolone. Jak widac,
sztywnosci mostow betonowych sa ok. 2,5 raza wicksze
od sztywnosci przesel zespolonych [6]. Wzrost rozpig-
tosci przegsta L powoduje zmniejszenie jego sztywnosci.
W niniejszej pracy rozszerzono zakres analizy na mosty
betonowe o najwiekszych rozpigtosciach, a wiec przekra-
czajace rozpigtos¢ 100 m.

It was assumed in equation (3) that the Young modulus £
is constant along the entire bridge. However, during the
construction phase £(f) varies due to the time of creation
of particular segments . When the structure is finished,
its £ values are generally similar. In practice, when maxi-
mum span lengths are reached, mid-segments of the main
span may be constructed using lightweight concrete [9]
or composite sections [12]. Therefore, a more general ex-
pression of the parameter n would be the one based on the
bending stiffness and not only on the moment of inertia.

4. BRIDGE STIFFNESS

Stiffness [1, 3] is a general characteristic of the structure,

defined as:
P [MN}
k=— | —|,
w m

)

where P is the loading of the bridge in the form of a single
concentrated force, resulting in the maximum deflection
of the spanw=w, . Therefore, the location of the P force
on the roadway is taken to generate the greatest span de-
flection. Usually this is achieved when the force P (e.g.
vehicle load) is located in the middle of the span (for mul-
ti-span systems, in the middle of the longest span), like in
Fig. 2. In structures with short spans, e.g. slab-beam bridg-
es and multi-span bridges, & is determined using the de-
flection influence surface and its maximum ordinate n [1].
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5. ANALIZA PARAMETRYCZNA
SZTYWNOSCI MOSTOW

Ponizej rozpatruje si¢ przyktad konstrukcji mostu 3-prze-
stowego (bez przgset skrajnych o rozpigtosci L,, widocz-
nych na Rys. 2). Zatozono rozpigto$¢ przesta skrajnego
L, = L/2 = a. Model statyczny mostu utworzony jest wigc
z czterech identycznych wspornikow (w czasie budowy)
o zmiennej wysokosci przekroju, z symetriag wzgledem
srodka rozpigtosci przesta gldownego. Zmiennym para-
metrem w tej analizie jest iloraz sztywnosci na zginanie
w weztach, podporowym i przestowym, okreslany jako n
ze wzoru (3). W modelu obliczeniowym rozpigto$¢ prze-
sta srodkowego L wraz ze sztywnoS$cig £l sg parametrami
rozwigzania [13]. Ugigcie w $rodku rozpigtosci przesta
gtéwnego jest okreslone wzorem

1 pC
wW=—"7—, (6)
C, EI
gdzie parametr C, jest wspotczynnikiem obcigzenia krot-
kotrwalego, z ktorego po uwzglednieniu (5) otrzymano
WwzOr na sztywnos¢ mostu:

k=c, 2 [@} (7)
L m

W tym ujeciu sztywno$¢ k jest charakterystyka mostu; ro-
dzaj obcigzenia i schemat statyczny uwzglednia si¢ we
wspotczynniku C,. W przypadku elementarnego schema-
tu w postaci belki swobodnie podpartej o statej sztywno-
sci otrzymuje si¢ C, = 48, co przyjeto jako warto$¢ od-
niesienia.

Wykres zmian parametru C, wystgpujacego we wzorach
(6)1(7) przedstawiono na Rys. 7. Zakres zmian parametru
n obejmuje mosty wybudowane w technologii wsporni-
kowej, a takze przesta o statym przekroju, np. wykonane
jako nasuwane wzdtuznie, gdy n = 1. Przypadki posrednie
moga dotyczy¢ mostow o innej zmianie wysokosci. Na
podstawie wykresu (Rys. 7) okres$lono przyblizong zalez-
nos¢ parametru C, od ilorazu n w mostach 3-przgstowych

C, ~105Jn . (8)

Na Rys. 8 przedstawiono wyniki obliczen przeprowadzo-
nych dla n =25/3 oraz r6znych wartosci ilorazu rozpigto-
$ci przeset okreslanego jako

L

-2 ©)

1 1

Definition of stiffness (5) was used for the description of the
influence of live loads. Fig. 6. presents the results of a study
conducted on about 100 bridges in Switzerland [1-3].
The study encompassed bridges of various structural
types, static schemes and construction technologies. The
two groups visible in the figure were defined according
to the material — either concrete or composite bridges. As
visible in the chart, stiffness values of concrete bridges are
greater by a factor of approx. 2.5 than the values of com-
posite spans [6]. As the length of the span L increases, its
stiffness decreases. In this work, the scope of the analysis
is extended to include concrete bridges with the longest
spans, that is beyond the length of 100 m.

5. PARAMETRIC ANALYSIS
OF BRIDGE STIFFNESS

Let us consider a case of a 3-span bridge structure (like
the one shown in Fig. 2, but without the outermost L,
spans). It is assumed that the outer spans adjacent to the
main span have the length of L, = L/2 = a. Therefore, the
static model of the bridge (during construction) compris-
es four identical cantilevers with variable cross-section
height, symmetrical about the axis situated in the middle
of the main span. The variable parameter in the analysis
is n, the ratio of cross-section bending stiffness over the
support vs. in mid-span, as defined in equation (3). The
solution is obtained for parameters comprising length of
the main span L and bending stiffness £/ [13]. Deflection
in the middle of the main span is expressed by:

1 Pl
wW=—"7—, (6)
C, EI
where the C, parameter is the coefficient of the short-term
load. After substituting (5), one obtains the equation for

bridge stiffness:
EI | MN
k=Cp— | —|. 7
P L3 |: m :l ( )
In this approach, stiffness & is a characteristic of the
bridge. The type of loading and static scheme is included
in coefficient C,. In the case of the elementary scheme of

simply supported beam with constant stiffness C, = 48,
which was adopted as the reference value.

Changes of the parameter C, used in equations (6) and (7)
are shown in Fig. 7. The range of n includes bridges con-
structed using the cantilever technology as well as spans
with constant section height, e.g. launched incrementally,
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Rozpatrzono dwa schematy statyczne mostow: 3-1 5-prze-
stowe. W moscie 3-przgstowym o A < 2 wystepuje pa-
raboliczna zmiana wysoko$ci na calej dlugosci mostu
z wartoScig EI nad podporg skrajng. Gdy A = 2, otrzymu-
je si¢ wynik przedstawiony na Rys. 7. W przypadku gdy
A > 2, czes$¢ przesta skrajnego o dlugosci a ma zmienng
wysokos¢ (jak na Rys. 2), natomiast pozostata cze$§¢ ma
staty przekroj poprzeczny. Taka sama zasada stosowa-
na jest w moscie 5-przestowym (widocznym na Rys. 2).
W przesle skrajnym tego mostu wystepuje stata warto§¢
El, a jego rozpigtos¢ spetnia warunek L, = 0,7L,. Dzigki
temu mozna przedstawi¢ wyniki na jednym rysunku.

400

350 >

300 //
P

" 250 //
200 /
150 /
100
1 3 5 7 9 11 13

n

Fig. 7. Values of the C,, coefficient for various values of
the n ratio in the case of a 3-span bridge

Rys. 7. Warto$¢ wspotczynnika C, w zaleznosci od ilorazu
sztywnosci n mostu 3-przestowego

Na wykresach (Rys. 8) wyr6ézniono mosty 3- i 5-przesto-
we (jak w legendzie). Przedstawiono wyniki obliczen pa-
rametru C, uzyskane z og6lnego rozwigzania ujetego we
wzorach (6) 1 (7). Zatem w obu rodzajach mostow sztyw-
nos¢ maleje wraz z przyrostem rozpigtosci L,. Sztyw-
nosci mostéw S-przestowych sa tylko o 3% wigksze od
sztywnosci obiektow 3-przestowych. W zakresie ilorazu
sztywno$ci 8 < n < 15 zmiany wartosci C, nie przekra-
czaja 1,5% (Rys. 8). Zatem gltowny wplyw na sztywno-
$ci obiektow budowanych z zastosowaniem technologii
wspornikowej ma iloraz rozpigtosci ujgty w wartosci A.
W rozpatrywanym zakresie A wystepuje zmiana wartosci
C, na poziomie 20%.

W praktyce inzynierskiej wystepuja obiekty o bardzo
zrdznicowanych parametrach geometrycznych dotycza-
cych rozpigtosci, a szczegodlnie wymiaréw przekroju po-
przecznego (tak jak na Rys. 1). W Tabl. 1 podano para-
metry geometryczne obiektow niezbedne do okreslenia

15

7
295

et
G 285 /

when n = 1. Intermediate cases may reflect bridges with
other cross-section height differences. Based on the plot
(Fig. 7), the approximate relationship between C, and n
was determined for 3-span bridges:

C,~105Jn . (8)

Fig. 8 shows the results of calculations performed for

n =25/3 and various span length proportions A, expressed
by:

PR

L L

1

()]
1
Two static schemes were taken into account: 3-span
and 5-span bridges. For the 3-span bridge with A < 2,
cross-section depth changes parabolically along the length
of the span, with value £/ above the outer support. When
A =2, one obtains the results shown in Fig. 7. When A > 2,
part of the outermost span with the length a has variable
cross-section height (like in Fig. 3), while the remaining
part of the span has constant height. The same rule applies
to the analyzed 5-span bridge (Fig. 2). The outermost
span of this bridge has the constant cross-section stiffness
value of £7, and its length meets the condition: L, =0.7L,.
Owing to this, the results may be presented in one figure.

315

305

275 / e
265 / / -3
—5
255 /
1.2 14 16 1.8 2.0 22 2.4
A

Fig. 8. Values of the C, coefficient for various span length
proportions in 3-span and 5-span bridges

Rys. 8. Warto$¢ wspoétczynnika C, w zaleznosci od proporcji
diugosci przeset mostéw 3- i 5-przestowych

Plots in Fig. 8 show 3-span and 5-span bridges separately
(see legend). The presented results of C, were obtained
from the general solution expressed by equations (6) and
(7). For both the analyzed types of bridges, stiffness de-
creases with an increase in the L, span length. Stiffness
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schematu statycznego. Do okreslenia / i I, wykorzystano
dane projektowe przekrojow poprzecznych krajowych
obiektéw (Rys. 1) oraz katalogi [14]. Wyniki zestawione
w tablicy sg rezultatami wlasnych obliczen. Gdy w tabli-
cy brak wartosci L,, oznacza to, ze obiekt jest 3-przgsto-
wy. Wielko$ci w nawiasie to dtugos¢ przeset mostu o bu-
dowie niesymetrycznej. Istotne znaczenie majg wymiary
konstrukcji, a szczeg6lnie szerokos¢ mostu (ujete w war-
tosciach /, a niewidoczne w parametrach analizowanych
obiektow).

values of 5-span bridges are bigger by only 3% than those
of 3-span bridges. In the range of 8 <n < 15, the relative
change in C, does not exceed 1.5% (Fig. 8). Therefore, it
is the ratio of span lengths A that has the primary influence
on the stiffness of bridge structures constructed using can-
tilever technology. Within the analyzed range of A, the ob-
served relative change in C, is around 20%.

Table 1. Stiffness of chosen bridges
Tablica 1. Sztywnosci wybranych mostéw

Span lengths Moments of inertia of cross-sections .
Structure name Rozpigtosci przgset Momenty bezwtadnosci przekrojow przgset Stiffness Of,ﬂ}e sFructure
Nazwa obiektu [m] [m*] Sztywnosc obiektu
I I I ] k [MN/m]
1 2 o
Milowka 82 46.0 36.8 6.647 38.89 117.2
Nysa 100 56 40 5.99 79.89 88.0
Lany 120 60 - 9.97 99.28 73.8
Wroctaw 126 68.1 - 10.00 101.86 63.2
Ohre 137 72.05 - 11.18 1323 59.8
Kedzierzyn-Kozle
(Fig. 1/ Rys. 1) 140 75 50 11.21 91.01 47.2
Melnik 146.2 72.05 - 8.80 305.4 68.2
Litomerice 151 102 (90) - 17.8 184.9 62.1
Poncin 155 117 (105) - 33.15 445.8 117.9
Gennevilliers 169 110 (114) - 23.88 3333 67.1
Grudzigdz 180 110 - 30.41 460.7 74.2
Viaurvaller 180 130 - 4493 579.1 98.5
Strasbourg 205 121(131) - 33.25 266.8 41.5
Stovset 220 100 - 74.54 3333 62.2
Palau” 240 96 - 12.29 634.4 15.7
" structure after the main span was made continuous [16]
konstrukcja po uciggleniu przesta glownego [16]

Zauwazmy, ze W przeslach o mniejszej rozpigtosci wy-
stepuja mniejsze wartosci /(L) oraz wigksze sztywnosci
k(L). W warto$ciach momentéw bezwladnosci istotne
znaczenie ma wysoko$¢ przekroju poprzecznego, jak
rowniez szeroko$¢ konstrukcji. Z przyrostem szerokosci
mostu wystepuje proporcjonalny wzrost k. Przeklada si¢
to na znaczne rozproszenie wynikéw uzyskanych z ana-
lizy istniejgcych obiektow. Wyniki z Tabl. 1 sa uzupet-
nieniem wykresu przedstawionego na Rys. 6 w zakresie
najwigkszych rozpigtosci mostow betonowych.

In engineering practice, structures vary mostly in their
geometric parameters pertaining to span lengths and
cross-section dimensions ( Fig. 1). Geometric parameters
required for determination of the static scheme are shown
in Table 1. Values of / and / were determined based on
the Polish design data (like in the case shown in Fig. 1)
and catalogs [14]. Values shown in the table are the re-
sults of the author’s own calculations. If the L, value is
not given, the structure is a 3-span bridge. Span lengths
of asymmetric bridges are given in parentheses. Dimen-
sions of each structure, especially its width, are of major
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W dalszej czgsci analizy okreslono sztywnos$¢ w srodku
przesta gtdéwnego jako funkcje rozpietosci L [m]:

(L —100)?

EI(L)=300+ (10)

1 na tej podstawie otrzymano wykres sztywnosci przegset
k(L), przedstawiony na Rys. 9. We wzorze (10) przyjeto
EI'=300 GNm? oraz L = 100 m. W obliczeniach przyjeto
stalg wartos¢ n = 10, stad dla A = 2 otrzymano C, = 325,
Jak na Rys. 7. Z uwagi na niewielkie réznice wartosci C,
w uktadach 3- 1 5-przgstowych wykres obejmuje catg gru-
pe obiektéw. Zatem wyniki podane na Rys. 9 sg uzupet-
nieniem wykresu przedstawionego na Rys. 6. Istotny jest
bardzo szybki spadek sztywnosci k, gdy L < 130 m, jak
réwniez jej stabilizacja w dalszym zakresie rozpigtosci.
Widoczne jest to takze w wynikach podanych w Tabl. 1.
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Fig. 9. Stiffness k of the analyzed bridges as function of
the length L of the main span

Rys. 9. Sztywnosc¢ k analizowanych mostéw w funkgciji
rozpietosci L przesta gtéwnego

6. PODATNOSC DORAZNA MOSTU

Odwrotnoscig sztywnosci konstrukcji jest jej podatnosc.
W rozpatrywanym w pracy zagadnieniu jako obcigzenie
stale stosuje si¢ sile rownomiernie roztozong o intensyw-
nosci ¢, jak na Rys. 3 i 4, wynikajaca z cigzaru wlasnego
konstrukcji oraz wyposazenia (nawierzchni jezdni i chod-
nikow). W tym przypadku podatnos¢ mostu jest wyrazona
jako iloraz maksymalnego ugigciaw =w_do obcigzenia
q, zgodnie z definicjg [3] zawartg we wzorze:

s W

Ponizej rozpatruje si¢ przyktad mostu o schemacie sta-
tycznym przedstawionym na Rys. 3. Ze wzgledu na sy-

importance (they are not listed directly, but they are in-
cluded in the values of /).

It is noteworthy that shorter spans display lower values of
I(L) and bigger stiffness k(L). Moments of inertia are sig-
nificantly influenced by cross-section height and width.
The value of & is proportional to the width of the bridge.
This fact leads to the considerable scatter observed in the
values obtained from the analyses of existing structures.
Results shown in Table 1 complement the plot shown in
Fig. 6 by supplementing data in the range of the greatest
concrete span lengths.

In further analyses, cross-section stiffness in the middle
ofthe main span was expressed as a function of span length
L [m]:

EI(L)=300+ (10)

(L-100)*
0
and subsequently used to plot span stiffness (L), as shown
in Fig. 9. The values of £/ = 300 GNm? and L = 100 m
were assumed in (10). A constant value of » = 10 was
assumed in the calculations, therefore, when A = 2, the
value C, = 325 was obtained, like in Fig. 7. Due to small
differences in C, between 3-span and 5-span systems (as
seen in Fig. §8), the plot includes all the analyzed struc-
tures. Results shown in Fig. 9 complement the plot shown
in Fig. 6. Importantly, stiffness £ decreases rapidly when
L <130 m and stabilizes for greater span lengths. This is

also noticeable in the results given in Table 1.

6. BRIDGE FLEXIBILITY

Flexibility of the structure is the inverse of its stiffness. In
the problem analyzed herein, structure is subjected to uni-
formly distributed dead load ¢, as shown in Figs. 3 and 4,
comprising self-weight of the structure and its equipment
(including sidewalk and roadway pavements). In this case
flexibility of the bridge is expressed as the ratio of the
maximum deflection w = w_ to the load ¢, according to
the definition [3] given in equation:

w | m’
f . {MN} : (11
The following analysis will pertain to a bridge with the
static scheme shown in Fig. 3. Due to its symmetry, half
of the structure is analyzed. Parametric solution is ap-
plied, like in the case of stiffness. Displacements include:
deflection w and two rotation angles over the supports ¢
and y. Deflection in the middle of the main span equals
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metri¢ do obliczen przyjeto potowe konstrukcji. Podobnie
jak w przypadku sztywnosci, zastosowano rozwiazanie
parametryczne. Przemieszczeniami sa: ugigcie w oraz
dwa katy obrotu nad podporami ¢ i y. Ugigcie w $rodku
rozpigtosci przesta gtdéwnego wynosi

1 gL'
T (12
q
skad wyznaczono dorazng podatnos¢
1 r m’
TC El |MN| (13)
q

W obydwu charakterystykach (w oraz f) wystepuja czesci
state: rozpietos¢ przesta gtownego L i sztywnos¢ w $rod-
ku rozpigtosci El, jak na Rys. 3. We wzorach (7) i (13)
sztywnosc¢ i podatno$¢ dorazna mostu nie zaleza od inten-
sywnosci obcigzen P i g. Zatem ogélnym rozwigzaniem
(13) jest parametr C, jako wielko$¢ charakterystyczna
konstrukcji. W przypadku elementarnego schematu w po-
staci belki swobodnie podpartej o stalej sztywnosci otrzy-
muje si¢ warto$¢ odniesienia:

384
Cq:?:76,8 . (14)

7. ANALIZA PARAMETRYCZNA
PODATNOSCI

Ponizej rozpatrzono szczegoélny przypadek konstrukeji
mostu 3-przestowego, przedstawionego na Rys. 3. W ob-
liczeniach zatozono rozpietos¢ przesta skrajnego okre-
$lonego wspotczynnikiem A = 2. Zmiennym parametrem
jest w tej analizie iloraz sztywno$ci na zginanie n, jak we
wzorze (3). Na Rys. 10 przedstawiono wyniki obliczen
W postaci parametru Cq ujetego we wzorach (12) i (13).
Zakres zmian parametru n obejmuje mosty wybudowane
jako wspornikowe, a takze obiekty o stalym przekroju,
np. wykonane w technologii nasuwania wzdtuznego, gdy
n = 1. Przypadki posrednie moga dotyczy¢ dowolnych
mostow.

W szczegdlnym przypadku belki trzyprzgstowej o statym
momencie bezwladnosci, n = 1, uzyskuje si¢
_ 13 of

- . 15
3072 EI (15)

W przypadku przeset o zmiennej wysokosci uzyskuje sie
znacznie mniejszg warto$¢, np. gdy n = 8:

1 gL'
=—1—, 12
r o (12)
therefore, current flexibility may be expressed as
= LL—4 m- 13
C,El [MN ]|’ (13)

Both the analyzed characteristics (w and f) include con-
stant values: main span length L and stiffness in the mid-
dle of the span EI, like in Fig. 3. In equations (7) and
(13) neither stiffness nor current flexibility depends on
the intensity of loads P and g. Therefore, general solu-
tion of (13) is the C, parameter, treated as an individual
characteristic of the given structure. In the case of the ele-
mentary static scheme comprising simply supported beam
with constant bending stiffness, one obtains the following

reference value: 384
Cq:?:76.8 . (14)

7. PARAMETRIC ANALYSIS OF
BRIDGE FLEXIBILITY

A specific case of a 3-span bridge structure shown in
Fig. 3 is analyzed below. Outer span length corresponding
to A =2 was assumed in the calculations. The variable pa-
rameter in this analysis is the cross-section stiffness ratio
n, as given in (3). Fig. 10 shows the results of the calcu-
lations in the form of the Cq parameter used in equations
(12) and (13). The range of n includes cantilever bridges
as well as bridges with constant cross-section height, e.g.
launched incrementally, when n = 1. Intermediate cases
may correspond to bridges of any type.

In the particular case of a 3-span beam with constant mo-
ment of inertia, #n = 1, one obtains:
g
3072 EI
In the case of spans with variable cross-section depth, the
obtained value is considerably lower, e.g. when n = §:
4
2 gl
3072-5 EI

(15)

(16)

An approximate relationship was determined for spans
with variable height:

C, ~~250\n . (17)
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21 gL'
w= —.
3072-5 EI

(16)
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Fig. 10. Relationship between the Cq parameter and
the cross-section stiffness ratio n
Rys. 10. Zaleznos$¢ parametru Cq od proporcji sztywnosci n

W przypadku przeset o zmiennej wysoko$ci wyznaczono
przyblizong zaleznos¢

C, ~~250n . (17)

a z wykresu przedstawionego na Rys. 9 wynika znaczna
redukcja ugigcia w Srodku rozpigtosci przesta.

Rozpatrywany wczesniej przypadek geometrii mostu jest
szczegolny. Zwykle w przestach budowanych metoda
betonowania wspornikowego rozpigtos¢ przesta skrajne-
go nie spetnia warunku A = 2. Na Rys. 11 przedstawiono
wyniki najczesciej spotykanych przypadkéw w mostach
3-przgstowych, jak na Rys. 3. W legendzie wykresoéw
podano trzy warto$ci n. Z wykresow tych wynika, ze
najwigkszy wplyw na warto$ci C,a wigc i na podat-
no$¢ obiektow, ma schemat statyczny (geometria) ujety
w ilorazie rozpigtosci A, przy niewielkim udziale ilorazu
sztywnosci 7.

Na Rys. 12 przedstawiono wyniki obliczen w przypadku,
gdy n =25/3 — rownoczesnie dla uktadow 3- i1 5-przgsto-
wych. W obydwu grupach zmienng jest iloraz rozpietosci,
ujety w A; w uktadzie 5-przgstowym przy statym ilora-
zie L/L, = 0,9. Gdy A > 2, polowa przgsta skrajnego ma
zmienng wysokos¢ (jak na Rys. 3), natomiast pozostata
cz¢$¢ ma stala wysokos¢. Gdy A < 2, na przesle o rozpig-
tosci L, wystepuje paraboliczna zmiana wysokosci, z war-
toscia £l nad podpora.

As visible in the plot shown in Fig. 9, deflection in the
middle of the span is reduced considerably.

The above-mentioned case of bridge geometry is not gen-
eral. Typically, the outer span lengths in bridges concreted
using cantilever technology do not correspond to A = 2.
Fig. 11 shows the results for the most popular cases of
3-span bridges (Fig. 3). Three values of n are given in the
legend. As visible in the plot, the value of Cq (therefore
— bridge flexibility) is primarily influenced by the static
scheme (geometry) included in the span length ratio A,
with minor influence of the cross-section stiffness ratio 7.
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Fig. 11. Relationship between the C_ parameter,

the cross-section stiffness ratio n and the span length ratio A
Rys. 11. Zalezno$¢ parametru Cq od ilorazu sztywnosci n

i rozpietosci A

Fig. 12 shows the results of calculations for n = 25/3 (for
3-span and 5-span systems). The variable in both groups
was the span length ratio A. For the 5-span system, the L /L,
ratio was constant and equaled 0.9. When A > 2, half of
the outer span has variable height (like in Fig. 3), and the
other half has constant height. When A < 2, the change in
cross-section height over the L, span is parabolic, with the
value EI over the support.

Comparing the two plots labeled as ,,3” and ,,5” in Fig. 12,
one may note that 5-span bridges display lower flexibili-
ty than 3-span bridges. Moreover, the plots indicate that
deflections of the main span are reduced when loading
grows due to the increase in the length of the span L,
(and L,). It is visible particularly well when A < 1.6. This
pertains to both cases, i.e. both 3-span and 5-span bridges.
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Porownujac wykresy oznaczone jako krzywe 3 i 5 na
Rys. 12, mozna zauwazy¢, ze mosty o wiekszej liczbie
przesel wykazuja mniejsza podatnos¢ niz mosty 3-prze-
stowe. Z tych wykreséw wynika rowniez redukcja ugiec¢
przesta gtownego, gdy przyrasta obciazenie przesta
w wyniku zwigkszajgcej sig rozpigtosci L, (i L,)). Jest to
szczegolnie widoczne, gdy A < 1,6. Wniosek ten dotyczy
obydwu rozpatrywanych przypadkow, a wigc mostow za-
rowno 3-, jak i 5-przestowych.

Wspolczynnik Cq jest wiec warto$cig charakterystyczng
mostu, w ktorej uwzglednia si¢ schemat statyczny i zmia-
ny geometrycznych parametréw przekroju poprzeczne-
go wzdhiz dlugosci przgsel. Przyktadowo, w przypadku
mostu przedstawionego na Rys. 1 i wynikow podanych
na Rys. 12, gdy A = 140/75 = 1,867, jego podatnos¢ wy-

nosi:

140* m?

=— —=1,201 . 18
4 732-43,7-10" {MN} (18)

W Tabl. 2 przedstawiono wybrane wyniki obliczen przy-
ktadow istniejacych obiektow mostowych. Wykorzystano
charakterystyki geometryczne schematéw statycznych
stuzacych do okreslenia sztywnosci obiektow zastawione
w Tabl. 1. Zastosowano indywidualne, wtasne obliczenia
z uwagi na zréznicowang geometri¢ analizowanych mo-
stow. W przypadku obiektow o wiekszych rozpigtosciach
(L > 220 m) stosuje si¢ w przgsle gtownym beton lekki,
a w rekordowych rozpigtosciach — przgsto o konstrukcji
stalowej [12]. Zatem sg to uktady hybrydowe, i jako takie
zostaly pominigte w tej pracy. Wyniki podane w Tabl. 2
wskazuja na niewielki wzrost podatno$ci w przgstach
wraz z przyrostem rozpigtosci. W tablicy wyrozniajg si¢
obiekty mostowe o najwigkszych wartosciach /> 1. Te
mosty byly przedmiotem analiz z uwagi na znaczne ugig-
cia powstate podczas ich eksploatacji [3, 5, 6, 9, 11-13].

W zastosowaniach praktycznych wystepuja rowniez ukta-
dy wieloprzgstowe z wieloma wspornikami. W najprost-
szym uktadzie symetrycznym, wybudowanym jako uktad
z szescioma wspornikami, linia ugi¢cia ma ksztatt przed-
stawiony na Rys. 4. Na Rys. 13 przedstawiono wykresy
parametru C, jako wyniki uzyskane z analizy uktadu ,,D”
(blizniaczego), jak na Rys. 4. Przyjeto w przestach skraj-
nych staty iloraz rozpigtosci A = L/L, = 1,6.

W przypadku estakad, czyli w uktadzie wieloprz¢stowym
o regularnej, powtarzalnej budowie przeset wsporniko-
wych, wystepujg jednakowe rozpigtosci L =L, =L, = L.

S oo LA

1300 \ T
1200 — 3 |

A\ —:
1100 \\ i
1000

~

™~
800 \ E‘

600
12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

A
Fig. 12. Relationship between the Cq parameter and the span
length ratio A
Rys. 12. Zalezno$¢ parametru Cq od ilorazu rozpietosci A
Therefore, the Cq coefficient is a characteristic of the
bridge, incorporating the static scheme and changes in
cross-section geometric parameters along the length
of the spans. For example, in the case of the bridge
presented in Fig. 1 and values given in Fig. 12, when
A =140/75 = 1.867, bridge flexibility equals:

140°* m’
f=———  _=1201 {MN} (18)

732.43.7-10°

Results of calculations for chosen existing structures
are given in Table 2. Geometric characteristic of static
schemes presented in Table 1 were used. Due to the var-
ied geometry of the analyzed bridges, individual calcu-
lations were performed. In the case of bridges with long
spans (L > 220 m) lightweight concrete is used in the
main span; for record span lengths — steel segments may
be introduced [12]. Such bridges should be treated as hy-
brid structures, and as such they have been omitted in this
work. Results shown in Table 2 indicate a slight increase
in flexibility of the spans with an increase in their length.
Bridges with the biggest values of /> 1 stand out in the
table. These bridges have already been the subject of oth-
er analyses due to their considerable service deflections
[3,5,6,9, 11-13].

In practical applications, multi-span systems with multiple
cantilevers are also used. In the simplest symmetrical sys-
tem, which is constructed as six cantilevers, the deflection
curve has the shape shown in Fig. 4. Plots of C, parameters
shown in Fig. 13 were obtained as the results of analysis
of system ,,D” (twin), like in Fig. 4. Constant span length
ratio was assumed for the outer spans: A = L/L = 1.6.
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Ze wzgledu na symetri¢ i regularne zmiany wysokosci
przeset nad podporami, nie wystepuja katy obrotu prze-
krojow podporowych: ¢ =y = 0. Rowniez kat B = 0. Wo-
bec tego mozna zastosowa¢ najprostszy model oblicze-
niowy [13], gdzie jedynym parametrem rozwigzania jest
ugiecie w.

Table 2. Flexibility of selected bridges
Tablica 2. Podatnosci dorazne wybranych mostow

In the case of concrete trestles, i.e. multi-span systems
with regular repeating cantilever spans, the lengths of the
spans are identical L = L, = L, = L.. Due to the symmetry
and regular changes in cross-section height over supports,
there is no rotation of support sections: ¢ =y = 0. Also,
B = 0. Therefore, the simplest calculation model may be
used [13], in which the only parameter of the solution is
deflection w.

Structure name Iloraszpreglz;)eire;ltg(:}élcria;lr(;e;sd Ratio Bridge ﬂ?xib‘ility Parameter
Nazwa obicktu Iloraz Podgtnosc obiektu Parametr
L [m] A L/L, n=1/I f [m*MN] C
Miléwka 82 1.78 2.23 5.94 0.267 0.382
Nysa 100 1.79 2.50 13.34 0.435 0.383
Lany 120 2.00 - 9.90 0.724 0.445
Kedzierzyn-Kozle
(%ig. ) /yRys. 1 140 1.87 2.67 8.30 1.201 0.405
Poncin 155 1.40 - 13.45 0.388 0.295
Grudziadz 180 1.64 - 15.15 0.898 0.370
Stovset 220 2.20 - 4.47 1.654 0.468
Palau® 241 2.51 - 51.6 4.047 0.264
Palau™ 241 2.51 - 51.6 2.180 0.179
" originally designed system with a mid-span joint / uktad projektowy z przegubem w $rodku rozpigtosci
™ structure after the main span was made continuous / konstrukcja po uciagleniu prze¢sta gtéwnego

Dla poréwnania, w modelu pojedynczego przgsta utwier-
dzonego gdy n = 1, czyli w belce o stalej wysokosci,
otrzymuje sig:

4
yo B al (19)
3072 EI
natomiast gdy n = 14, ugigcie redukuje si¢ do warto$ci:
3072 EI

Na Rys. 13 przedstawiono wykres parametru C, oznaczo-
ny jako ,,F” — uzyskany, gdy rozpatrywane sg estakady
utworzone z jednakowych wspornikow. Stad model ob-
liczeniowy jest sprowadzony do pojedynczego przesta
o schemacie belki obustronnie utwierdzonej, w ktorym
wynik zalezy wylacznie od ilorazu sztywnosci ujetej
w parametrze n, jak we wzorze (3). Omawiane rozwigza-
nie obejmuje obiekt z przestem glownym o blizniaczym
podparciu jak w Palau [15, 16]. W przypadku wykresu
parametru C_ oznaczonego jako ,,D”, wyniki uzyskane
sa jak dla blizniaczego uktadu przeset przedstawionego
na Rys. 4. Réznica rzednych wykresow Cq(F) - Cq(D)

For comparison, in the model of a single span with re-
strained support, when n = 1, i.e. beam of constant height,
one obtains:

4
po 8l (19)
3072 EI
in contrast, when n = 14, deflection is reduced to:
2 gL'
w=—o .= (20)
3072 EI

Fig. 13 shows the plot of the C, parameter labeled as “F”
— obtained, when trestles composed of identical cantile-
vers are analyzed. In such case the calculation model is
reduced to a single span — beam with restrained supports
on both ends — in which the result depends only on the
cross-section stiffness ratio #, like in equation (3). The
analysis also encompasses structure with main span with
twin support, like in Palau [15, 16]. Plot of the C, param-
eter labeled as “D” shows the results obtained for the twin
span system shown in Fig. 4. The difference in ordinate
values of both plots Cq(F) - Cq(D) indicates generation of
the B angle and influence of the inclination of span over
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wskazuje na powstanie kata [ oraz wplyw obrotu przesta
nad podpora ¢ na wartos¢ ugiecia w. Kat p = 0 wystepuje
w przypadku estakad.
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Fig. 13. Relationship between the Cq parameter and
the cross-section stiffness ratio n
Rys. 13. Parametr quako zaleznos¢ od ilorazu sztywnos$ci n

8. SZTYWNOSC | PODATNOSC MOSTU
JAKO WYNIK POMIAROW

Sztywno$¢ mostu obliczana jest ze wzoru (5) jako iloraz
sity P do ugigcia w, gdy obydwie wielkosci wystepuja
w $rodku rozpigtosci przesta gtownego, jak na Rys. 2.
Odwrotnoscia tego stosunku jest maksymalna rzedna linii
wplywu ugiecia | w tym punkcie, wyrazona jako

w
=—. 21
7 21
Stad mozna réwniez okresla¢ sztywnos$¢ mostu jako
P 1
k=—=—. (22)
won

W badaniach mostow tworzy si¢ rowniez linie wptywu
ugiecia n(x) [1, 2]. Wykorzystuje sie do tego celu pomiar
zmiany niwelety mostu, gdy obcigzeniem jest sita P, jak
na Rys. 2. Stad linia ugigcia w(x), powstala od obciazenia
P ustawionego w $rodku rozpigtosci przesta glownego,
przyjmuje ksztatt linii wptywu ugiecia wyrazonej jako
funkcja
_w(x)
n(x) P (23)

17

support ¢ on the value of deflection w. Angle B = 0 oc-
curse in the case of trestles.

8. BRIDGE STIFFNESS AND
FLEXIBILITY OBTAINED FROM
MEASUREMENTS

Bridge stiffness is calculated from equation (5) as the
quotient of the force P divided by deflection w, when both
quantities occur in the middle of the main span, like in
Fig. 2. The inverse is the maximum value of the deflection
influence line n, expressed as

=4 e2y)
Therefore, bridge stiffness may be also determined as
P 1
k=—=—. (22)
wn

Deflection influence lines n(x) are also created during
bridge tests [1, 2], based on measurements of changes
in the vertical alignment of the bridge under loading P,
like in Fig. 2. Therefore, deflection curve w(x), generated
under loading P located in the middle of the main span,
assumes the shape of the deflection influence line, ex-
pressed by the function
w(x)
X)=——— .
nx=—7

On large bridges, w(x) and n(x) are determined using a ve-

hicle with the total weight P. It is assumed that all the
individual axle loads P, meet the condition:

ZR 1 NP-T] .
i=1

In practice, validity of this assumption results from the
shape of the deflection curve in the middle of the span,
like in Fig. 2, and the fact that the distance between axles
is small in relation to L — thus m = n [1].

(23)

24

In the case of acceptance tests performed on the bridge
presented in Fig. 1, in order to improve accuracy (read-
ings from the measurement instruments) a parallel system
of 3 identical vehicles was used. Mass of each loading
vehicle equaled Q =32 ton [1]. Measurements yielded the
value of deflection w = 19 mm, which was used in equa-
tion (5) to obtain the stiffness of the bridge:

k=3-32'9'81

=49.6 [@} : (25)
m
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W przypadku duzych mostéw do wyznaczania w(x) i n(x)
stosuje si¢ jako obcigzenie pojazd o catkowitym cigza-
rze P. Wowczas zaktada sig, ze udziat wszystkich naci-
skow osi P spetnia warunek jak we wzorze:

D Bn~P1. (24)
i=l1

W praktyce stuszno$¢ tego zatozenia wynika z ksztattu li-
nii ugigcia w otoczeniu $rodka rozpigtosci, jak na Rys. 2,
oraz z malego rozstawu osi w odniesieniu do L — stad
n,~n [1].
W przypadku badan odbiorczych mostu przedstawionego
na Rys. 1 w celu zwiekszenia doktadnosci (wartosci od-
czytow z urzadzen pomiarowych) wykorzystano rownole-
gly uklad trzech jednakowych pojazdow. Jako obcigzenia
uzyto samochodow o masie Q = 32 tony [1]. W wyniku
pomiaru uzyskano ugigcie w = 19 mm, a stad okre$lono
wedlug wzoru (5) sztywnosc¢ obiektu jako
=49.,6 {@} .
m

k:3-32'9’81

(25)

Warto$¢ ta jest wigksza jedynie o 5% od wartosci obliczo-
nej w Tabl. 1. Nalezy przy tym zauwazy¢, ze wynik uzy-
skany z zaleznos$ci (25) dotyczy rzeczywistego obiektu
z nawierzchnia i kapami chodnikowymi (jak na Rys. 1),
a nie modelu konstrukcji (jak na Rys. 2).

Znacznie wygodniejsze do wyznaczania n(x) jest korzy-
stanie z jednego punktu pomiarowego ugigcia potozone-
go w $rodku rozpigtosci przesta gtdownego, z pojazdem
zmieniajacym polozenie x(P). Jest to jeden z wynikow
badan odbiorczych stuzacych do okreslenia charaktery-
styk dynamicznych [1-3]. Woéwczas korzysta si¢ z zasady
wzajemnosci przemieszczen Bettiego, z ktorej wynika, ze
w(x) ma ksztatt linii wptywu ugiecia, jak we wzorze (23).
Zatem gdy korzysta si¢ z wynikdw pomiardw, nie jest wy-
magana informacja dotyczgca parametrow geometrycz-
nych, jak w modelu obliczeniowym. Dzigki pomiarom
w naturalny sposob odwzorowany jest rzeczywisty roz-
ktad sztywnosci przesta El(x). Przedstawiony algorytm
wyznaczania w(x) wykorzystano do utworzenia wykre-
sow widocznych na Rys. 6, jako wynikéw pomiarow [2].

W og6lnym przypadku podatno$¢ mostu [6, 12] jest de-
finiowana jako iloraz maksymalnego ugigcia w i inten-
sywnosci obcigzenia rownomiernie roztozonego ¢, jak we
wzorze (11). W tym punkcie rozpatruje si¢ wyniki pomia-
ru i lini¢ ugiecia w(x) uzyskang z badania, jak na Rys. 2.

This value is bigger by only 5% than the value calculated
in Table 1. One should bear in mind that the result ob-
tained from (25) pertains to a real structure with road-
way pavement and sidewalks (like in Fig. 1), and not to
a structural model (like in Fig. 2).

It is much more comfortable to determine 1(x) using one
deflection measurement point in the middle of the main
span, with the vehicle changing its location x(P). It is one
of the results of acceptance tests pertaining to dynamic
characteristics [1-3]. Based on the Betti’s law of recipro-
cal deflection, w(x) has the same shape as the deflection
influence line, as shown in equation (23). Therefore, un-
like in the calculation model, using measurement results
does not require knowledge of the geometric parameters.
Measurements naturally reflect the actual distribution of
cross-section stiffness E/(x) along the span. The present-
ed algorithm of determination of w(x) was used to create
plots shown in Fig. 6 as measurement results [2].

In a general case, bridge flexibility [6, 12] is defined as
the ratio of the maximum deflection w to the intensity of
the uniformly distributed load ¢, like in equation (11). In
this section, measurement results and deflection curve
w(x) obtained from testing are taken into account, like in
Fig. 2. Using the deflection influence line n(x) according
to equation (23), in combination with uniformly distribut-
ed load ¢, one obtains the deflection in the middle of the
main span:

w= q.f nx)dx . (26)

Upon dividing w by any load ¢, one obtains the current
flexibility of the structure, expressed as:

f=Q=[nEydx. (27)

The value Q is the area under the deflection influence line
(determined for deflection in the middle of the span, like
in Fig. 2) and, at the same time, the flexibility of the struc-
ture.

An advantage of such algorithm is the fact that it ena-
bles estimation of current flexibility of the structure at any
chosen moment in its life. Its drawback lies in the need
for highly sensitive measurement devices to determine
the function w(x). Measurements performed in various
periods enable analysis of changes of flexibility within
the service life of the structure. Another benefit of this
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Korzystajac z linii wptywu ugigcia n(x) zgodnie ze wzo-
rem (23) oraz obcigzenia rownomiernie roztozonego ¢,
otrzymuje si¢ ugigcie w srodku rozpigtosci przesta gtow-
nego o wartosci:

W= qu,(x)dx : (26)

Z poréwnania w do dowolnego obcigzenia ¢ otrzymuje
si¢ dorazng podatnos¢ konstrukceji ujeta w rOwnaniu:

f=Q= fn(x)dx . (27)

Wartos¢ Q jest polem powierzchni pod wykresem linii
wplywu ugiecia w $rodku rozpigtosci przgsta gldéwnego
(jak na Rys. 2) i rownoczes$nie podatnoscig konstrukcji.

Zaletg takiego algorytmu jest mozliwos$¢ szacowania po-
datnosci obiektu w dowolnym momencie jego eksploa-
tacji. Jego uciazliwoscia jest potrzeba stosowania urza-
dzen pomiarowych o duzej czulosci do okreslenia funkcji
w(x). Badania realizowane w réznych okresach pozwa-
laja na analiz¢ zmian podatnosci podczas uzytkowania
obiektu. Zaleta tego sposobu okreslania linii ugiecia jest
uwzglednienie aktualnej (rzeczywistej) sztywnoS$ci prze-
sta z udzialem wyposazenia (nawierzchni i elementéw
chodnikow). Istotne jest rowniez ujecie zmian fizycznych
zachodzacych w konstrukcji obiektu, np. modutu $cisli-
wosci czy tez zarysowania betonu podczas cyklicznych
przejazddéw pojazdow eksploatacyjnych.

9. ZWIAZEK SZTYWNOSCI

Z PODATNOSCIA DORAZNA

Wzory (22) 1 (27) opisuja sztywnos¢ k i podatnos$¢ doraz-
ng mostu fz wykorzystaniem linii wptywu ugi¢cia przesta
glownego n w srodku jego rozpigtosci L. Z iloczynu tych
wielkosci [3] wynika zwigzek ujety we wzorze:

1%
k- f = [n()dx . (28)
L
Wzér (28) mozna przeksztatci¢ do postaci:
Ly
k- f =[E@)d=C-L . (29)
0
Powstata w ten sposob funkcja &(x) ma ksztatt linii ugie-
cia w(x), jak na Rys. 2, z warto$cia jednostkowa w srodku

rozpigtosci przgsta glownego. Funkcje ugiecia w(x) uzy-
skano od obcigzenia silg P, natomiast n(x) jest jej prze-

method is determination of deflection curve correspond-
ing to the current (real) stiffness of the span, incorporat-
ing the pavement and sidewalks. It is also necessary that
physical changes (e.g. compressive modulus or concrete
cracking) occurring in the structure during service under
cyclic loads are taken into account.

9. RELATIONSHIP BETWEEN
STIFFNESS AND CURRENT
FLEXIBILITY

Equations (22) and (27) express stiffness k& and current
flexibility of the bridge f using the deflection influence
line n (determined for deflection in the middle of the main
span, whose length is L). Multiplication of these two
quantities [3] yields the following relationship:

1%
ke f = [n()dx . (28)
m 5
Equation (28) may be transformed to the following form:
Ly
k- f=[E@)d=C-L . (29)
0

The obtained function &(x) has the shape of the deflec-
tion curve w(x), like in Fig. 2, and assumes the value of
1 in the middle of the main span. Function of deflection
w(x) was obtained using loading force P, whereas 1(x) is
its transformation, as shown in equation (23). Therefore,
function &(x) is a specific case of w(x) when w = 1, like
in Fig. 2. When a numerical model is used in FEM soft-
ware, one only needs to force displacement equal to 1 in
the middle of the main span, and the obtained deflection
curve will be identical with function &(x). Therefore, the
deflection influence line n(x) may be obtained by multi-
plying n - &(x); deflection curve w(x) may be obtained as
w - §(x). Furthermore, if C is the area under the plot of
function &(x), then Q from equation (27) equals i - C.

Value C, that is the result of multiplication of k& by f, de-
pends solely on the static scheme of the structure, i.e. the
ratio of span lengths and cross-section moments of inertia.
In the case of a prismatic simply supported beam (n = 1),
C assumes the value:

5

C==. 30

2 (30)
In a 3-span system with span proportions of 2L, = L, the
value of C is similar to the previous one:
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ksztatceniem, jak we wzorze (23). Zatem funkcja (x) jest
szczegblnym przypadkiem w(x), gdy w = 1, jak na Rys. 2.
Gdy korzysta si¢ z modelu obliczeniowego w programie
MES, wystarczy wymusi¢ przemieszczenie jednostkowe
w $rodku rozpigtosci przesta glownego, a wykres ugiecia
utworzy funkcje &(x). Zatem lini¢ wptywu ugiecia n(x)
otrzymuje si¢ z iloczynu n - &(x), a linig¢ ugigcia w(x) jako
w - &(x). Wobec tego C jest polem powierzchni pod wy-
kresem funkcji &(x), natomiast warto$¢ Q ze wzoru (27)
jestrownan - C.

Wartos¢ C, czyli wynik iloczynu k i f, zalezy wylacznie
od schematu stycznego konstrukeji, a wiec od rozpigtosci
przeset i zmiany momentéw bezwladnosci. W przypad-
ku belki swobodnie podpartej o ksztalcie pryzmatycznym
(n=1) wartos¢ C wynosi:

5

C==. 30

2 (30)
Gdy uktad jest trzyprzestowy, z przestem przyleglym
o proporcji 2L, = L, warto$¢ C zblizona jest do poprzed-
niej:

C=—"—. (31)

W przypadku ztozonych ukladow konstrukcyjnych, ta-
kich jak belki o zmiennej wysoko$ci, mozna wykorzy-
sta¢ wspotczynniki okreslajgce sztywnos¢ i podatnos¢ C,
i Cq, jak we wzorach (7) i (13). Uzyskuje si¢ wowczas C
z rOwnania:

k-f:%L:C-L. (32)

q

Parametry C, 1 Cq przedstawiono na Rys. 5,6,9,10,11113
w zaleznosci od proporcji sztywnosci n oraz rozpigtosci
przegset A. Gdy porownuje si¢ jednakowe schematy sta-
tyczne, np. uktad 3-przgstowy jak na Rys. 3,1 gdy A = 2,
otrzymuje si¢ z wykresy przedstawione na Rys. 7 i 10.
Stad wynika zmiana warto$ci C, przedstawiona w postaci
wykresu na Rys. 14.

Trzecia mozliwo$¢ wyznaczenia parametru C polega

na bezposrednim korzystaniu z wartosci £ i f, jak we wzo-

rze (32). W przypadku obiektu w Kedzierzynie-Kozlu

(Rys. 1) otrzymuje si¢ wynik z danych w Tabl. 1 1 2, jak

we Wzorze:

k- f_47,2-1,201
L

C =0,405 . (33a)

26

7-8
In the case of more complex structural systems, such as
beams with variable cross-section height, one may use
coefficients corresponding to stiffness and flexibility, C,
and Cq, given in equations (7) and (13), respectively. The
value of C is then obtained from:

C 31

CP

k-f C. L=C-L. (32)
Parameters C, and C, and their relationships with stiffness
ratio n and span length ratio A are shown in Fig. 5, 6, 9, 10,
11 and 13. When identical static schemes are compared.
e.g. a 3-span system (Fig. 3) with A = 2, one obtains the
plots shown in Fig. 7 and 10. The resultant changes in C
are shown in the plot in Fig. 14.
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Fig. 14. Coefficient C as a function of n
Rys. 14. Wspétczynnik C jako funkcja parametru n

Third method of determination of C consists in direct use
of k and f, like in equation (32). In the case of the bridge in
Kedzierzyn-Kozle (Fig. 1), the result is obtained by using
the data given in Tables 1 and 2:

_k-f_47.2-1.201
L 140

C

=0.405 . (33a)

When the C, and Cq coefficients are used, also like in
equation (32), one obtains:
C, 297

c=Se 227 406 .
c 73 (33b)

q

In principle, the obtained value should be identical, since
both & and fare calculated based on C, and Cq.
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Gdy korzysta si¢ ze wspotczynnikow C, i Cq, rowniez jak
we wzorze (32), otrzymuje sig¢:
C, 297

c=52-2% 4 406 .
c 73 (33b)

q

Z zalozenia warto$¢ ta jest taka sama, bowiem zaré6wno
k1 f obliczane sg na podstawie C, i C,

Procedura okres$lania sztywnos$ci obiektu na podstawie
wynikdw pomiardéw jest prosta [1]. Jest ona stosowana
przy okazji badan odbiorczych jako podstawa do wyzna-
czenia wspotczynnika dynamicznego [2]. W przypadku
podatnosci doraznej korzysta si¢ z linii wptywu ugigcia
1 zaleznosci catkowej, jak we wzorze (27). Zatem sku-
teczniejsze jest szacowanie podatnosci doraznej mostow,
gdy znana jest ich sztywno$¢ &, z wykorzystaniem wzoru
(32) o postaci

_CL G L (34)

oraz wykresow wartosci C, i Cq podanych w pracy.
W ostatniej kolumnie Tabl. 2 podano wartosci C obliczo-
ne na podstawie /i k w wybranych mostach.

W przypadku mostow o statej wysokosci przgsta (n = 1),
dla obiektow jednoprzestowych C = 0,625, a dla wielo-
przestowych C = 0,464. Zatem korzystajac z wynikow
podanych na Rys. 6, mozna stosowa¢ warto$¢ posrednia
C=0,5 a stad wzor:

L
fro (35)

Biorac pod uwagg mate réznice w wartosciach k, w mo-
stach o sredniej rozpigtosci (20 m < L < 60 m) zmiana po-
datnosci jest tagodniejsza niz zmiana sztywnosci z uwagi
na mnoznik L wystepujacy w (35). Stad wynikaja bar-
dzo mate wartosci ' w przypadku mostow betonowych.
W takich obiektach sg one na poziomie od 1/40 m?*/MN
do 1/6 m*/MN.

W przypadku mostoéw wybudowanych z zastosowaniem
technologii wspornikowej (nawisowej) proponuje si¢ sza-
cowanie podatnosci z wykorzystaniem zaleznosci

C
Sl (36)

1 korzystanie z wartos$ci k& oraz wykresu przedstawione-
go na Rys. 9. Wartoséci parametru C podane na Rys. 15
na przyktadzie mostéw 3-przestowych wyraznie zaleza
od A, a w mniejszym stopniu od 7, jak wida¢ dla trzech
wybranych warto$ci opisanych w legendzie.

The procedure for determination of the stiffness of the
bridge based on measurements is simple [1]. It is used
in acceptance tests as the basis for determination of the
dynamic coefficient [2]. In the case of current flexibility,
the deflection influence line and the integral relationship
is used, like in equation (27). Therefore, estimation of the
current flexibility of bridges is more effective when their
stiffness & is known and equation (32) in the form

:_.:_._ (34)

is used in combination with the plots of C, and Cq given
herein. The last column of Table 2 presents the values of
C calculated based on f and k for selected bridges.

In the case of bridges with constant span height (n = 1),
for single-span structures C = 0.625, and for multi-span
structures C = 0.464. Therefore, based on the results
shown in Fig. 6, it is possible to use an intermediate value
C=0.5, yielding:

ey (35)

L
k
Considering the slight changes in k, for bridges of medi-
um span lengths (20 m < L < 60 m) the change in flexi-
bility is less pronounced than the change in stiffness due
to the multiplier L in equation (35). Therefore, values of f
are very low in the case of concrete bridges. In such struc-
tures they usually range from 1/40 m*MN to 1/6 m*/MN.

In the case of bridges constructed using cantilever tech-
nology, it is proposed to evaluate flexibility using the re-
lationship

C
SrL (36)

and to use the value of & and the plot shown in Fig. 9. Val-
ues of C shown in Fig. 15 on the example of 3-span bridg-
es visibly depend on A, and, to a lesser degree, on n, as
shown by the three chosen values presented in the legend.

Fig. 16 shows a comparison of the values of C in 3-span
and 5-span bridges. Calculations were based on a single
value of n = 8.33, and plots were obtained based on Fig. 6
and 11. Importantly, differences in C between 3-span and
5-span bridges are small. However, values of C in gener-
al are highly variable, such as are the static schemes of
bridges. This fact is visible in the last column of Table 2.
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Fig. 15. Coefficient C depending on A and n in a 3-span system
Rys. 15. Wspétczynnik C w zaleznosci od A i n w uktadzie
3-przestowym

Na Rys. 16 poréwnano warto$ci C w mostach 3- 1 5-prze-
stowych. W obliczeniach przyjeto jedng warto$¢ parame-
trun = 8,33, a wykresy uzyskano na podstawie Rys. 61 11.
Istotne znaczenie ma w tym przypadku niewielka réznica
warto$ci C pomigdzy obiektami 3- i 5-prz¢stowymi. War-
tosci parametru C sg jednak bardzo zréznicowane, tak jak
schematy statyczne mostow. Jest to widoczne w wartos-
ciach podanych w ostatniej kolumnie Tabl. 2.

10. ZMIANY PODATNOSCI
W FUNKCJI CZASU

Podczas eksploatacji betonowych obiektoéw mostowych
prowadzi si¢ obserwacje zmian niwelety jezdni, traktu-
jac je jako wizualny wskaznik stanu technicznego kon-
strukcji przesta [7, 9, 11]. Gdy w obiekcie wystepuja
nadmierne ugigcia przesta, prowadzony jest monitoring
z uzyciem geodezyjnych technik pomiarowych [6, 9, 11].
Falowanie niwelety mostu w eksploatowanym obiekcie
moze wynika¢ z degradacji konstrukcji, w szczegdlnosci
z ubytkéw korozyjnych zbrojenia czy tez zarysowania be-
tonu. W mostach z betonu sprezonego istotne znaczenie
moze mie¢ nadmierna redukcja sity sprezajacej. W pra-
cach [4-7,9, 12, 13] uwage skierowano przede wszystkim
na procesy reologiczne zachodzace w betonie zakoncze-
niu budowy.

Przedstawiony na Rys. 13 przyktad analizy z wykresem
oznaczonym jako ,,F” nawigzuje do mostu Koror-Ba-
beldaob w Palau [7, 12, 15, 16] o rozpigtosci L = 241 m
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Fig. 16. Coefficient C depending on A and the number of spans
in the system

Rys. 16. Wspdtczynnik C w zaleznosci od A i liczby przeset

w uktadzie

10. CHANGES OF FLEXIBILITY
IN TIME

Duringtheserviceofconcretebridgestructures, variationsin
roadwayverticalalignmentareobservedandtreatedasvisual
indicators of the technical condition of the span [7, 9, 11].
If excessive deflections of the span are noted, they are
monitored using geodetic surveying techniques [6, 9, 11].
Variations in roadway vertical alignment during the ser-
vice of the bridge may result from degradation of the
structure, especially from corrosion of reinforcement or
cracking of concrete. In prestressed concrete bridges, ex-
cessive reduction in prestressing force may have signif-
icant importance. Works [4-7, 9, 12, 13] were primarily
focused on rheological processes occurring in concrete
after the construction phase.

The example analysis with the plot labeled “F” (Fig. 13)
is related to the Koror-Babeldaob Bridge in Palau [7, 12,
15, 16], with the span of L = 241 m and very short outer
spans: L /L =0.4. In this case, a twin support was provided
on the intermediate pier, making the ¢ rotation (marked in
Fig. 2, 3 and 4) impossible. The structure was character-
ized by a very high value of n. Consequently, bridge stift-
ness was low (Table 1) and flexibility was high (Table 2).

The structure in Palau displayed early and excessive defor-
mation of the main span [7]. Deflection after 12 years of
service was w= 1.2 m. After 18 years of service deflection
reached w = 1.39 m and was many times greater than the
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1 bardzo krotkich przestach skrajnych: L /L = 0,4. Wyjat-
kowo w tym moscie zrealizowano blizniacze podparcie
na podporze posredniej. Taki uktad uniemozliwia powsta-
nie kata obrotu ¢ widocznego na Rys. 2, 3 i 4. Konstruk-
cja charakteryzowata si¢ bardzo duza wartoscig n. Stad
wynikata mata sztywnos¢ konstrukcji (Tabl. 1) oraz wy-
soka podatnos¢ (Tabl. 2).

Obiekt w Palau charakteryzowal si¢ od poczatku eks-
ploatacji nadmierng deformacja przesta gltoéwnego
[7]. W tym moscie po 12 latach eksploatacji wystapito
ugiecie w = 1,2 m. Po 18 latach wzrosto ono do warto-
sci w = 1,39 m i wielokrotnie przekroczylo wartos¢ do-
puszczalng. Wzmacnianie konstrukcji z zastosowaniem
wtornego sprezenia nie ograniczyto narastania ugiecia.
Po uciagleniu przgsta obiekt w Palau ulegl katastrofie
budowlanej po krotkim okresie eksploatacji [15]. Jest to
negatywny przyklad propagacji ugiecia. Szczegdtowa
analize tego przypadku oméwiono w [16].

W eksploatowanym obiekcie ani sztywnos$¢, ani podat-
no$¢ konstrukcji nie jest warto$cig statg. W materiale
konstrukcji zachodzg bowiem zmiany sztywnosci El(t),
a w sprezeniu — procesy relaksacyjne [8, 17]. W przypad-
ku niezmiennego ¢ (ci¢zar wlasny konstrukcji z wyposa-
zeniem — nawierzchnig i elementami chodnikow) i przy
narastajgcym ugieciu w(¢) wystepuje przyrost podatnosci,
jak we wzorze

A ()=

w(t) _ r

C,(t)-EI (7

W wyniku bezposredniego (krotkotrwatego) obcigzenia
otrzymuje si¢ wartos¢ dorazng f = f. Zatem podatno$¢
w trakcie uzytkowania obiektu podlega przyrostowi, a jej
warto$¢ w funkcji czasu opisuje wzor:

SO =1+ ()= { (38)

1
C, C.(t) () El-
Zmiana podatnosci rozpoczyna si¢ od warto$ci doraznej
=/, wmomencie powstania konstrukcji mostu.

Na podstawie analiz pomiarow wykonanych na licznych
obiektach wybudowanych z zastosowaniem technologii
wspornikowej [11] opracowano kilka wzoréw ujmuja-
cych zmiany ugiecia w(z) powstatego podczas eksploata-
cji obiektu. Jedng z propozycji jest prosta posta¢ funkcji
czasu obserwacji ¢ (od momentu zakonczenia budowy):

"

39
1000 (9)

w(t) ="

b

acceptable value. Strengthening of the span with addition-
al prestressing did not stop the process. Shortly after the
main span had been made continuous, the Palau bridge
collapsed [15]. It is a negative example of deflection prop-
agation. A detailed analysis was presented in [16].

Within the service life of a structure, neither its stiffness
nor flexibility is constant. Material is subjected to ongo-
ing changes in stiffness E/(f), and prestressing is subject-
ed to relaxation processes [8, 17]. In the case of constant
q (self-weight of the structure with equipment — roadway
and sidewalks) and increasing deflection w(¢), flexibility
increases, as expressed in the equation:
4

y="0- L __
C,()-EI
In the case of direct (short-term) loading, one obtains the
current (short-term) value of /'= f . However, flexibility
increases over the service life, and its value as a function
of time is expressed by:

fO=f+AM (@)= (c Cl(t)ng (38)

(37

The variation of in flexibility starts from the short-term
value /= at the moment when structure is constructed.

Based on the analysis of measurements performed on var-
ious cantilever bridges [11], several equations have been
proposed to describe the change of deflection w(¢) during
the service life. One of the propositions comprises a sim-
ple function of the observation time ¢ (time that has passed
since the construction phase was finished):

c- x/_
M0 =To00 -

where ¢ = 0.24 is a parameter based on the aforementioned
analyses [11, 12]. Combining equations (37) and (39), one
obtains the increase in flexibility as a function of time:

Af(t) = ?'7053\5 g . (40)

(39)

b

Fig. 17 shows the variation in bridge flexibility on the
example of the structure in Kedzierzyn-Kozle (shown in
Fig. 1). Calculations incorporated the predicted increase
in deflection according to equation (40), with the span
self-weight of ¢ = 0.252 MN/m. The change in flexibility
commences when the structure is constructed, i.e. from
the value of /. Beyond this point an increase in flexibility
Af(?) occurs, as shown in Fig. 17.
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gdzie ¢ = 0,24 jest parametrem uzyskanym ze wspomnia-
nych analiz [11, 12]. Z poréwnania wzorow (37) i (39)
otrzymuje si¢ przyrost podatnosci w funkcji czasu:

Af (1) = %\ﬁ g - (40)

Na Rys. 17 przedstawiono zmiany podatno$ci na przy-
ktadzie mostu w Kedzierzynie-Kozlu, tak jak na Rys. 1.
W obliczeniach uwzgledniono prognoze¢ przyrostu ugie-
cia wedlug wzoru (40) oraz ci¢zar wlasny przesta
g = 0,252 MN/m. Zmiana podatnosci rozpoczyna si¢ od
momentu powstania konstrukeji mostu, tj. od wartosci /.
Od tego czasu wystepuje przyrost podatnosci Af(7), jak
na Rys. 17.

Jezeli obserwacje ugi¢cia prowadzi si¢ w wybranym prze-
dziale czasu ¢, <t <, uzyskuje si¢ wartos¢:

-2 03(f f) (41)

W analizowanym wczesniej przykiadzie mostu, gdy 7, = 5
lat, a ¢, = 30 lat, otrzymuje sig

0,03 140 m’
Ay, =—=(N30 -5 )——=0,43 :
Y2 =105 (J_ I)o,253 [MN} (42)

Zatem w wyniku nie uwzglednia si¢ znacznej zmiany po-
datno$ci powstatej w przedziale czasu 7, <t < ¢, czyli
Af, = 0,297 m*/MN.

W pracy korzysta si¢ z zatozenia, ze ci¢zar wlasny kon-
strukcji g(x), wynikajacy z pola powierzchni przekroju
poprzecznego, jest zwigkszony jedynie w strefie podpo-
ry. Wplywa to w malym stopniu na maksymalne ugig-
cie w srodku rozpigtosci przesta gtownego [11]. Cigzar
wyposazenia jest w tym przypadku jednakowy na catej
dhugosci mostu. Sumaryczny wynik tych obcigzen tworzy
W pracy site rownomiernie roztozong o intensywnosci g.

11. WNIOSKI

W pracy analizowano dwa parametry charakterystyki sta-

tycznej konstrukcji mostow wspornikowych: sztywno$¢ &

i podatno$¢ f. Przeprowadzono réwniez analize zwigzku

pomigdzy nimi. Z przyktadow obliczen podanych w pra-

cy wynikaja nastgpujace wnioski:

1. Definicje sztywnosci wykorzystano do okreslenia
wplywu obcigzenia doraznego. Zwigzana jest ona
z charakterystyka dynamiczng mostow. Mosty o du-
zych rozpietosciach (L > 80 m) charakteryzuja si¢ ma-
tymi czgstosciami drgan wtasnych, ponizej 3 Hz [3].

f [M2/MN]
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Fig. 17 . Variation of flexibility of the bridge in Kedzierzyn-Kozle
Rys. 17. Zmiany podatnosci w trakcie eksploatacji mostu
w Kedzierzynie-Kozlu

If the deflections are measured in a selected period
t, <t<t, one obtains:

8 =22 (e ) (41)

125

For the analyzed example structure, when t, =5 years and

t, = 30 years, the value is
0.03 140 m’
Ay =—2(V30 =/5) ——=0.43 .
2 =705 ( )0.253 {MN} 42)
Therefore, in this case the considerable change in flexi-

bility in the period £, <7 <1, i.e. Af, = 0.297 m*MN, was
not included.

The presented analysis is based on the assumption that
the self-weight of the structure g(x), corresponding to its
cross-section area, is bigger only in the vicinity of the
support and does not considerably affect the maximum
deflection in the middle of the main span [11]. Weight of
the equipment is constant along the entire bridge. In this
analysis, the sum of self-weights is distributed uniformly
and has the constant intensity g.

11. CONCLUSIONS

Two static characteristics of cantilever bridges were ana-
lyzed in this work: stiffness £ and flexibility f. Their re-
lationship was also analyzed. Example calculations pre-
sented in the work enable formulation of the following
conclusions:
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2. Definicj¢ podatnosci wykorzystano do okreslenia wpty-
wu dlugotrwatego oddzialywania obcigzenia na kon-
strukcje. Takie ujecie podatnosci pozwala na analizg
procesow reologicznych [6, 8, 9, 17, 18] oraz skutkow
degradacji konstrukcji. Gdy podatno$¢ dorazna mo-
stow fprzekracza 1, wystepuja znaczne przyrosty ugie-
cia obserwowane jako duze zmiany niwelety podczas
eksploatacji obiektow [4, 5, 7,9, 11, 13, 19].

3. Z analiz numerycznych wynika, ze sztywnosci mostow
wspornikowych podlegaja tagodnej redukcji wraz ze
wzrostem rozpigtosci przesta gtdownego, przy wartos-
ciach L < 130 m. Powyzej tej rozpigtosci nastepuje
stabilizacja sztywnosci na poziomie & = 60 kN/mm.
W przypadku podatnosci wystepuje odmienna sytua-
cja — obserwuje si¢ rozproszone, ale stabilne wartosci
w catym rozpatrywanym zakresie L.

4. Waznym elementem pracy jest analiza zwigzku para-
metrow sztywnosci C, i podatnosci C, w modelu ob-
liczeniowym mostéw wybudowanych w technologii
wspornikowej. Opracowano algorytm szacowania po-
datno$ci na podstawie sztywnosci obiektu. Sztywnos¢
jest znacznie tatwiejsza do okreslenia na podstawie
wynikow badan mostow niz podatnosc.

5. Charakterystyka podatnosci w funkcji czasu eksploa-
tacji mostu moze by¢ przydatna do analiz skutkow ob-
cigzen cyklicznych, destrukcji materiatu oraz zjawisk
reologicznych zachodzacych w betonie. Do analizy
funkcji podatnos$ci wykorzystuje si¢ wyniki z moni-
toringu mostow [7, 9, 11]. Przyrost podatnosci jako
zmiennej w czasie moze by¢ znaczacy.

6. Rezultaty analiz podane w artykule moga by¢ wyko-
rzystane do projektowanych mostéw betonowych,
rowniez o $rednich rozpigtosciach, wykonanych z za-
stosowaniem innych technologii. W mostach wspor-
nikowych o najwiekszych rozpigtosciach stosuje si¢
uktady hybrydowe [12] (z r6znych materiatoéw), stad
ich modele sg inne niz rozpatrywane w niniejszej pracy.
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