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ANDRZEJ KOBRYN"

GENERAL TRANSITION CURVES AS AN ALTERNATIVE TO
TRADITIONAL HORIZONTAL CURVES IN ROAD ALIGNMENT

OGOLNE KRZYWE PF\"ZEJSCIOWE JAKO ALTERNATYWA DLA
TRADYCYJNYCH LtUKOW POZIOMYCH W TRASOWANIU DROG

STRESZCZENIE. W artykule przeanalizowano wybrane rozwigzania
tzw. ogdlnych krzywych przejSciowych jako alternatywe dla trady-
cyjnych tukéw poziomych. Krzywe te umozliwiajg opis catego
przejscia krzywoliniowego miedzy dwoma kierunkami prosto-
liniowymi za pomocg tylko jednego réwnania. Przedmiotem analiz
opisanych w niniejszym artykule byt szczegdlny przypadek w posta-
ci Jukdw symetrycznych. Poréwnano podstawowe parametry geo-
metryczne fukéw tradycyjnych i ogdlnych krzywych przejsciowych,
opartych na cieciwie o tej samej dugosci. Tymi parametrami sa:
promien minimalny oraz rzedna $rodka tuku odpowiadajgce tej samej
diugosci cieciwy, jak tez dlugos¢ cieciwy odpowiadajaca tej samej
wartosci promienia. Przeprowadzone analizy wykazaty, ze geometria
tukéw utworzonych przez ogdlne krzywe przejsciowe rézni sie od
geometrii tukdw tradycyjnych tym bardziej, im wiekszy jest kat zwrotu
trasy. W rezultacie, uzycie ogolnych krzywych przejsciowych daje
swobode ksztattowania geometrii fukow poziomych, co moze miec
znaczenie w warunkach ograniczen terenowych.

SEOWA KLUCZOWE: tuki poziome; ogdine krzywe przejsciowe;
trasowanie drog.

ABSTRACT. The article presents selected solutions of the
so-called general transition curves, used as an alternative to
traditional horizontal curves. General transition curves enable
description of the entire curvilinear transition between the two
straight-line sections by means of only one equation. Analysis
presented in this paper pertained to the specific case of
symmetrical curves. It encompassed comparison of the basic
geometric parameters of conventional curves and general
transition curves based on a chord of the same length. The
compared parameters included minimum radius values and
middle ordinates for various curves with the same chord length,
as well as chord lengths corresponding to various curves with the
same radius. The analyses indicated that the greater the central
angle of the entire curve, the greater the difference in geometry
between traditional curves and those created using general
transition curves. Consequently, use of general transition curves
provides greater flexibility in shaping of horizontal alignment,
which may prove advantageous in difficult terrain conditions.
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1. WPROWADZENIE

W trasowaniu drog generalnie stosuje si¢ ukiady geometrycz-

ne w postaci [1-7]:

« prosta — tuk kotowy — prosta,

« prosta — 1. krzywa przejsciowa — tuk kotowy — 2. krzywa
przejSciowa — prosta,

« prosta — 1. krzywa przejSciowa — 2. krzywa przejsciowa —
prosta.

Pierwszy typ, tzn. uklad ,,prosta — luk kotowy — prosta” moze
by¢ stosowany w przypadku odpowiednio duzych promieni
hukow. Przy niewystarczajaco duzych wartosciach promieni
konieczne jest wprowadzenie krzywych przejsciowych, przy
czym z reguly stosowana jest klotoida [1-7]. Nalezy dodac, ze
powyzsze uklady geometryczne nie wyczerpuja szerszego
spektrum mozliwych zastosowan klotoidy w innych uktadach
geometrycznych, jak np. krzywa esowa czy krzywa owalna
[7]. Wybrane problemy obliczeniowe, zwiazane z uzyciem
klotoidy w roznych uktadach geometrycznych, byly ostatnio
analizowane m.in. w pracach [8-10]. Niezaleznie od dominacji
klotoidy jako krzywej przejsciowej najpowszechniej stosowa-
nej w projektowaniu ww. uktadéw geometrycznych, w litera-
turze proponowane sg inne rozwiazania krzywych przejscio-
wych, ktore rowniez moga znalez¢ zastosowanie w trasowaniu
krzywoliniowych odcinkéw drég. Mozna tu wymieni¢ m.in.
propozycje przedstawione w pracach [11-17].

Z literatury znane sa rowniez inne rozwiazania geometryczne,
ktore moga stanowi¢ alternatywe dla wyzej wymienionych
ukladow geometrycznych. Chodzi o tzw. ogolne krzywe prze-
jsciowe, ktore cate przejscie krzywoliniowe migdzy dwiema
prostymi opisuja za pomoca jednego rownania [ 18, 19]. W ob-
rebie ogolnych krzywych przejsciowych krzywizna rosnie od
zera w punkcie poczatkowym do okreslonej wartosci maksy-
malnej, po czym ponownie maleje do zera w punkcie konco-
wym. Wsrod ogolnych krzywych przejsciowych znane s roz-
wigzania okreslone za pomoca funkcji krzywizny k =k(/)
oraz rozwiazania w postaci funkcji y = f'(x). Nalezy doda¢, ze
w obydwu przypadkach chodzi o odpowiednie rodziny krzy-
wych. Przedmiotem analiz w niniejszym artykule sa znane z li-
teratury, w tym z wczesniejszych prac autora, wybrane roz-
wigzania ogdlnych krzywych przejsciowych.

Celem artykutu jest weryfikacja uzytecznosci tych krzywych
w geometrycznym ksztattowaniu tukow poziomych. W zwiaz-
ku z tym dokonano poréwnania podstawowych parametrow
geometrycznych tukow tradycyjnych i odpowiednich tukoéw
utworzonych przez ogélne krzywe przejsciowe, aby zidenty-
fikowac roznice 1 podobienstwa migdzy nimi. Zdaniem auto-
ra, pozytywna weryfikacja mogtaby stanowi¢ przestanke do

1. INTRODUCTION

Road alignment design is typically based on the use of the fol-
lowing geometric systems [1-7]:

« tangent — circular arc — tangent,

« tangent — Ist transition curve — circular arc — 2nd transi-
tion curve — tangent,

- tangent — Ist transition curve — 2nd transition curve —
tangent.

The first type, i.e. the “tangent — circular arc — tangent”
system, may be used in the case of sufficiently large arc ra-
dius values. With smaller radius values it is necessary to
introduce transition curves; clothoid is the most com-
monly used [1-7]. Importantly, the above list does not
exhaust all the possibilities; clothoid may be applied in
a wider range of geometric systems, including reverse
transition curves and oval curves [7]. Selected calculation
problems pertaining to the use of clothoids in various geo-
metric systems were analyzed lately, including works
[8-10]. Despite the domination of the clothoid as the most
popular transition in the mentioned geometric systems,
there are also other transition curve solutions proposed in
the literature that may prove useful in road alignment de-
sign, including propositions presented in [11-17].

The literature also describes other geometric solutions that
may serve as an alternative to the geometric systems men-
tioned above — the so-called general transition curves en-
able description of the whole curvilinear transition
between the two straight-line sections by means of only
one equation [18, 19]. Over a given general transition
curve, the value of curvature increases from zero in the
point of curvature, reaches a determined maximum value
and then decreases, reaching zero again in the point of tan-
gency. Among the known general transition curves, some
solutions are defined in the form of a curvature function
and some in the form of an function. In both cases, appro-
priate families of curves are defined. The analyses pre-
sented herein will be focused on chosen general transition
curve solutions known from the literature, including those
presented in previous works by the author.

The aim of this article is to verify the usability of such
transition curves in shaping of horizontal curve geometry.
To this end, basic geometric parameters of traditional
curves and corresponding general transition curves were
compared. In the opinion of the author, positive verifica-
tion of such transition curves may support their inclusion
in the set of available design tools, especially for potential
use in horizontal alignment design.



Roads and Bridges - Drogi i Mosty 23 (2024) 99 - 116 101

ewentualnego wiaczenia ogolnych krzywych przejsciowych
do zbioru dostgpnych narzedzi projektowych, ze szczegolnym
uwzglednieniem ich potencjalnych zastosowan w projektowa-
niu lukéw poziomych.

2. ZNANE ROZWIAZANIA OGOLNYCH
KRZYWYCH PRZEJSCIOWYCH

Ogolne krzywe przej$ciowe, rozumiane w sposob opisany po-
wyzej 1 opisane funkcja krzywizny & = k(/), po raz pierwszy
zostaly przedstawione przez Grabowskiego [18, 20]. Pozniej
rowniez Baykal 1 Tari [11-14] przedstawili odpowiednie roz-
wigzania ogdlnych krzywych przejsciowych, opisanych funk-
cja krzywizny. Réwnania niektorych sposrod krzywych przed-
stawionych w powyzszych pracach zawiera rowniez opraco-
wanie autora [21]. Nalezy dodac, Ze istotnym mankamentem
wszystkich krzywych opisanych funkcja krzywizny &k = k(/)
jest sposdb wyznaczania wspohzednych prostokatnych. Wy-
znacza si¢ je na podstawie wzorow og6lnych w postaci:

)
xz.[cosudl, (1)

0
1

y= I sin udl. 2)
0

Konieczne jest przy tym rozwinigcie funkcji cosu i sinu
w szeregi potegowe, przy czym dla kata zwrotu stycznej do
krzywej () obowiazuje rownanie:

u= j k(1)dl. (3)

Prowadzi to do wzoréw, ktore z reguly sa znaczaco bardziej
rozbudowane niz w przypadku klotoidy. Przyktadem na to
moga by¢ wzory opisujace wspohrzedne prostokatne wybra-
nych krzywych tego typu, ktore przedstawiono w pracy [22].
Dlatego do obliczania wspohzednych opisanych wzorami
ogolnymi (1) 1 (2) proponuje sig calkowanie metoda Romberga
[23-26].

W przypadku komputerowego projektowania drog, ta forma
opisu krzywych przejsciowych nie jest jednak najkorzystniej-
sza. Nalezy zauwazy¢, ze nawet dla relatywnie nieskompliko-
wanych wzorow na wspotrzedne prostokatne klotoidy rozwa-
za si¢ mozliwosci aproksymaciji za pomoca odpowiednich
wielomianow (m.in. [27-34]). Z tego powodu godne polecenia
sa rozwiazania ogolnych krzywych przejsciowych, ktore sa
oparte na funkcji wielomianowej. Odpowiednie rozwiazania
zostaly przedstawione przez Grabowskiego [18] i Kobrynia
[19]. W monografii [35] autor niniejszej publikacji zapropono-
wal metodyke wielomianowego ksztattowania réznych roz-
wigzan krzywych przejsciowych, w tym ogdlnych krzywych
przejsciowych. Prace [36, 37] zawieraja za$ ich szczegolowy

2. KNOWN SOLUTIONS OF GENERAL
TRANSITION CURVES

General transition curves, understood as stated above and
described in terms of a curvature function k = k(/), were
presented for the first time by Grabowski [18, 20]. Subse-
quently, also Baykal and Tari [11-14] presented general
transition curve solutions defined using curvature func-
tions. Equations of certain curves presented in the above
works were also included in a work by the author [21]. It
is worth mentioning that the manner of determining rect-
angular coordinates is a significant drawback of curves
defined in terms of a curvature function k = k(/). Coordi-
nates are obtained from general equations in the form:

cos udl, (D

y =|sinudl. 2)
It is necessary to expand the functions cosu and sinu in
power series, whereas the angle of deflection of the curve
from the tangent is given by:

u =jk(l)dl. 3)

This leads to equations that are usually much more com-
plex than in the case of clothoid; for example, formulas for
rectangular coordinates of chosen general transition
curves presented [22]. Therefore, in order to calculate co-
ordinates given by the general equations (1) and (2),
Romberg’s method is proposed [23-26].

However, such form of description of transition curves is
not the most advantageous in computer-aided road design.
Even in the case of relatively uncomplicated equations for
coordinates of clothoids, approximations with appropriate
polynomials are considered (e.g. [27-34]). Consequently,
it is advisable to use transition curve solutions that are
based on polynomial functions. Such solutions were pre-
sented by Grabowski [18] and Kobryn [19]. In the book
[35] the author of this article proposed a method for poly-
nomial-based shaping of various transition curves, includ-
ing general transition curves. Its detailed mathematical
description and geometric characteristics are given in the
works [36, 37]. A noteworthy expansion on the polyno-
mial approach to shaping of various transition curves was
presented in [38], in which nonparametric representation
of polynomial transition curves using Bézier curves was
described.
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opis matematyczny i charakterystyke geometryczna. Warto
doda¢, ze interesujace rozwinigcie wielomianowego podejscia
do ksztattowania r6znych rozwiazan krzywych przejsciowych
zawiera praca [38], gdzie autorzy zaprezentowali nieparame-
tryczna reprezentacj¢ wielomianowych krzywych przejscio-
wych z uzyciem krzywych Béziera.

W Polsce kwestie dotyczace geometrycznego ksztaltowania
krzywoliniowych odcinkow drog zamiejskich sg aktualnie ure-
gulowane w wytycznych WR-D-22-2 [39]. Wytyczne te do-
puszczaja stosowanie w praktyce projektowej roznych rodza-
jow krzywych. W opinii autora, wérdd tych krzywych moga
znalez¢ miejsce rowniez ogdlne krzywe przejsciowe. Potwier-
dzeniu tego stuza analizy przedstawione w dalszej czgsci arty-
kutu. Zdaniem autora, ogdlne krzywe przejsciowe moga byé
tez bardzo uzyteczne w trasowaniu drog, jesli wzia¢ pod uwa-
g¢ problemy zwiazane z wariantowaniem przebiegu inwestycji
drogowej w fazie planistycznej [40].
Ogolna krzywa przejsciowa o gladkim wykresie krzywizny
zaproponowana przez Grabowskiego ma postac:

yz)cQ(Gl tanu, +G, taan), 4)
przy czym:
G, =1-20t" +45t> —361° +10¢”,
G, =-15t" +39¢° —34¢° +10¢".

oraz zgodnie z Rys. 1:

X, - odcigta punktu koncowego,

ooy katy pochylenia stycznych w punktach P i Q,
t=x/xp, te<0; 1>

Migdzy punktami P i Q o krzywiznie zerowej istnieje tylko
jedno maksimum krzywizny. Zgodnie z praca [18], wystepuje

u

ono w punkcie E o odcigtej x , € <5x ;gx 0/ Warunkiem

0
koniecznym na to jest:
t
_ﬂg anu,, S—E. )
3 tanu 0 4

Roéwnanie zaproponowanej przez Grabowskiego ogolnej krzy-

wej przejsciowej o niegtadkim wykresie krzywizny ma postaé:
y=xQ(M1 tanup+M2taan), (6)

przy czym:

M, =t—-61> +8¢* =3¢°,

M, =-4t> +7¢* =3¢°.

Warunek istnienia tylko jednego maksimum krzywizny w ob-
rebie caltej krzywej ma posta¢ nieréwnosci:

In Poland, geometric shaping of curvilinear sections of
non-urban roads is currently regulated by the WR-D-22-2
guidelines [39], which allow usage of various types of
curves in design. In the opinion of the author, general tran-
sition curves may also be included in this set. This opinion
is supported by the analyses that will be presented below.
General transition curves may prove very useful in road
alignment design, taking into consideration the problems
of analyzing alignment variants in the planning phase
[40].

General transition curve with smooth curvature function,
as proposed by Grabowski, has the following form:

y=x,(G tanu, +G, tanu,), 4)

where:
G, =1-20t" +45¢° —36¢° +10¢,

G, =-15t* +39¢° —341° +10¢".
and, according to Fig. 1:

Xy - x-coordinate of the point of tangency,

u,,u, — slopes of tangents at the points P and Q,

o
t=x/xp, te<0; 1>

Between the points P and Q, at which the curvature is zero,
there is only one maximum of curvature. According to
[18], the maximum occurs at the point E, whose x-coordi-

nate: x, € <§x Q;ix Q>. Necessary condition is as fol-

lows: ¢
4 tanu, 3

——< <-Z. 5)
3 tanu 4
0
General transition curve with non-smooth curvature func-

tion, as proposed by Grabowski, has the following form:
y=)cQ(M1 tanup+M2taan), (6)

where:
M, =t-61 +8¢* -3¢,

M, =-4t> +7t" =3¢°.
The condition of existence of only one curvature maxi-

mum over the entire curve assumes the form of the follow-

ing inequality: anu
G 2 %)
2 tanu 0 3

The corresponding x-coordinates are in the range of

12
X, € ng,ng .
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3 ftanu, 2

-2< <-Z 7
2 taan 3 M

Odpowiadaja temu wartosci odcigtej z zakresu:

12
X, € ng,ng .

W pracy [19] przedstawiono modyfikacje krzywych (4) 1 (6)
pod katem ich uzycia do projektowania tukéw pionowych.
Modyfikacja krzywej (4) ma postac:

ysz(G0 tano + G, tanu, +G, tanu,, ), (8)

przy czym:

o — kat pochylenia cigciwy laczacej punkty
P(x=0,y=0)iQ(x=x,,y=y,),

G,, G, - jakdlakrzywej (4), natomiast

G, =35t" —84t> +70t° -20¢".

Zgodnie z [2], odpowiednia modyfikacja krzywej (6) ma po-

stac:
y :xQ(MO tano + M, tanu , + M, tanu,, ), 9

przy czym:

M , M, - jak dla krzywej (6), natomiast

M, =106 —15t* +6¢°.

Czlony M | tana 1G | tan oo maja na celu ulatwienie projekto-
wania tukoéw pionowych. Ich obecno$¢ w rownaniach krzy-
wych wynika bowiem z przyjetego polozenia punktu Q na
dowolnej wysokosci wzgledem osi odcigtych, ktdra — jak wy-
nika z (8) lub (9) — wynosi y = =x o tana. Dzigki temu, po
wpisaniu krzywych (8) lub (9) miedzy dwa prostoliniowe
odcinki niwelety o dowolnych pochyleniach, wysokosci po-
szczegolnych punktow tuku w nadrzednym uktadzie profilu
podtuznego uzyskamy jako sume wysokosci punktu P oraz
rzednej y wynikajacej z odpowiedniego réwnania krzywe;.
W odniesieniu do tukéw poziomych modyfikacja ta ma
mniejsze znaczenie. Z tego powodu w dalszym ciagu bedzie-

my rozwaza¢ jedynie krzywe (4) i (6).
3. OGOLNE KRZYWE PRZEJSCIOWE
Z SYMETRYCZNYM ROZKLADEM

KRZYWIZNY

Tradycyjne uktady geometryczne w postaci ,,1. krzywa przejs-
ciowa — luk kotowy — 2. krzywa przejsciowa” lub ,,1. krzywa
przejsciowa— 2. krzywa przej$ciowa’” moga mie¢ symetryczny
lub niesymetryczny rozktad krzywizny wzglgdem $rodka tuku.
Czgsciej stosowane sa uktady symetryczne. W dalszych anali-
zach beda wigc rozpatrywane ogolne krzywe przejSciowe
z symetrycznym rozktadem krzywizny. Maksimum krzywizny

Y4

Up

P QVUQ X

Fig. 1. General transition curve in a rectangular coordinate
system

Rys. 1. Ogdlna krzywa przejsciowa w uktadzie wspoétrzednych
prostokatnych

Modifications of the curves (4) and (6) intended for verti-
cal curve design were given in the work [ 19]. Modification
of the curve (4) has the form:

yz)cQ(G0 tana +G tanu, +G, taan), (®)
where:

o — slope of the chord connecting the points
P(x=0,y=0)and Q(x =x,,y =y ),

G,,G, - asin(4), whereas

G, =35t" —841> +70¢° —20¢".

According to [2], respective modification of (6) has the
form:

ysz(MO tano + M, tanu, + M, taan), 9
where:
M, , M, - asin (6), whereas M, =10¢> —15¢* +6¢°.

The terms M tana and G tano are meant to facilitate
the design of vertical curves. Their use in the equations en-
ables adoption of the location of the point Q at any chosen
“elevation” above the x-axis, which — as visible in (8) and
(9) — equals y o =X, tana. Owing to this modification,
after introducing curve (8) or (9) between two straight
grade lines of any given slope, elevations of individual
points on the curve expressed in the global coordinate sys-
tem adopted for the entire profile will be obtained as the
sum of the elevation of the point P and the y ordinate re-
sulting from respective curve equation. However, this
modification is of minor significance in the context of hor-
izontal curves. Consequently, further analyses will be
based on equations (4) and (6).
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powinno wigc wystapi¢ dla ¢ =1/2. Niezbgdnym warunkiem
na to jest tanu, = tan u = tan u. W tym przypadku rownanie
(4) przyjmie postac:

y=xQG-tanu, (10)
gdzie:
G=t-5t" +6¢° —2¢°.
Na podstawie rownania (6) otrzymamy natomiast:

y=xQM‘tanu, (11)
gdzie:
M =t-2t7 +1*.
Ze znanego wzoru opisujacego krzywizne:

k(x)= 1_ yi,
I (1 + y72 )3/ 2

wynika, ze warunek konieczny istnienia ekstremum krzywi-
zny ma postac:

(12)

y/r/(1+y/2)_3yry//2 ZO. (13)
Pochodne y’, y", 1 y" w przypadku réwnan (10) i (11) maja
postaci podane w Tabl. 1.

Table 1. Derivatives of functions (10) and (11)
Tablica 1. Pochodne funkgji (10) i (11)

Derivatives
Pochodne

y =G'tanu, G =1-20£+30* —12¢°

Function
Funkcja

V' = L6 anu, 6" =60 + 120 —60r*
(10) Yo

V' = LZG’” tanu, G" =-120t+ 360t —120¢’
X
0

Y =M'tanu, M'=1-6t>+4¢

V' = L7 tan u, M"=-12t+12¢
an Yo

1
V'=—M"tanu, M" =-12+24t
Yo

Zaréwno w przypadku funkcji (10), jak i (11), dla ¢ =1/2 za-

chodzi y' =01 y" =0. Z (13) wynika wigc, ze mamy do czy-

nienia z ekstremum krzywizny.

Minimalny promien krzywizny dla ¢ =1/2 oznaczymy jako

R, . Na podstawe (.1 2) mozemy wige dla krzywych (10)i(11)

zapisa¢ odpowiednio:
1

1 "
E

0

3. GENERAL TRANSITION CURVES
WITH SYMMETRICAL CURVATURE
DISTRIBUTION

Traditional geometric systems in the form “Ist transition
curve — circular arc — 2nd transition curve” and “1st transi-
tion curve — 2nd transition curve” may have symmetrical
or asymmetrical curvature distribution relative to curve
mid-point. As symmetrical systems are used more fre-
quently, further analyses will be focused on general transi-
tion curves with symmetrical curvature distribution.
Hence, curvature maximum should occur at #=1/2, the
necessary condition being: tanu, =tanu =tanu. In this
case, equation (4) assumes the form:

y=xQG-tanu, (10)
where:
G=t-5t"+61° —=2¢°.
Based on equation (6) we obtain:
y=x,M - tanu (11
where:
M=t-2¢> +¢t.
Taking into account the following generally known for-
mula describing curvature
koy=t=
7 (1 +y!2 )3/2
necessary condition for existence of an extremum of cur-
vature assumes the form:

yr!!(1+y/2)_3yryn2 =0‘ (13)

"n

n

(12)

The y’, »", and y" derivatives in the case of equations (10) and
(11) have the forms given in Table 1.

Both in the case of function (10) and function (11), y' =0 and
»y" =0is true for  =1/2 . It follows from (13) that it is an extre-
mum of curvature.

The minimum radius of curvature at ¢ =1/2 will be designated
as R . Based on (12), we obtain the following for curves (10)
and (11), respectively:

L :L\G"'(t =1/2)tanu (14)
R(IO)
E o
and
I =L\M'"(; =1/2) tanu. (15)
an
RE X,

Since |G"(¢=1/2)|=15/ 4 and M"(1=1/2|=3:
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oraz
1

1 "
WZT‘M (t=1/2)‘tanu. (15)
E

0
Poniewaz ‘G’"(t = 1/2)‘ =15/4 oraz ‘M"’(t = 1/2‘ =3, wiec
otrzymamy:

4 1
R(l()) - x - (16)
£ 15 ¢ tanu
oraz 1 1
RV ="y . 17
£ 3 ¢ tanu {17

Z wzorow (10) i (11) dla  =1/2 wynika tez rzedna y . punktu
E:

a0 _

v ;);xg tan u (18)

oraz
an _

5
Vi RXQ tan u. (19)
4. POROWNANIE WYBRANYCH
PARAMETROW LUKOW
TRADYCYJNYCH | OGOLNYCH
KRZYWYCH PRZEJSCIOWYCH

Uzycie ogolnych krzywych przejsciowych moze zapewni¢
wigksze mozliwosci dopasowania przebiegu tuku do ogra-
niczen terenowych. Aby to oceni¢, porownamy rzedne ygo)
i yg "z odpowiednia rzedng y . Srodka tuku w postaci trady-
cyjnej, tj. ukladu ,,1. krzywa przejsciowa — tuk kotowy —
2. krzywa przejsciowa”. Dodatkowo poréwnamy tez promie-
nie krzywizny poszczegdlnych tukow: Rgo) , RS iR - Przyj-
miemy, ze cigciwa wszystkich porownywanych tukéw jest
jednakowa i wynosi x o-Przy takim zatozeniu wyprowadzimy
WZzOry opisujace y, oraz R .;

W przypadku tukow tradycyjnych rzedna y , wynosi (Rys. 2):
v, =Y +7, (20)
przy czym:

Y - rzedna konca klotoidy w lokalnym uktadzie wspot-
rzednych ogolnej krzywej przejsciowe;,

Y - rzedna $rodka tuku kotowego w lokalnym uktadzie
wspotrzednych tuku kotowego,

Podobne réwnanie obowiazuje dla kata u:

U=u-+1u, (21)
przy czym:
u - kat zwrotu stycznej w koncowym punkcie klotoidy,
u - kat przypadajacy na potowg tuku kotowego.
Rzedna Y wyrazimy jako:

4 1
R(IO) = x (16)
£ 15 ¢ tanu
and
1 1
R =2y . (17)
£ 3 ¢ tanu

By substituting # =1/2 into equations (10) and (11) we also
obtain the ordinate y , of the point E:

11
10) _
=—x tanu (18)
Ve T3pte

and

=2, an (19)

4. COMPARISON OF SELECTED
PARAMETERS OF TRADITIONAL
CURVES AND GENERAL TRANSITION
CURVES

Use of general transition curves may provide greater flexi-
bility in adjusting horizontal alignment to difficult terrain
conditions. In order to evaluate this flexibility, the y{”
and y " ordinates will be compared with corresponding
middle ordinate y , of a traditional horizontal curve in the
form of “Ist transition curve — circular arc — 2nd transition
curve”. Additionally, the R\”, R\'" and R, radii of curva-
ture will be compared. Comparisons will be founded on
the assumption that the chords of all the curves are identi-
cal and equal x , . Let us derive equations for y . and R,
based on this assumption.

In the case of traditional curves, the y ordinate equals

(Fig. 2): o
v, =Y +Y, (20)

where:

Y — ordinate of the end point of the clothoid in the local
coordinate system of the general transition curve,

Y - ordinate of the circular arc mid-point in the local
coordinate system of the circular arc.

Similar equation is valid for the angle u:

u=u+u, (21)
where:
u  — deflection angle of tangent at the end point of the
clothoid,
u — deflection angle corresponding to half of the circu-
lar arc.

The Y ordinate will be expressed as:
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Y =R, (1-cosi). (22)

Rzedna Y konca klotoidy zapiszemy jako:

Y =X sinu-Y_ cosu, (23)

przy czym:

XY, — wspolrzedne konca klotoidy w lokalnym ukfa-
dzie wspotrzednych klotoidy.

cldthoid
cldtoida
|

general fransition curve
ogolna krzywa przejsciowa
u

Y =R,_(1-cosu). (22)

The ordinate of the end of the clothoid ¥ will be expressed
as:

Y=X_sinu-Y, cosu, (23)
where:
X.,Y, - coordinates of the end point of the clothoid in
the local coordinate system of the clothoid.

<

Fig. 2. Comparison of the general
transition curve with the traditional curve
(clothoid — circular curve — clothoid)
Rys. 2. Poréwnanie ogolnej krzywej

|
|
|
|
|
|
|
|
B 1'« ----- -

Klotoida nalezy do rodziny krzywych, ktérych krzywizne
mozna opisa¢ nastgpujacym roéwnaniem zaproponowanym
w [36, 37]:

1,
k(l)=Et , (24)
gdzie:t=1/1L,
L — calkowita dhugo$¢ krzywej,
[ <L - parametr naturalny,
R — promien krzywizny w koncowym punkcie krzy-
wej.

Przy n=1 rownanie (24) opisuje klotoid¢ o parametrze
a =~/RL. Zgodnie z [36, 37], wspotrzedne prostokatne krzy-
wych (24) wynikaja ze wzorow:

1 k2 t2”+3

D a3

+

S+ I e+ L (29)
41(n+1)*(4n +5)

1 k6t6n+7

6l (n+1)°(6n+7)

+...

Q:\ przejsciowej z tukiem tradycyjnym
| (klotoida — tuk kotowy — klotoida)

Clothoid belongs to the family of curves whose curvature
may be described by the following equation proposed in
[36, 37]:

1
kZ:7 n
(1) Rt, (24)

where: t=1/1L,
L — total length of the curve,
[ < L - natural parameter,

R — radius of curvature at the end point.

For n =1, equation (24) describes a clothoid with a =+ RL.
According to [36, 37], rectangular coordinates of the fam-
ily of curves based on equation (24) are expressed by the
following equations:

1 kZ 2n+3

t— t +
21(n +1)*(2n +3)

X=L{+ ! kKA 4 (25)
41(n +1)* (4n +5)

1 kG 6n+7

- t +...
6!(n+1)°(6n+7)
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1 ktn+2
U(n+1)(n+2)
_3' li 3 4 k3t3n+4 +
YL I(n+ )1( n+4) . Q6
+ k5t5n+6 +
51(n+1)°(5n +6)
- ! K7t
T(n+1)"(7n +8)
przy czym: k =L/ R.
Dla kata zwrotu stycznej obowiazuje rownanie:
n+l1
Dla punktu koncowego, tj. dlat =1/ L, z (27) wynika:
_ L
U=—. 28
R (28)

Jesli przyjmiemy n =1, ¢ =11 uwzglednimy (28), wowczas na
podstawie (25) i (26) otrzymamy:

X =2Ru -4, (29)
Y, =2Ru-B, (30)
przy czym:
1 _, 1 _, 1
A=1- u-+ u' - u' +..,
5-2! 9-41 13-6!
1 _ | 1 1 i

B=—u- u’ + u’ - u
3-1 7-3! 11-5! 15-7!

Zgodnie z Rys. 2, odcigta srodka luku w uktadzie tradycyjnym
powinna spelniac zalezno$¢:

Y+X=lx,, (31
2 o
przy czym:
X - odcigta konca klotoidy w lokalnym ukladzie

wspotrzednych ogolnej krzywej przejsciowe;,

X - odcigta $rodka tuku kotowego w lokalnym uktad-
zie wspotrzednych tuku kotowego.

Odciete X i X mozemy wyrazi¢ nastepujaco:
)?zXKcosu+YK sin u, (32)
X =R, sinu. (33)
Jesli uwzglednimy (29) i (30), to na podstawie (31) otrzyma-
my:

_ . -1
2REuAcosu+2REuBs1nu+REsmuzix (34)

0"

;kﬂﬁd
HN(n+1D)(n+2)

_ 1 k3t3n+4 +

3(n+1)°Bn+4)

+ 1 k35 4
51(n+1)°(5n +6)

3 1
T(n+1)(7n+8)

whereas: k =L/ R.

Deflection angle of tangent is expressed by:
u= ! kt". 27
n+l

It follows from (27) that for the end point of clothoid, i.e.
fort=1/L:

. (206)

KT8 4

T (28)
2R
Assuming n =1, t =1 and considering (28), we obtain the
following equations from (25) and (26):

X, =2Ru -4, (29)
Y. =2Ru - B, (30)
where:
A=1- ! u’+ ! ut - ! u+...,
52! 9-4! 13-6!

p=ta- L. g1 g,
3-1 7-3! 11-5! 15-7!
According to Fig. 2, mid-ordinate of the arc in the tradi-

tional geometric system should satisfy the relationship:
1

X+X=-x_, (31)
2 0

where:

X - x-coordinate of the end point of the clothoid in the
local coordinate system of the general transition
curve,

X - x-coordinate of the circular arc mid-point in the

local coordinate system of the circular arc.
The X and X coordinates may be expressed as:
X=X, cosu+Y, sinu, (32)

X =R, sinu. (33)
Considering (29) and (30), we obtain the following from (31):

(34

_ . NP |
2REuAcosu+2REuBs1nu+REsmquxQ.
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Stad wynika:

E

1 X
== 9 ) (35)
22u(Acosu+Bsinu)+sinu
Dla u =0 otrzymuje si¢ wigc:
X
R =—2 (36)
E S
2sinu
W Tabl. 2 zestawiono wartosci promieni R\, R\V iR,
wynikajace z (16), (17) 1 (35). Z réwnan tych wynika, ze po-
szczegblne wartos$ci promieni s proporcjonalne do x 0 Zmia-
nax, powoduje odpowiednia, proporcjonalna zmiang pro-
mienia krzywizny. W zwiazku z tym wszystkie obliczenia
zostaly wykonane przy zatozeniu, ze x o =L

Table 2. Radii R, for x-coordinate of x, =1
Tablica 2. Promienie R, dla odcietej x, =1

Consequently:
1 X0
=== . — (35)
22u(Acosu + Bsinu) +sinu

E

Therefore, for u =0, equation (35) yields:

R =2 (36)
E S
2sinu

Table 2 presents a comparison of the RSO) , Ré“) and R,
radii resulting from (16), (17) and (35). As the equations
imply, individual radius values are proportional to x 0"
A change in x , causes a proportional change in the radius
of curvature. QTherefore, all the calculations were per-
formed for x o =1L

Clothoid + circular arc at the following values of u:
Angle / | Curve / Krzywa| Curve / Krzywa Klotoida + tuk kotowy przy nastepujacej wartosci u:
Kat u [°] (10) (11)
0 10 20 30 40 50 60 70
10 1.512 1.890 2.879 1.444 - - - - — —
20 0.733 0.916 1.462 0.985 0.740 - - - - -
30 0.462 0.577 1.000 0.765 0.616 0.514 - - - -
40 0.318 0.397 0.778 0.641 0.542 0.468 0.410 - - -
50 0.224 0.280 0.653 0.567 0.498 0.441 0.394 0.355 - -
60 0.154 0.192 0.577 0.522 0.473 0.429 0.391 0.358 0.328 —
70 0.070 0.121 0.532 0.498 0.464 0.431 0.400 0.371 0.345 0.321

Podane wartosci pokazuja, ze przy jednakowej wartosci x 0
huki tradycyjne (przy u =0 tozsame z tukami kotowymi) cha-
rakteryzuja si¢ wigkszym promieniem krzywizny niz ogdlne
krzywe przejsciowe (10) 1 (11). Jesli chodzi o biklotoide
(1 = u), wigksze promienie niz dla ogélnych krzywych przejs-
ciowych wystepuja przy katach « >10° dla krzywych (10) oraz
katach u#>30° dla krzywych (11). Rowniez w przypadku
uktadéw klotoida — uk kotowy — klotoida (u > u), odpowied-
nie promienie krzywizny sa wigksze niz dla ogdlnych krzy-
wych przejsciowych.

Przyjmujac R\” =R"" =R =1, wyznaczono rowniez war-
tosci x 0 ktore wynikaja dla poszczegdlnych tukoéw z réwnan
(16), (17)1(35). Zamieszczono je w Tabl. 3. Z podanych tam
wartosci wynika, ze dlugosci cigciwy x 0 ogoblnych krzy-
wych przejsciowych sa znaczaco wigksze niz odpowiednie
cigciwy lukow kotowych (u =0) przy takim samym promie-
niu. W poréwnaniu z biklotoida (z = u) cigciwy x , ogoélnych
krzywych przej$ciowych rowniez sa generalnie dtuzsze: przy
u>10° dla krzywych (10) i u > 30° dla krzywych (11). Dluz-
sze cigciwy ogolnych krzywych przejsciowych (10) i (11)
wystepuja rowniez w porownaniu z uktadami klotoida — tuk
kotowy — klotoida (u > u).

The given values indicate that for identical x  the tradi-
tional curves (which comprise only a circular arc when
u =0) are characterized by greater radius of curvature than
general transition curves (10) and (11). For the case of
a biclothoid (u# = u), greater radii in comparison with gen-
eral transition curves (10) and (11) may be noted when
u>10°and u >30°, respectively. In the case of “clothoid —
circular arc — clothoid” systems (> u) corresponding ra-
dii of curvature are also greater than for general transition
curves.

Assuming R\” =R" =R_ =11in turn, the resultant val-
ues of x _ were calculated for individual curves using the
equations (16), (17) and (35). The results are presented in
Table 3. The values indicate that the length of the chord
X, of a general transition curve is considerably greater
than the corresponding length of the chord of a circular arc
(u =0) with the same radius. In comparison with a
biclothoid (u=u), the chords x of general transition
curves are also generally longer: at # >10° for (10) and at
u>30° for (11). Longer chords of the general transition
curves (10) and (11) are also observed in comparisons
with “clothoid — circular arc — clothoid” systems (u > u).
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Table 3. Chords x,, for radius of curvature R, =1
Tablica 3. Cigciwy x, dla promienia krzywizny R, =1
Clothoid + circular arc at the following values of u:
Angite[{) ]Kag[ Curve(/l (I)()rzywa Curv e(/l {{)rzywa Klotoida + tuk kotowy przy nastepujacej wartosci u:
0 10 20 30 40 50 60 70
10 0.661 0.529 0.347 0.692 - - - - - -
20 1.365 1.092 0.684 1.015 1.351 - - - - -
30 2.165 1.732 1.000 1.307 1.622 1.944 - - - -
40 3.146 2.517 1.286 1.559 1.844 2.139 2.441 - - -
50 4.469 3.575 1.632 1.764 2.010 2.268 2.537 2.815 - -
60 6.495 5.196 1.732 1.915 2.115 2.329 2.557 2.797 3.046 -
70 10.303 8.242 1.879 2.008 2.155 2.319 2.499 2.694 2.900 3.117

Na podstawie (35), rownania (29) i (30) zapiszemy odpowied-
nio jako:

x uAd
X, =— S — 37)
2u(Acosu + Bsinu) +sinu
oraz -
X, u
0
; (38)

2u(Acosu + Bsinu)+sinu

Jesli uwzglednimy (37) 1 (38), to na podstawie (23) wyrazimy
rzedna Y jako:

_ X u
Y =— e —(Asinu —Bcosu). (39)
2u(Acosu + Bsinu) +sinu

Rzedna Y tuku kotowego w lokalnym uktadzie wspohrzednych
huku kotowego, ktora jest opisana réwnaniem (22), po
uwzglednieniu (35) zapiszemy jako:

, x (1—cosu

y=1_ ol . ) — (40)

22u(Acosu + Bsinu)+sinu
Na podstawie (20), (39) i1 (40) otrzymamy ostatecznie:
1

=X .
? 2u(Acosu +Bsinu) +sinu (41)

Ve

I

~‘_E(A sinu —Bcosu) — ;(1 —cos ﬁ)}.

Porownanie wartosci y ", y " iy, wynikajacych ze wzo-
row (18), (19) 1 (41) przy x 0 =1 przedstawiono w Tabl. 4.
Z uwagi na mniejsze promienie ogolnych krzywych przejs-
ciowych w poréwnaniu z tukiem kotowym (Tabl. 1) przy ta-
kiej samej warto$ci x o> Mmozna bylo przypuszczaé, ze w przy-
padku tych krzywych wystapia odpowiednio wigksze
wartosci rzednych w punkcie $rodkowym. Zostato to po-
twierdzone w Tabl. 4. Z podanych tam wartosci wynika tez,
ze rzedne w Srodku tuku krzywych (10) i (11) sa wicksze lub
znaczaco wigksze (przy wigkszych katach u) niz rzedne y ,

Based on (35), equations (29) and (30) may be expressed
as:

x uAd
X, =— g — (37)
2u(Acosu + Bsinu) +sinu
and -
X, u
0
. (38)

- 2u(Acosu +Bsinu)+sinu
Considering (37) and (38), formula (23) for the ¥ ordinate
assumes the form:
_ X, u )
Y =— - ——(Asinu —Bcosu). (39)
2u(Acosu + Bsinu) +sinu

Considering (35), ordinate Y of the circular arc in the local
coordinate system of the circular arc, as given in equation
(22), may be expressed as:
- x, (1-cosu
=1 o ) . (40)
22u(Acosu + Bsinu) +sinu
Ultimately, based on (20), (39) and (40) we obtain:

1
=X .
¢ 2u(Acosu +Bsinu) +sinu (41)

Ve

-

-LE(A sinu —Bcosu) —;(1 —cos ﬁ)}.

Table 4 presents a comparison of the y{”, y"” and y,
ordinates resulting from equations (18), (19) and (41) for
x, =1 It was expected that general transition curves
should display greater values of mid-ordinates than circu-
lar arcs, since the values of their radius were less than
those of circular arcs at identical x  (Table 1). These ex-
pectations are confirmed by Table 4. The values given in
the table also indicate that mid-ordinates of the curves (10)
and (11) are also greater or considerably greater (at greater
u angles) than y  ordinates of a curve in the form of
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huku w postaci klotoida — tuk kotowy — klotoida (u > u). W po-
réwnaniu z biklotoida (1 = u) rzedne ygo) sa wigksze przy
katach u >10°, arzedne y """ przy u>30°.

E

Table 4. Ordinates of the point E for x-coordinate of x, =1
Tablica 4. Rzedne punktu E dla odcietej x, =1

a “clothoid — circular arc — clothoid” system (u > u). In the
case of a biclothoid (u =), the y ! ordinates are greater

E
for u>10° and ny”) ordinates are greater for u >30°.

Clothoid + circular arc at the following values of u:
Ang}/{e{o ]I(qt Curve(/l OK)rzywa Curve(/l {{)rzywa Klotoida + tuk kotowy przy nastepujacej wartosci u:
0 10 20 30 40 50 60 70
10 0.040 0.029 0.015 0.040 - - - - - -
20 0.171 0.124 0.060 0.115 0.160 - - - - -
30 0.430 0.313 0.134 0.217 0.290 0.354 - - - -
40 0.908 0.660 0.234 0.342 0.442 0.533 0.614 - - -
50 1.831 1.332 0.357 0.488 0.611 0.726 0.832 0.930 - -
60 3.867 2.813 0.500 0.648 0.791 0.927 1.055 1.175 1.287 -
70 9.731 7.077 0.658 0.820 0.978 1.130 1.276 1.415 1.547 1.671

Powyzsze analizy pokazuja, ze — zaleznie od wartosci kata u —
podstawowe parametry geometryczne ogdlnych krzywych
przejsciowych mogg ro6zni¢ si¢ w istotny sposob od ich odpo-
wiednikow w przypadku tukéw kotowych z klotoidami. W re-
zultacie ogolne krzywe przejsciowe poszerzaja game narzedzi
geometrycznych do ewentualnego uzycia w projektowaniu
krzywoliniowych odcinkéw tras, a wynikiem tego moze by¢
uzytecznos¢ tych krzywych w trasowaniu w okre§lonych uwa-
runkowaniach lub ograniczeniach terenowych. Potencjalne
korzysci zwiazane z uzyciem ogolnych krzywych przejscio-
wych ilustruje ponizszy przyktad.

5. PRZYKLAD — WYZNACZENIE
PRZEJSCIA KRZYWOLINIOWEGO
MIEDZY DWOMA KIERUNKAMI
PROSTYMI Z UZYCIEM OGOLNYCH
KRZYWYCH PRZEJSCIOWYCH

Rozwazmy problem wpisania przejscia krzywoliniowego mig-
dzy dwa kierunki proste trasy przecinajace si¢ w punkcie W
(Rys. 3). Przyjmijmy nastgpujace zatozenia:

« kat zwrotu trasy y =2u = 40°,

+ projektowany promien minimalny tuku R = 500,00 m.

Jak wynika z uktadu warstwic na Rys. 3, niezaleznie od kierun-
ku spadku terenu, w przypadku przebiegu niwelety zblizonego
do poziomego, wpisanie tuku poziomego migdzy dwie proste
przecinajace si¢ w punkcie W moze wymaga¢ mniejszych ro-
bét ziemnych, jesli polozenie srodka tuku oddalatoby si¢ od
wierzchotka W. Dlatego zasadne jest uzycie takich krzywych,
ktoére to zadanie ulatwia. Jak wynika z wczes$niejszych analiz,
moga nimi by¢ ogdlne krzywe przejsciowe.

The above analyses indicate that — depending on the value
of the « angle — the basic geometric parameters of general
transition curves may significantly differ from the corre-
sponding parameters of circular arcs with clothoids. Con-
sequently, general transition curves supplement the range
of geometric tools for potential use in the design of
curvilinear road sections. Therefore, they may be useful in
road alignment design in set terrain conditions or con-
straints. Potential advantages of usage of general transi-
tion curves will be illustrated by the example given below.

5. EXAMPLE — DETERMINATION OF
CURVILINEAR TRANSITION BETWEEN
TWO TANGENTS USING GENERAL
TRANSITION CURVES

Let us consider the problem of introduction of a curvilinear
transition between two straight road sections, with tan-
gents meeting at the point of intersection W (Fig. 3). Let us
adopt the following assumptions:

+ intersection angle y =2u =40°,
« designed minimum radius of the curve R =500.00 m.

As shown by the contour lines visible in Fig. 3 (regardless of
the direction of the slope), when the longitudinal grade of the
road is approximately horizontal, introduction of a horizontal
curve between two tangents intersecting at W will generate less
earthworks if the apex distance of the curve is greater. Therefo-
re, it is advisable to use curves that facilitate this task; as shown
by the above analyses, such curves include general transition
curves.
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//W\

T

Whisanie ogolnej krzywej przejsciowej (10) lub (11) miedzy
dwa kierunki proste o znanym kacie zwrotu trasy wymaga
okreslenia potozenia poczatku (P) i konca (Q) tuku. Jest ono
okreslone przez dtugos¢ stycznej WP lub WQ, ktora — na pod-
stawie Rys.2 — wynosi:
WP:WQ:l Yo (42)
2cosu
Z Rys.2 wynika tez, ze odleglo$¢ wierzchotka trasy (W) od
srodka tuku ogoélnej krzywej przejsciowej (E) wynosi:
WE=WV -y,. (43)

Po wyznaczeniu potozenia punktow P oraz Q wspohzedne
punktow posrednich tuku w lokalnym uktadzie wspohzednych
(z poczatkiem w punkcie P i osia odcigtych przechodzaca
przez punkt Q) wynikaja z rownan (10) i (11). Otrzymane war-
tosci niezbedne do wyznaczenia krzywych (10) 1 (11) zamiesz-
czono w Tabl. 5.

Table 5. Data for determination of general transition
curves (10) and (11)

Tablica 5. Dane do wyznaczenia ogolnych krzywych
przejsciowych (10) i (11)

Fig. 3. Terrain conditions influencing the amount
of earthworks

Rys. 3. Uwarunkowania terenowe wptywajgce
na ilo$¢ robot ziemnych

In order to introduce a general transition curve given by
equation (10) or (11) between two tangents with known in-
tersection angle, one should determine the point of curva-
ture (P) and the point of tangency (Q). Their location is
determined by tangent length WP and W(Q, which — based
on Fig. 2 — equals:

X
szWQzl e (42)
2 cosu

It is also visible from Fig. 2 that the distance between the
intersection point W and the mid-point of the curve E (the
apex distance) equals:

WE =WV -y,. (43)

Upon determination of the points P and Q, coordinates of
intermediate points of the curve in the local coordinate
system (with origin in P and x-axis passing through Q)
may be obtained from equations (10) and (11). The deter-
mined values that describe the curves (10) and (11) are
presented in Table 5.

Curve / Krzywa (10) Curve / Krzywa (11)
Coordinate / Odcigta x,, [m] 682.44 Coordinate / Odcigta x,, [m] 545.96
Tangent length / Dtugo$¢ stycznej WP = WQ [m] 363.12 Tangent length / Dtugo$¢ stycznej WP = WQ [m] 290.50
Apex distance / Odleglos¢ wierzchotka WE [m] 43.88 Apex distance / Odlegltos¢ wierzchotka WE [m] 41.32
Coordinates / Wspotrzedne Coordinates / Wspotrzedne

' x [mm] v [m] ' x [mm] v [m]

0.1 68.24 24.73 0.1 54.60 19.49

0.2 136.49 48.14 0.2 109.19 36.88

0.3 204.73 67.72 0.3 163.79 50.49

0.4 272.98 80.79 0.4 218.38 59.14

0.5 341.22 85.38 0.5 272.98 62.10

0.6 409.47 80.79 0.6 327.57 59.14

0.7 477.71 67.72 0.7 382.17 50.49

0.8 545.96 48.14 0.8 436.76 36.88

0.9 614.20 24.73 0.9 491.36 19.49

1.0 682.44 0.00 1.0 545.96 0.00
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W celu porownania warto tez wyznaczy¢ dane niezbedne do
wyznaczenia uktadu w postaci luku kotowego z symetryczny-
mi klotoidami. W zwiazku z tym przyjmiemy parametr kloto-
idy a = 300,00 m jako warto$¢ z przedzialu 167 < a <417
okreslonego z zastosowaniem znanych zasad doboru parame-
tru klotoidy (przedstawionych np. w [37]).

Na wstepie mozna dodagd, ze — z uwagi na symetri¢ ww. uktadu
geometrycznego wzgledem punktu S — obliczenie niezbed-
nych danych mozna ograniczy¢ jedynie do polowy calego
huku. Stosujac powszechnie znane wzory, otrzymuje si¢ naste-
pujace dane do wyznaczenia klotoidy:

« dlugos¢ klotoidy L =180,00 m,

« kat zwrotu stycznej w punkcie koncowym klotoidy
Tt =10,313°,

+ wspoétrzedne konca klotoidy X = 179,42 m oraz Y =
10,78 m,

« odsunigcie kota krzywizny od stycznej glownej H =
2,70 m,

+ wspotrzedne $rodka kota krzywizny w punkcie konco-
wym krzywej X =89,91 moraz Y, =502,70 m,

+ dlugos¢ dhugiej stycznej T, =120,18 m,

+ dhugos¢ krotkiej stycznej T, = 60,21 m,

« odlegtos¢ wierzchotka kata zatamania trasy od rzutu
srodka kota krzywizny na ramig tego kata 7, =182,97 m,

+ dlugosc¢ stycznej catkowitej T, =272,88 m.

Ponadto, ograniczajac ilos¢ punktow posrednich do n =9 (na

potrzeby ilustracji przyktadu), otrzymamy warto$ci potrzebne

do wyznaczenia klotoidy metoda rzednych od stycznej glow-

nej (Tabl. 6).

Dane dotyczace tuku kolowego migdzy klotoidami sa za$ na-

stepujace:

« kat srodkowy przypadajacy na tuk kotowy o =19,374°,

« odlegltos¢ wierzchotka kata zwrotu trasy od srodka tuku
kotowego Z =34,96 m,

« dlugo$é luku kotowego miedzy klotoidami L =169,07 m.

Uzupehienie stanowia dane do wytyczenia punktow posred-
nich polowy luku kotowego metoda rzgdnych od stycznej
w punkcie koncowym klotoidy, przy czym na potrzeby ilu-
stracji przykladu ograniczono ilo$¢ tych punktow do n =4
(Tabl. 6).

W tym miejscu warto zwroci¢ uwage na odleglos¢ wierz-
chotka, ktoéra wynosi 34,96 m i jest mniejsza odpowiednio o
8,92 m oraz 6,36 m niz odlegtos¢ WE dla krzywych (10) i (11).
Biorac pod uwagg mozliwo$¢ zmniejszenia w ten sposob ilosci
robot ziemnych, stanowi to potwierdzenie korzysci z uzycia

For comparative purposes, it is also advisable to calculate
data describing a system comprised of a circular arc with
symmetrical clothoids. Therefore, let us assume clothoid
parameter a = 300.00 m, which is a value in the range of
167 < a <417, based on the known principles of clothoid
parameter selection (presented in e.g. [37]).

Considering the fact that the analyzed geometric system is
symmetrical, calculations may be limited to one half of the
curve, up to its mid-point. Based on the generally known
equations, the following data describing the clothoid was
obtained:

« clothoid length L =180.00 m,

- tangent deflection angle at the end point of the clothoid
t=10.313°,

« coordinates of the end point of the clothoid X =179.42 m
and Y =10.78 m,

« offset of the curvature circle from the principal tangent
H=270m,

+ coordinates of the center of curvature for the end point
of the transition curve X', =89.91 mand Y, =502.70 m,

+ length of the long tangent of the clothoid 7, =120.18 m,
« length of the short tangent of the clothoid 7, = 60.21 m,

- distance between the vertex of the deflection angle and
the projection of the center of curvature on the ray of this
angle T, =182.97 m,

+ length of the total tangent T, =272.88 m.

Moreover, limiting the number of intermediate points to
n =9 (for illustrative purposes), we obtain the values nec-
essary for describing the clothoid with ordinates from the
principal tangent (Table 6).

The data describing the circular arc section between
clothoids is as follows:

 central angle corresponding to the circular arc a =
19.374°,

« distance between the intersection of the tangents and the
mid-point of the circular arc (apex distance) Z =34.96 m,

« length of circular arc between clothoids L = 169.07 m.

The data are supplemented by values necessary for setting
out intermediate points of the circular arc up to its
mid-point, using ordinates from the tangent line drawn at
the end of the clothoid. For illustrative purposes, the num-
ber of points was limited to n =4 (Table 6).

It is noteworthy that the apex distance of the circular arc
equals 34.96 m, which is less by 8.92 m and 6.36 m than
the WE distance of curves (10) and (11), respectively.
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ogodlnych krzywych przejsciowych w uwarunkowaniach tere-
nowych, jakie orientacyjnie ilustruje Rys. 3.

Ponadto, poréwnujac zakres niezbgdnych danych do wyzna-
czenia calego przejscia krzywoliniowego migdzy dwiema
prostymi, nalezy stwierdzi¢, ze rowniez pod tym wzgledem
ogolne krzywe przejsciowe sa korzystniejsze niz uk kotowy
z symetrycznymi klotoidami. Wynika to z faktu, ze ogolne
krzywe przejsciowe opisuja cate przejscie krzywoliniowe mig-
dzy dwiema prostymi za pomoca jednego réwnania.

Table 6. Data for determination of the circular arc with

clothoids
Tablica 6. Dane do wyznaczenia tuku kotowego z klotoidami

Taking into account the possibility of reducing earth-
works, it confirms the advantages of using general transi-
tion curves in terrain conditions schematically illustrated
in Fig. 3.

Moreover, comparing the scope of data required to set out
the entire curvilinear transition between two tangents,
general transition curves are also more advantageous than
the system comprising a circular arc with symmetrical
clothoids. This is due to the fact that general transition
curves describe the entire curvilinear transition between
the two straight sections using a single equation.

Data for the clothoid / Dane dla klotoidy Data for the circular arc / Dane dla tuku kotowego

Point No. X-coordinate [m] Ordinate [m] Point No. X-coordinate [m] Ordinate [m]
Nr punktu Odcicta Rzedna Nr punktu Odcieta Rzedna

1 20.00 0.01 1 19.99 0.40

2 40.00 0.12 2 39.96 1.60

3 60.00 0.40 3 59.86 3.60

4 79.99 0.95 4 79.66 6.39

5 99.97 1.85

6 119.92 3.20

7 139.83 5.08

8 159.68 7.57

9 179.42 10.78

6. PODSUMOWANIE | WNIOSKI

W artykule przeanalizowano dwa rozwiazania og6élnych krzy-

wych przejsciowych na tle nastgpujacych tradycyjnych

uktadéw geometrycznych:

* tuk kotowy,

« 1. krzywa przejsciowa — 2. krzywa przejsciowa,

« 1. krzywa przejsciowa — tuk kotowy — 2. krzywa przejs-
ciowa.

Celem artykutu byta weryfikacja uzytecznosci ogolnych krzy-

wych w trasowaniu przejs¢ krzywoliniowych migdzy dwoma

kierunkami prostoliniowymi. Przeprowadzone analizy wyka-

zaly, ze ogdlne krzywe przej$ciowe moga stanowic¢ alternaty-

we dla ww. tradycyjnych uktadow geometrycznych.

Duza zaleta praktyczna ogo6lnych krzywych przejsciowych jest
mozliwos$¢ opisu calego przejscia krzywoliniowego migdzy
dwiema prostymi za pomoca jednego réwnania. W zauwazal-
nym stopniu przyczynia si¢ to do redukcji zakresu obliczen
i ilosci danych niezbednych do wyznaczenia przebiegu tuku
W terenie.

6. SUMMARY AND CONCLUSIONS

The article presented an analysis of two general transition
curve solutions and their comparison with the following
traditional geometric systems:

e circular arc,
« Isttransition curve — circular arc — 2nd transition curve,
« Ist transition curve — 2nd transition curve.

The aim of the article was to verify the usability of general
transition curves in shaping of horizontal curve geometry
between two straight road sections. The analyses indicated
that general transition curves may serve as an alternative
to the above-mentioned traditional geometric systems.

A considerable practical advantage of general transition
curves lies in the possibility of description of the entire
curvilinear transition between two tangents using only
a single equation. It notably reduces the scope of calcula-
tions and data required to set out the curve in field.

The performed comparative analyses indicated that — for
an identical adopted minimum radius of curvature — the
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Przeprowadzone analizy pordwnawcze wykazaly, ze — przy
zalozeniu takiego samego minimalnego promienia krzywizny
— przebieg tuku w przypadku ogdlnych krzywych przejscio-
wych rozni si¢ w istotny sposob od przebiegu tukow w postaci
ww. tradycyjnych uktadéw geometrycznych. Generalnie mo-
zna stwierdzi¢, ze geometria tukéw utworzonych przez ogolne
krzywe przejsciowe rozni si¢ od geometrii tukow tradycyjnych
tym bardziej, im wigkszy jest kat zwrotu trasy.

Wspomniane réznice geometrii analizowanych uktadow geo-
metrycznych utworzonych przez ogolne krzywe przejsciowe
w porownaniu z tukami tradycyjnymi powoduja, Zze w rezulta-
cie uzyskuje si¢ wigksza swobode ksztaltowania przebiegu
przejscia krzywoliniowego migdzy dwoma kierunkami pro-
stymi i jego dopasowania do okreslonych uwarunkowan lub
ograniczen terenowych. Mozliwos¢ wyboru jednego sposrod
dostepnych narzedzi projektowych o réznej geometrii utatwia
bowiem dopasowanie przebiegu trasy do wspomnianych ogra-
niczen.

Z uwagi na to, ze na tukach o duzych promieniach nie ma po-
trzeby stosowania poszerzenia jezdni, a krawedzie jezdni
moga by¢ trasowane przez odlozenie polowy szerokosci na
lewo i1 na prawo od osi opisanej rOwnaniem uzytej ogdlnej
krzywej przejsciowej, rtowniez w tym kontekscie ogolne krzy-
we przejsciowe moga stanowic uzyteczng alternatywe dla tra-
dycyjnych uktadow geometrycznych stosowanych w trasowa-
niu drog.

W tym miejscu warto wspomniec, ze spotyka si¢ opinie, zgod-
nie z ktorymi krzywe o zmiennej krzywiznie powinny by¢ mo-
zliwie krotkie; przekonanie to opiera si¢ na argumencie, ze
dhugie krzywe sa uciazliwe dla kierowcow, gdyz wymagaja
ciaglej zmiany kata skretu kot, a jazda po tuku jest tatwiejsza ze
stalym katem skretu kot. Wydaje sig jednak, ze moze to miec¢
uzasadnienie jedynie teoretyczne. W praktyce nie ulega zas
watpliwosci, ze podczas jazdy wymagana jest ciagla interakcja
kierowca-uklad kierowniczy, niezaleznie od krzywizny toru
pojazdu. Jest to szczegdlnie istotne w przypadku wigkszych
predkosci ruchu.

Potencjalnym polem zastosowan ogdlnych krzywych przejs-
ciowych moze by¢ rowniez trasowanie drog szynowych. Mo-
zna tez nadmieni¢, ze watpliwosci i dyskusyjne kwestie do-
tyczace percepcji 1 potencjalnych uciazliwoscei dla kierujacych
pojazdami nie odnosza si¢ do drég szynowych, gdyz tutaj po-
jazd porusza si¢ po torze wymuszonym.

PRZYJETE OZNACZENIA
W artykule uzyto nastgpujacych oznaczen:

k - krzywizna w dowolnym punkcie krzywej przejscio-
wej,

shape of general transition curves differs significantly
from the shape of traditional geometric systems. In gen-
eral, the greater the central angle of the entire curve, the
greater the difference in geometry between traditional
curves and those created using general transition curves.

The mentioned differences in geometry provide greater
flexibility in shaping of the curvilinear transition between
two straight sections and its adjustment to terrain condi-
tions and constraints. Selection from a wider range of
available geometric design tools facilitates adjustment of
road alignment to such spatial constraints.

On horizontal curves with large radius values there is no
need to widen the road and road edges may be simply set
out by offsetting half of the road width both left and right
of the alignment axis described by the general transition
used. Also in this context, general transition curves may
serve as a valid alternative to traditional geometric sys-
tems used in road alignment design.

It seems worthwhile to address the opinions that are some-
times are expressed; it is sometimes claimed that curves
with variable curvature should be as short as possible.
These opinions are based on the argument that long transi-
tion curves are inconvenient for the drivers, forcing them
to gradually change the wheel angle over a longer road
segment instead of performing the turn at a constant wheel
angle. It seems, however, that such concerns may be justi-
fied only in theory. In practice it is obvious that the driver
is always forced to actively interact with the steering sys-
tem, regardless of the curvature of the road section. It is
particularly important at greater vehicle speeds.

General transition curves may be potentially used in rail-
road alignment design as well. Obviously, in this case the
doubts and concerns regarding the perception and conve-
nience of the driver are not applicable, as the vehicle is
guided by the rails along a forced path

DESIGNATIONS USED

The following designations were used in the article:

k - curvature at a given point of the transition curve,

r — radius of curvature at a given point of the transition
curve,

R - the designed minimum radius of curvature,

! — natural parameter,

L - total length of the transition curve,

u — deflection angle of the tangent to the curve / slope of
the tangent to the curve,
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r — promien krzywizny w dowolnym punkcie krzywej
przejsciowej,

R - projektowany minimalny promien krzywizny,
[ — parametr naturalny,
L - calkowita dtugo$¢ krzywej przej$ciowe;,

u — kat zwrotu stycznej do krzywej / kat nachylenia sty-
cznej do krzywej,

u, — kat nachylenia stycznej w punkcie poczatkowym P
ogolnej krzywej przejsciowe;,

Uy, - kat nachylenia stycznej w punkcie koncowym Q
ogolnej krzywej przejsciowej,

o — kat nachylenia cigciwy taczacej punkty P i1 Q,
X, - odcigta koncowego punktu Q ogélnej krzywej przejs-
ciowej,
t=x/x o — parametrze<0; 1> opisujacy potozenie pun-
ktu na ogolnej krzywej przejsciowe;,

x, — odcigta punktu E ogolnej krzywej przejsciowej przy
t=0,5,

v, — rzedna punktu E ogolnej krzywej przejsciowej o od-
cigtej x , ,

R, - pron_liefl krz_ywizn_y w punkcie E ogoélnej krzywej
przejsciowej o odcigtej x .
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