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SZYMON IMIELOWSKI"

SUBCRITICAL DEFORMATION OF THE BRIDGE STRUCTURE

COMPRESSED MEMBERS

DEFORMACJE SMUKLYCH ELEMENTOW KONSTRUKCJI MOSTOWEJ

W ZAKRESIE DOKRYTYCZNYM

STRESZCZENIE. W pracy przedstawiono oryginalny model
deformacji Sciskanych pretéw pryzmatycznych w zakresie dokry-
tycznym. Uwzgledniono trzy pojawiajace sie sekwencyjnie etapy
deformacii: skrécenie preta o osi prostoliniowej, etap przejsciowy
(réownoczesne odksztatcenie postaciowe i wyboczenie preta
Scisliwego) oraz etap wyboczenia preta o osi niescisliwej. Kolejne
etapy deformacji wyodrebniono na podstawie analizy wynikéw
przeprowadzonego eksperymentu statecznosci, w postaci wykresow
zmian sity oraz sktadowych przemieszczenia, naprezenia i od-
ksztalcenia. Pojawienie sie przemieszczenia poprzecznego preta
wyjasniono jako skutek odksztatcenia powstatego po osiggnieciu
maksymalnej wartosci energii odksztatcenia postaciowego. Zwery-
fikowano kryterium utraty statecznosci opisanej warunkiem maksy-
malnej energii odksztatcenia sprezystego. Oméwiono przypadek
utraty statecznosci pretéw smuktych, ktére przenoszg site kryty-
czna, jak réwniez pretéw s$rednich smukiosci, dla ktérych stan
graniczny jest okreslony warunkami przejscia do trzeciego etapu
deformacji. W drugim z wymienionych przypadkéw utraty statecz-
nosci wyodrebniono smuktosci, przy ktérych wystepuje przeskok
konfiguracji preta oraz smuktosci, przy ktérych stan graniczny
okreslony jest niestatecznoscig materiatowa.

SEOWA KLUCZOWE: deformacje pretow $ciskanych, sta-
tecznos¢ pretdéw pryzmatycznych, wyboczenie pretéw.

ABSTRACT. An original model of subcritical deformations of
compressed prismatic bars is considered. The model includes
three successive stages of deformation: axial shortening without
any deviation from straightness, the transitional stage (shear
strain and buckling of a compressible member occurring sim-
ultaneously) and buckling of the bar of an incompressible axis.
The presented model follow results of experimental investigations
on metal bar stability, representing the changes of load, dis-
placement, stress and strain components during compression
process. Herein, an appearance of the column lateral displa-
cement is explained as a result of deformation occurring when
strain energy reach the maximum value. The criterion of stability
loss in the form of the maximum strain energy condition is verified
as well. In the article cases of stability loss are discussed for both
slender columns carrying the critical load and medium slen-
derness columns, for which the limit state is defined by the
conditions at which transition to the third deformation stage
occurs. In the latter case two groups of slenderness were
identified: the one for which a snap-through to a new equilibrium
configuration occurs and the other for which the limit state is
defined by the material instability.

KEYWORDS: deformations of compressed members, stability
of prismatic bars, buckling of columns.
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1. WSTEP

Bezpieczna eksploatacja konstrukcji mostowej zalezy od no-
$nosci szczegodlnie narazonych na zniszczenie elementow,
ktérymi sa $ciskane smukle podpory i prety kratownic.
Sprawa zasadnicza jest przyjecie prawidlowego opisu wyste-
pujacych podczas ich eksploatacji zjawisk. Zaproponowany
stopien uproszczenia konstrukcji i warunkéw jej pracy musi
zapewnia¢ mozliwo$¢ uwzglednienia wszystkich znaczacych
zjawisk, ktore maja wplyw na jej bezpieczna eksploatacje.
Jako Ze wiele katastrof mostéw byto spowodowanych niedo-
skonato$ciami metod obliczeniowych stosowanych w projek-
towaniu konstrukcji mostowej [ 1], staty si¢ one przyczyna roz-
woju metod projektowania, w tym badan nad stateczno$cia
konstrukcji.

Szczegodlnie wazny jest prawidlowy opis deformacji $ciska-
nych pretéw w zakresie dokrytycznym. Model ewolucji defor-
magcji $ciskanych pretow pryzmatycznych w zakresie dokry-
tycznym zaproponowano w monografii [2]. Model powstat na
podstawie analizy wynikow eksperymentu statecznosci, w po-
staci relacji pomigedzy wielkosciami bezposrednio pomierzo-
nymi podczas realizacji eksperymentu, P = P(f), P = P(u),
u=u(f), f =f(u), gdzie P to sita, f maksymalne prze-
mieszczenie poprzeczne, za$ u przemieszczenie w kierunku
dziatajacej sity. W analizie uwzgledniono roéwniez wykresy
odksztalcenia podtuznego € i1 naprezenia normalnego ¢ jako
funkcji sktadowych przemieszczenia u 1 f- Niniejsza praca za-
wiera rozwinigcie przedstawionego w monografii modelu —
Zwrocono uwagg na opis zjawisk, ktore sa bezposrednia przy-
czyna pojawienia si¢ przemieszczenia poprzecznego preta.

Aktualny stan badan nad statecznoscia pretow omowiono
m.in. w monografiach [3, 4]. W pracach [5, 6] zamieszczono
opis badan stateczno$ci pretow stalowych o przekroju
kotowym pelnym i zaproponowano opis ewolucji deformacji,
w ktorym uwzgledniono dwa etapy: odksztatcalny pret prosto-
liniowy 1 wyboczony pret o osi niescisliwej. Wykazano, ze
stan krytyczny wystepuje przy statecznej ugigtej postaci.
W monografii [2] ten model uzupetniono o etap przejsciowy
deformacji, w ktérym uwzgledniono odksztatcenie postacio-
we. Zaproponowano klasyfikacje smuklosci, w ktorej wyod-
rebniono nastgpujace grupy smuklosci: prety krgpe (upla-
stycznienie preta prostego), srednie smuktosci (dwa zakresy:
wyboczenie plastyczne, sprezyste przeskoki), prety smukle
(wyboczenie sprezysto-plastyczne), duze smuktosci (wybo-
czenie sprezyste). W nawiasach okreslono warunki, jakie to-
warzysza zniszczeniu preta lub utracie statecznosci. W zapro-
ponowanej klasyfikacji uwzgledniono stateczna ugigta postaé
preta w warunkach stanu krytycznego. Graniczna smuklos¢
pretow w zakresie srednich smuktosci jest okre§lona wartoScia

1. INTRODUCTION

Structural safety during operation of bridges depends on
the strength of those components which are particularly
prone to failure, namely slender supports and truss rods
loaded in compression. It is essential to use a correct de-
scription of the phenomena occuring during their opera-
tion. All the phenomena related to operational safety must
be taken into account in a proposed simplified description
of the structure and the conditions of operation. Numerous
collapses of bridges that were caused by deficiencies of
design methods [1] has initiated a development of more
appropriate design approaches and the associated studies
on the stability of structures.

It is particularly important to obtain a correct description
of the subcritical deformations of compressed columns.
A model representing the evolution of subcritical defor-
mations of compressed prismatic columns was proposed
in the monograph [2]. In the process of building this
model, a stability experiment was carried out, yielding the
following relationships between directly measured values:
P=P(f), P=P(u), u=u(f), f =f(u), where P is the
force, fis the maximum transverse displacement, and u is
the displacement in the direction of the applied force. Also
the curves representing the longitudinal strain € and nor-
mal stress ¢ vs. displacements u and /' were considered in
the analysis. The model presented in the monograph is fur-
ther elaborated in this article with attention paid to appro-
priate description of the phenomena which directly cause
lateral displacement of the column.

The current state of research on the bar stability was dis-
cussed, for example in monographs [3, 4]. Stability study
on steel solid members of circular cross-section is reported
in [5, 6]. A description of the evolution of deformation,
split in two phases: unbuckled compression of a straight
column and buckled column of an incompressible axis, is
also proposed there. It was showed that the column pre-
serve the stable bent shape at the critical state. In mono-
graph [2] this model was supplemented by a transitional
stage of deformation, which includes also shear strain. In
addition, a classification of slenderness was proposed. The
following groups of columns were distinguished depend-
ing on slenderness: short columns (yielding without de-
flection), medium slenderness columns (with both plastic
buckling and elastic snapping), slender columns (elas-
tic-plastic buckling), very slender columns (elastic buck-
ling). The conditions of the column material failure or
stability loss are given in parentheses. This classification
takes into account, that the column preserve a stable bent



Roads and Bridges - Drogi i Mosty 20 (2021) 19 - 40 21

naprezenia rownego granicy proporcjonalnosci R, lub grani-
cy umownej R oo W skrajnych widknach preta ugictego, nie
za$ preta prostego, jak zaktada model Eulera. W grupie $red-
nich smuktosci wyodregbniono zakres smuklo$ci wyboczenia
plastycznego, ktory charakteryzuje si¢ wystgpowaniem niesta-
tecznosci materiatowej (w zakresie pokrytyczym o$ preta $ci-
skanego ulega skroceniu pomimo malejacej wartosci sity), jak
rowniez zakres niestatecznosci geometrycznej (skokowy spa-
dek sily przy obciazeniu sita niszczaca, ktoremu towarzyszy
wzrost strzatki ugigcia 1 wydtuzenie osi preta). Zjawisko zo-
stato zaobserwowane po raz pierwszy przez autorow pracy [7],
jest rdwniez opisane w niniejszej pracy.

Na Rys. 1 przedstawiono przyktady krzywych obciaze-
nie-strzatka ugigcia Sciskanych pre¢tow o wybranych
smuktosciach. Na wykresie uwzgledniono bezwymiarowa site
p =P/ P, oraz strzatke ugicia w/ L, gdzie P, =n’EJ | L’
jest sita krytyczna, za§ L dlugoscia wyboczeniowa preta. Juz
wstepna analiza wykresow widocznych na Rys. 1 pozwala wy-
snu¢ wnioski, ktore przedstawiono ponizej. Niezaleznie od
smuktosci, obciazany pret poczatkowo zachowuje postaé pro-
stoliniowa, wykres pokrywa si¢ z osig rzednych. Przy obciaze-
niu, ktére oznaczono jako P, pojawia si¢ przemieszczenie
poprzeczne, ktore przy dalszym obciazaniu poczatkowo nie-
znacznie zwigksza swoja warto$¢, a przy obciazeniu bliskim
sile niszczacej P, lub sile krytycznej P, gwaltownie wzrasta.
Stan graniczny lub krytyczny wystepuje przy ugigtej osi preta,
a warto$¢ strzatki ugigcia w / L przy obciazeniu sila graniczna
lub krytyczna zalezy wprost proporcjonalnie od smuktosci pre-
ta. Na Rys. 1 zaznaczono punkty p =P’ /P, p, =1
i p, =P /P, ktore naoryginalnych rysunkach w monogra-
fii [3] nie byly uwzglednione. Na podstawie analizy ksztattu
$ciezek rownowagi przedstawionych na Rys. 1 mozna wyod-
rebni¢ kilka etapow zakresu dokrytycznego preta Sciskanego:
zachowanie ksztaltu prostoliniowego, nieznaczne przemiesz-
czenie poprzeczne i nastgpnie gwattowny wzrost strzatki ugie-
cia przy obciazeniu p— p, lub p— p .

PIP, elastic buckling

wyboczenie sprezyste

=~
N\ a) very slender columns
duze smuktosci

N
N\ b) slender columns
N\ prety smukte
‘\c) columns of medium slenderness
Srednie smuktosci

d) short columns, material failure
prety krepe, zniszczenie materiatu

]

wiL (relative deflection / wzgledne ugiecie)

shape at the critical state. The limit of slenderness ratio of
medium slenderness is defined by a stress value equal to
proportionality limit R, or offset elasticity point of R |

in the outer fibres of a bent column and not in a straight
column as in the Euler model. Two groups inside the col-
umn of medium slenderness are distinguished. The first
one is characterised by material instability (in the
postcritical range the axis of compressed column shortens
despite a decreasing applied force), and the second one in
which geometric instability appears (a rapid drop of the
force value at the limit point, accompanied by an increase
of deflection and elongation of the column axis). This
phenomenon was first reported in [ 7] and is described also
in the following part of this article.

Examples of load-deflection curves of compressed col-
umns of selected slenderness ratios are shown in Fig. 1.
The non-dimensional force p=P/P_and deflection
w/ L, where P =n’EJ /L’ is the critical load and L
is the buckling length of the column are used as descrip-
tion. Even a brief analysis of the curves in Fig. 1 allowed
us to draw the conclusions presented below. Regardless
of the slenderness, the compressed column initially re-
mains straight and the curve on the graph coincides with
the y-axis. At the load value designated P* transverse
displacement occurs, increasing with the rise of load.
This increase is initially slight but grows considerably
when the load has come close to the limit load P, or
the critical load P, . The limit state or critical condition
occur at the column bent shape, and the value of
deflection w/ L at the limit or critical load is directly
proportional to the slenderness ratio of the column.
The points plotted on the graph in Fig. 1, namely
p =P /P, p, =land p, =P /P, hasnotappeared on
the original graphs included in the monograph [3]. No-
tice, that based on the equilibrium paths shown in Fig. 1
inside the subcritical deformations one can distinguish
the following stages: axial shortening without any devia-
tion from straightness, slight lateral displacement, fol-
lowed by rapid deflection for the load approaching the
valueof p— p orp—p .

Fig. 1. Examples of load-deflection curves for selected slenderness
ratios of compressed prismatic columns according to [3]

Rys. 1. Przyktady krzywych obcigzenie-strzatka ugiecia dla
wybranych smuktosci Sciskanych pretéw pryzmatycznych wg [3]
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Zakrzywienie osi preta Sciskanego w zakresie dokrytycznym
jest zwykle thumaczone obecno$cia imperfeke;ji [3, 4, 8-11].
W modelu Ayrtona-Perry’ego [8-11] mozliwe jest wyznacze-
nie maksymalnej wartosci naprezenia w precie Sciskanym
z imperfekcjami. Specyfika przekroju i materiatu jest tu
uwzgledniana w postaci wspotczynnikow empirycznych. Mo-
dele uwzgledniajace imperfekcije nie opisuja jednak wszyst-
kich zjawisk towarzyszacych $ciskaniu pretow pryzmatycz-
nych, jak na przyktad zachowania postaci prostoliniowej preta
w poczatkowym etapie obciazania.

2. BADANIA EKSPERYMENTALNE. OPIS
MODELU | STANOWISKA BADAWCZEGO

Przedstawiony w tej pracy model ewolucji deformacji preta
sciskanego powstal na podstawie analizy wynikéw ekspery-
mentu stateczno$ci przeprowadzonego w laboratoriach
Zaktadu Wytrzymatosci Materiatow Wydzialu Inzynierii
Ladowej Politechniki Warszawskiej (maszyna wytrzy-
matosciowa Instron 8802, zakres 200 kN, doktadnos¢ pomia-
ru sity 1 kN, doktadno$¢ pomiaru przemieszczenia glowic
0,05 mm) oraz Instytutu Podstawowych Probleméw Techniki
PAN (maszyna wytrzymatosciowa MTS 810, zakres 250 kN,
dokladno$¢ pomiaru sity 25 N, doktadno$¢ pomiaru prze-
mieszczenia glowic 0,03 mm). W sktad stanowiska ba-
dawczego wchodzily: maszyna wytrzymatosciowa, oryginal-
ne oprzyrzadowanie umozliwiajace pomiar strzatki ugigcia
probki (wykorzystano dalmierz optyczny Baumer OADM
2016460/14F o doktadno$ci pomiaru 3 pm) oraz wyprowa-
dzone kanaly pomiarowe umozliwiajace rownoczesng reje-
stracje obcigzenia P, przemieszczenia glowicy maszyny wy-
trzymalo$ciowej u oraz strzalki ugigcia wyboczonego preta f
[2,7, 12, 14-16]. Plan eksperymentu przewidywat badania Scie-
zek rownowagi metalowych pretow o réznych smuklosciach
1 przekrojach poprzecznych stosowanych w budownictwie.

Schematem statycznym probki zamocowanej w szczekach
maszyny wytrzymatosciowe;j jest pret obustronnie utwierdzo-
ny o dhugosci L (Rys.2a). W obliczeniach uwzgledniono sta-
tycznie rownowazny schemat preta swobodnie podpartego
o diugosci efektywnej /, ,=05L. Potozenie podpér przegubo-
wych preta swobodnie podpartego odpowiada lokalizacji
weztdw linii ugigcia preta obustronnie zamocowanego, w kto-
rych moment zginajacy jest rowny zeru (Rys. 2b). Obciazenie
probki w zakresie dokrytycznym realizowano w postaci przy-
rostow sily. Przy sile bliskiej wartosci krytycznej (lub granicz-
nej) 1 w zakresie pokrytycznym proces byt sterowany przyro-
stami przemieszczenia. W przypadku, gdy obciazenie jest
sterowane przemieszczeniem, wielkos$¢ sily jest tylko monito-
rowanym parametrem procesu, mozliwa jest obserwacja de-
formacji stanu krytycznego i analiza zachowan pokrytycznych.

Curvature of of the rod axis in the subcritical region is usu-
ally attributed to the column imperfections [3, 4, 8-11].
Using the Ayrton-Perry model [8-11] it is possible to de-
termine the maximum stress in a compressed column with
imperfections. Empirical factors are introduced to account
for the specific cross-section and material characteristics.
However, while taking account of imperfections, such
models do not describe all the phenomena involved in
compression of prismatic columns, such as retaining of
straightness in the initial phase of loading.

2. EXPERIMENTAL STUDY. DESCRIPTION
OF THE MODEL AND THE TEST BENCH

The model of evolution of deformation of a compressed
column presented in this article is based on the results of a
stability experiment conducted at the Laboratory of
Strength of Materials, of the Faculty of Civil Engineering
at the Warsaw University of Technology (Instron 8802
test frame, 200 kN maximum test force, 1 kN accuracy of
force measurement, 0.05 mm displacement interval) and
of the Institute of Fundamental Technological Research
of the Polish Academy of Sciences (MTS 810 test frame,
250 kN maximum test force, 25 kN accuracy of force mea-
surement, 0.03 mm crosshead displacement interval). The
test system consisted of a testing machine, original deflec-
tion measuring equipment (based on Baumer OADM
2016460/14F optical distance sensor, 3 um measuring ac-
curacy) and measuring channels for simultaneous record-
ing of the load P, test frame crosshead displacement u and
specimen lateral deflection f[2, 7, 12, 14-16]. The experi-
ment program included recording of the equilibrium paths
of columns of different slenderness ratios and cross-sec-
tions which are used in construction applications.

The specimen, after it has been attached in the grips of the
test frame, can be represented by a column of length L,
fixed at both ends (Fig. 2a). The calculations were done
for an equivalent scheme of a simply supported column of
effective length / o 0.5 L. The positions of pin supports of
the simply supported member correspond to the locations
of the cross-sections at which bending moment is equal to
zero (Fig. 2b). Inside subcritical region loading was con-
trolled by an incrementally increasing force. With the
force approaching the critical (or limit) value and in the
postcritical region, the process was controlled by incre-
ments of displacement. In case of displacement-controlled
loading, the force becomes a monitored process parameter
and it is possible to observe buckling deformations and
analyse postcritical behaviours.
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b)

Fig. 2. a) Scheme of specimen and loading realized in the test, b) model of a simply supported member of effective length/,,

c) view of the test stand: 1) test specimen, 2) optical distance sensor

Rys. 2. a) Schemat statyczny preta w warunkach laboratoryjnych, b) model preta swobodnie podpartego o dtugos$ci efektywnej/,,,

c) widok stanowiska badawczego: 1) probka, 2) dalmierz optyczny

3. ZESTAWIENIE WYNIKOW BADAN

Etapy deformacji sciskanych pretow pryzmatycznych opisano
na przyktadzie $ciskanych ptaskownikdéw o wymiarach prze-
kroju poprzecznego b x h =5,88+0,01 mm x 19,88+0,01 mm,
wykonanych z aluminium A16063, dla ktorego okreslono
umowne granice R, "= 150 MPa, R 0= 189 MPa, wytrzy-
mato$¢ na rozciaganie R = 217 MPa i modut Younga E =
63,3 GPa. Przedstawione w tej pracy wyniki stanowia roz-
winigcie 1 uzupehienie analizy przedstawionej w pracach
(2, 5-7, 12-16].

Ponizej przedstawiono wykresy Sciezek rownowagi P = P(u),
f=f(u),e=¢e(u)ic =¢(f)pretdow smuklych o A =235,6;
A=141,411=101,3 (Rys. 3) oraz pretow srednich smuklosci:
A=72,5;A=50,1 11 =30,3 (Rys. 4). Wzgledne skrocenie osi
preta € wyznaczono na podstawie pomierzonych warto$ci
przemieszczen u i fprzy zatozeniu, Ze wyboczony pret przyj-

—fsm A, —l —u (Rys. 2b).

W przypadku duzych smuktosci ksztalt sinusoidy zostat zwe-
ryfikowany eksperymentalnie. W przypadku smuktosci sred-
nich, po uplastycznieniu przekroju najbardziej wytezonego,
ksztalt osi preta nieznacznie odbiega od zatozonej sinusoidy.

muje ksztalt sinusoidy, w

Istotna cechg przedstawionego modelu jest sekwencyjne
wystgpowanie kolejnych etapow deformacji: skrocenie preta
0 osi prostoliniowej, etap przejsciowy (réwnoczesne od-
ksztalcenie postaciowe i wyboczenie preta Scisliwego) oraz

3. SUMMARY OF THE TEST RESULTS

The deformation stages of compressed prismatic columns
are discussed using the example of compressed metal flats
of cross-section b x A =5.88+0.01 mm x 19.88+0.01 mm,
made of A16063 aluminium with offset points of R =
= 150 MPa, R ,= 189 MPa, tensile strength of R =
= 217 MPa and Young’s modulus of £= 63.3 GPa. The
results presented in this article supplement and elaborate
the analysis presented in [2, 5-7, 12-16].

The following equilibrium paths P =P(u), f =f(u),
€ =¢(u)ande =¢(f") of slender columns of A =235.6,A =
141.4 and A = 101.3 (Fig. 3) and of intermediate columns
of:A=72.5,A=50.1 and A = 30.3 (Fig. 4) are shown in the
graphs below. The relative axial shortening of the column
was calculated using measured displacements u and £, and
assuming that the buckled member takes sinusoidal shape,

o =) sm ., —l —u (Fig. 2b). For bigger slender-

ness ratios, the assumed sinusoidal shape was verified ex-
perimentally. In the case of medium slenderness columns,
the shape of the column axis after yielding of the most
strained cross-section deviated slightly from the assumed
sine shape.

The essential point of the considered model is sequential
occurrence of successive deformation stages: axial short-
ening without any deviation from straightness, transitional
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wyboczenie preta o osi niescisliwej. Przedstawiony model
deformacji w zakresie dokrytycznym pozostaje w zgodzie
z wnioskami wynikajacymi z analizy $ciezek rownowagi na
Rys.1. Na wykresach (Rys. 3 - 8) zaznaczono charakterystycz-
ne punkty okreslajace granice etapow deformacji. Koniec eta-
pu preta prostego (pojawienie si¢ przemieszczenia poprzecz-
nego) okreslaja parametry P*, u',f i €", ktore sa wspot-
rzednymi punktow 1, 3, 5, 7, 9 1 11 na krzywych P = P(u),
€ =¢(u)oraze =¢(f)1iodpowiednio 1°, 3, ..., 11’ na krzy-
wych f = f'(u). Koniec etapu przejsciowego okreslajg para-
metry P_,u_, f_ i€ _, bedace wspohrzednymi punktow prze-
gigcia krzywych na wykresach P = P(u), f = f(u), € =¢(u)
ie =¢(f"), ktdre oznaczono jako 2, 4, 6, 8, 10 1 12 oraz odpo-
wiednio 2°,4’, ..., 12’ na krzywych f = f(u). Na wykresach
o(u), o(f), o(e) uwzgledniono dodatkowo oznaczenie:
17, ..., 12”. Stan krytyczny jest okreSlony parametrami P, ,
U, f,>€,,0, oraze iP,-j, gdzie i, j to indeksy okre$lajace
numery punktéw oznaczajacych koniec etapoéw I i Il danej
smuktosci.
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phase (shear strain and buckling of a compressible column
occurring simultaneously) and buckling of a column of an
incompressible axis. The presented subcritical deformation
model is consistent with the conclusions drawn from the
analysis of the equilibrium paths in Fig. 1. The points mark-
ing the limits of the deformation stages are plotted on the
graphs in Fig. 3 - 8. The end of the unbuckled compression
phase (beginning of lateral displacement) is defined by the
parameters P ,u", f ande” which are the co-ordinates of
points 1, 3,5, 7,9 and 11 plotted on the P = P(u), & =¢&(u)
and ¢ =&(u) curves and points 1°,3”, ..., 11’ plotted on the
f =f(u) curves. The end of the transitional stage is de-
fined by the parameters P_, u_, /' and ¢ _, which are the
co-ordinates of the curve inflection points denoted by 2, 4,
6, 8, 10 and 12 marked on the P=P(u), f = f(u) and
€ =¢(f') graphs, and 2°, 4°, ..., 12’ on f = f(u) curves.
Graphso(u),o( f'),o(e) include an additional denotations:
17, ..., 127. The critical state is defined by the parameters
P,u,f,.€.,0,, andsij andPl,j, where the subscripts i, j
indicate the points marking the ends of deformation stages I
and II of a given slenderness, respectively.
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Fig. 3. Equilibrium paths, slender columns: A = 101,3 (blue),

A =141.4 (green), L = 235.6 (red); a) P = P(u), f = f(u),

b)e =¢(u),c)e =¢(f)

Rys. 3. Sciezki rownowagi, prety smukte: A = 101,3 (niebieski),
A =141,4 (zielony), A = 235,6 (czerwony); a) P = P(u), f = f(u),
b)e =¢(u),c)e =¢(f)
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Na Rys. 5-8 przedstawiono wykresy zmian naprezenia nor-
malnego G jako funkcji sktadowych przemieszczenia u i f oraz
odksztatcenia . Uwzgledniono wykresy naprezenia przy $ci-
skaniuc , = P/A (A — pole powierzchni przekroju poprzeczne-
£0), naprezenia przy zginaniu 6 , = M/W (M — moment zgi-
najacy, W — wskaznik wytrzymatosci przekroju) oraz napre-
zen wypadkowych w skrajnych widknach preta mimosrodo-
wo Sciskanego, odpowiednio 6, +6 ic, —c,. Na wykre-
sach naniesiono punkty odpowiadajace punktom zaznaczo-
nym na $ciezkach rownowagi (Rys. 3 1 4) oraz wartosci
naprezenia wywolanego sita krytyczna: ¢, w osi preta oraz
odpowiednioc’ ic? w skrajnych wioknach.

Waznym parametrem w analizie statecznosci jest sztywnos¢
preta. Sztywnos¢ definiujemy w $cistym powiazaniu z od-
ksztalceniem wywotanym przez obciazenie zewngtrzne.
W zakresie dokrytycznym preta Sciskanego wystepuja trzy
rodzaje odksztatcen: skrocenie osi preta, odksztatcenie po-
staciowe i ugigcie preta o osi niescisliwej, a kazdemu z nich
odpowiada inny rodzaj sztywnosci. W analizie nalezy wigc
uwzgledni¢ sztywno$¢ wzdhuzng zwiazana ze skroceniem
osi preta, sztywno$¢ poprzeczng i sztywnos¢ w kierunku
dziatajacej sity. W zakresie etapu I i znacznej czgsci etapu 11
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Fig. 4. Equilibrium paths, medium slenderness columns:

A =30.3 (blue), » =50.1 (green), A = 72.5 (red); a) P = P(u), f = f(u),
b)e =¢e(u),c)e =¢(f)

Rys. 4. Sciezki réwnowagi, $rednie smuktosci: A = 30,3 (niebieski),
A =50,1 (zielony), L = 72,5 (czerwony); a) P = P(u), f = f(u),

b)e =e(u), c)e =¢(f)

Fig. 5-8 show the variation of normal stress ¢ as a function
of the displacements u and f'as well as of the strain €. The
respective graphs show the compression stress curves,
G, = P/A (A — cross-sectional area), normal stress curves
due to bending, ¢ = M/W (M —bending moment, /¥ — sec-
tion modulus) and the resultant stress in the outer fibres of
a column subjected to eccentric compression: 6, +6 , and
6, —o  respectively. The points corresponding to ones
marked on the paths shown in Figs 3 and 4 as well as the
stresses induced by the critical load, namely ¢, — at the
cross-section centroid along with ¢/ and 67 at the outer
fibres, are plotted on these graphs.

An important parameter in the stability analysis is stiffness
of the compressed member. Stiffness is defined in close
relation to deformation caused by the external load. There
are three types of deformation in the subcritical range:
shortening of the bar axis, shear and deflection of a bar of
an incompressible axis. Each of this deformation corre-
sponds to different type of stiffness, so the analysis should
take into account the longitudinal stiffness associated with
the shortening of the bar axis, transverse stiffness and
stiffness in the direction of the acting force. In the stage I
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glowna role odgrywa sztywno$¢ zwiazana z odksztatceniem
wzdtuz osi preta, ktora na wykresie ¢ =c(e) jest okreslona
tangensem kata nachylenia stycznej do krzywej. Na Rys. 9 ze-
stawiono $ciezki rownowagi ¢ = o (¢ ) pretow smuktych i pre-
tow $rednich smuktosci. Uwagi dotyczace sztywno$ci zapisa-
no w rozdz. 4.2, sa one réwniez tematem oddzielnego arty-
kutu.
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and a significant part of the stage II, of column deforma-
tion, essential is the stiffness associated with deformation

along the rod axis. In the graph 6 = (¢ )it is determined by
the slope of the tangent to the curve. Fig. 9 summarizes the
equilibrium paths 6 =c(¢) of slender bars and bars of me-
dium slenderness. More remarks on stiffness are described
in chapter 4.2, however column stiffness is the subject of
a separate article.
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Fig. 9. Equilibrium paths o = o(¢) for: a) slender columns, b) intermediate columns
Rys. 9. Sciezki rbwnowagi ¢ = o¢) dla: a) pretéw smuktych, b) pretéw srednich smuktoéci

Charakterystyke kolejnych etapdw deformacji, w tym parame-
try okreslajace granice etapow deformacji, sztywnosc i energie
sprezysta poszczegolnych etapdw, mozna wyznaczy¢ na pod-
stawie analizy $ciezek rownowagi. W Tabl. 1 zestawiono war-
toéci parametréw P, PP .1 o u"oraz u . wyznaczonych
na podstawie bezposredniego pomiaru oraz wyniki pomiarow
posrednich obliczonych na podstawie wzoréw zamieszczo-
nych pod tablica.

Table 1. Subcritical parameters
Tablica 1. Parametry zakresu dokrytycznego

The characteristics of the successive deformation stages,
including the parameters defining their limits, as well as
their stiffness and elastic energy values can be deter-
mined from the equilibrium paths. Table 1 gives the di-
rectly measured values of P*,P_, P, , I u andu_ and

the values determined using the equations given under
the table.

No.| %, | P P | P, | P P/V3|col3/kol 3] 1 | A | W | AL | ow & | e | e
Lp. | [-] [N] [N] [N] [N] [N] |col 7/ kol 7| [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [%] |[%]| [%]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
1. | 2356 | 746 | 1260 | 1348 | 1320 | 762.1 0.979 400 | 0.040 | 0.042 | 0.068 | 0.072 | 0.011 |0.018 0.0178
2. | 1414 | 2140 | 3385 | 3620 | 3660 | 2113 1.013 240 | 0.069 | 0.061 | 0.110 | 0.118 | 0.025 |0.049| 0.0494
3. | 101.3 | 4203 | 6960 | 7146 | 7150 | 4128 1.018 172 1 0.098 | 0.105 | 0.162 | 0.184 | 0.061 |0.106| 0.0974
4. | 725 | 8107 | 12770 | 12918 | 13992 | 8079 1.003 123 10.135[0.158 | 0.212 | 0.248 | 0.128 |0.201| 0.1880
5.1 50.1 | 16630 | 19343 | 19570 | 29269 | 16899 0.984 85 |0.191 | 0.160 | 0.222 | 0.300 | 0.188 |0.353| 0.3950
6. | 303 | 23125 25130 51.5 | 0.161 | 0.306 0.594 (0.594| 1.073
In the table / W tablicy:

€]

hy=1,/i.i=\J/A, P,=mE]|lE,, =Ac [Ae, A, =P /A, Al =P'/EA,AL =P [EA, & =u[l . & =u]l

__2/a2
Ef,sk—n/k
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4. DEFORMACJE | ENERGIA
ODKSZTALCENIA SPREZYSTEGO

W ZAKRESIE DOKRYTYCZNYM PRETA
SCISKANEGO

4.1. UWAGI OGOLNE

W przyjetym modelu zachowanie stateczne jest okreslone
zdolnoscia preta do odksztatcenia sprezystego. Utrata statecz-
nosci nastapi, gdy pret utraci zdolno$¢ do odksztalcenia spre-
zystego, tzn. gdy catkowita energia sprezysta osiagnie wartos¢
maksymalna. W opisie zjawisk towarzyszacych utracie sta-
tecznosci istotne jest wigc okreslenie warto$ci energii sprezy-
stej na dowolnym etapie obciazania, oraz maksymalnej energii
sprezystej jaka moze by¢ zgromadzona w precie.

W przypadku pretow smuktych utrata statecznosci nastepuje
w zakresie odksztatcenia sprezystego. W trzech etapach defor-
macji zakresu dokrytycznego wystepuja trzy rodzaje od-
ksztatcen: skrocenie osi preta, odksztalcenie postaciowe oraz
ugiecie preta niescisliwego. Nalezy wige okresli¢ maksymalna
energi¢ kazdej skladowej odksztalcenia: energii Sciskaniall _,
energii odksztalcenia postaciowego @ , i energii zginaniaU
oraz warto$¢ catkowita energii sprezyste;.

W przypadku $rednich smuktosci juz w zakresie dokrytycz-
nym pojawi si¢ odksztalcenie plastyczne, czgS¢ energii jest
rozpraszana. Stan graniczny jest konsekwencja uplastycznie-
nia najbardziej wytezonego przekroju.

4.2. PIERWSZY ETAP DEFORMACJI -
POSTAC PROSTOLINIOWA PRETA

Na poczatku obcigzania, niezaleznie od smuktosci, wystepuje
sprezyste skrocenie preta o osi prostoliniowej (Rys. 1 oraz
Rys. 10a). Na tym etapie nie wystgpuje zginanie, praca wyko-
nana przez silg $ciskajaca jest gromadzona w precie w postaci
energii sprezystej Sciskania i energii odksztatcenia postacio-
wego (Rys. 11a i b). Do oceny stanu wytgzenia materiatu
pierwszego etapu deformacji przyjeto kryterium Hubera-Mie-
sesa-Henky’ego (HMH), energii odksztalcenia postaciowego.
Zauwazmy, ze maksymalna warto$¢ energii sprezystej od-
ksztalcenia postaciowego wystapi przy obciazeniu mniejszym
od krytycznego. Jest to stan, w ktorym catkowita energia sprg-
Zysta nie osiagneta jeszcze wartosci maksymalne;j. Pret zacho-
wuje wiec zdolno$¢ do odksztalcenia sprezystego, zachowana
jest stateczna posta¢ preta. Pomimo spetnienia warunku
HMH, dalsze obciazanie nie spowoduje zniszczenia preta, po-
niewaz mozliwa jest aktywacja kinematycznie dopuszczalne-
go mechanizmu deformacji, ktory zapewni dalsze odksztatce-
nie w zakresie sprezystym. Jest nim odksztatcenie postaciowe

4. SUBCRITICAL DEFORMATIONS
AND ELASTIC STRAIN ENERGY
OF A COMPRESSED COLUMN

4.1. GENERAL REMARKS

In the model considered herein, the stable behavior is de-
termined by the ability of the bar to elastic deformation.
The stability loss appears when the bar loses its ability to
elastic deformation, i.e. when the total elastic strain en-
ergy reaches its maximum value. In the description of the
stability phenomena, it is important to determine the value
of elastic energy at any stage of loading, as well as the
maximum elastic strain energy that can be stored in the
bar.

In the case of slender bars, the loss of stability occurs in
the range of elastic deformation. In three stages of
subcritical deformations one can distinguish three types
of deformations: shortening of the straight bar axis, shear
and buckling of an incompressible bar. Therefore, it is
necessary to determine the maximum energy of each de-
formation component: compression energy U _, shear en-
ergy @ , and bending energy U , as well as the total value
of elastic energy.

In the case of medium slenderness, plastic deformation oc-
curs in the subcritical range and part of the energy is dissi-
pated. The limit state appears as a consequence of yielding
of the column most strained cross-section.

4.2. FIRST STAGE OF DEFORMATION -
AXIAL SHORTENING WITHOUT ANY
DEVIATION FROM STRAIGHTNESS

Regardless of the column slenderness, at the beginning of
loading, an elastic shortening of the straight axis appears
(Fig. 1 and Fig. 10a). At this stage no bending occurs, the
work performed by the compressive force is stored in the
form of compression elastic energy as well as shear en-
ergy (Fig.11a and b). The Huber-Mieses-Henky (HMH)
hypothesis, of the energy of shear strain, has been used to
assess the material effort at this stage of deformation. No-
tice, that the maximum value of the elastic shear energy
deformation, occurs at a load smaller than the critical one,
so the total elastic energy has not yet reached its maxi-
mum value. Thus, the bar retains the ability to elastic de-
formation, the stable shape of the bar is maintained.
Despite the HMH condition being met, further loading
will not cause the bar to fail, as it is possible to activate
a kinematically acceptable deformation mechanism that
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1 wynikajace z tego odksztatcenia przemieszczenie poprzecz-
ne przekrojow preta (Rys.10 b). Ponizej wyjasniono mecha-
nizm powstania odksztalcenia postaciowego i okreslono war-

will ensure further deformation in the elastic range. It is
shear deformation and the resulting transverse displace-
ment of the bar sections. Explanation of how the mecha-

to$¢ obciazenia, przy ktorym ono si¢ pojawi. nism of shear deformation appears and how to determine

the load at which it appears is closed in this chapter.

Al

Al Ir‘\

-
o

B

a) b) c) d)

Fig. 10. Deformations of a compressed column: a) stage | — axial shortening without deflection Al = 0; b) bifurcation of the equilibrium
state at P =P", e — eccentricity of the force application point due to shear, y — angle of shear strain; c) deformation of transitional stage:
angle of shear y # 0, axial shortening Al =0, cross-section rotation due to column deflection f§ = 0; d) deformation of stage IlI: § — angle

of rotation of a column of an incompressible axis; P and M = Pe — components of the load reduced to the centroid of the column

cross-section

Rys. 10. Deformacje preta $ciskanego: a) etap | — skrocenie prostoliniowej osi preta Al # 0; b) bifurkacja stanu réwnowagi P =P,

e —mimosrod punktu przytozenia sity wywotany odksztatceniem postaciowym, y — kat odksztatcenia postaciowego; c) odksztatcenie
etapu przejsciowego: kat odksztatcenia postaciowego y # 0, skrocenie Al = 0, obrét przekroju wywotany zakrzywieniem osi preta 3 = 0;
d) odksztatcenie etapu llI: f — kat obrotu przekroju preta o osi niescisliwej; Pi M = Pe — skladowe obcigzenia zredukowanego

do srodka ciezkosci przekroju
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Fig. 11. Energy equivalent stress states: a) state 1D, 5,, =P/A, b) state 1D, 6, =1, 6, =0, ,, in cross-section a. = /4, a. =% m,
c) pure shear, 1, _in cross-section a = /4, a =3/4r, d) state 2D, ¢,, = —o,, in cross-section oo =0 and o = n/2
Rys. 11. Stany naprezenia rownowazne energetycznie: a) stan 1D, ¢,, =P/A, b) stan 1D, 6, =1, 6, =0, ,,, W przekroju

o =7/4, a =%, c) czyste Scinanie, t

max

W pracy rozwazamy stany rOwnowazne energetycznie, okre-
$lone sktadowymi stanu naprezenia, przy ktorych energia od-
ksztalcenia postaciowego @ , przyjmuje tg sama wartosc.
Warto$¢ energii @ , okreslono w przypadku stanow napre-
zenia zilustrowanych na Rys. 11. Na rysunku uwzgledniono

w przekroju a. = n/4, a. = 3/4r, d) stan 2D, 6,, = —c,, W przekroju o =0i a = 7/2

In the following, we consider stress states, for which the
shear energy @ , takes the same value. The value of shear
energy @ , was determined for the energy equivalent stress
states defined by components, as illustrated in Fig. 11. The
following possibilities are considered: state 1D in a plane
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stan 1D w plaszczyznie prostopadlej do osi preta:
O]

, =—=0,,, gdzie G to modut sprezystosci postaciowe,
(Rys. 11a); stan 1D w plaszczyznie nachylonej pod katem o

do plaszczyzny przekroju prostopadiej do osi @

(Rys.11b); czyste Scinanie (Wyczerpanie
3t ,

@\/Gi +3‘Ci ,
nos$no$ci na scinanie przekroju preta): @

(Rys. 11c); stan dwuwymiarowy okreslony sktadowymi
gﬁcll,(Rys.lld).

glownymi naprezenia: @

W przekrojach nachylonych pod katem o stan naprezenia jest
okreslony sktadowymic  =c cos’a it . =050, sin2a,
gdzie 6 | = P/A jest naprezeniem normalnym w plaszczyznie
prostopadiej do osi preta. W tym przypadku warunek HMH
ma postac

2 2
G =4c° 43t .
red o o

W plaszczyzniea =nt/4,6 =1

a=n/4

HMH mozna zapisa¢ w postaci:

=1
=Y, 6, ,awarunek

a=n/4

| 2 2
o ed = %Gll +%Gll ]

W przypadku hipotezy HMH naprezenie zredukowane jest
wigc rowne naprezeniu normalnemu w plaszczyznie prosto-
padtej do osi preta. W przypadku obciazenia P = P* otrzymu-
jemy

Zauwazmy rowniez, ze skoroc __ =T, , warto$¢ sklado-
wych wyznaczona na podstaw1e h1p0tezy HMH jest taka

sama, jak to wynika z rachunku tensorowego

2
Gred :\/Ga=n/4
=0,5c

orazc _ oq - Tatwo sprawdzi¢, ze w przypadku hi-
potezy Tresk1 naprezenie zredukowane jest rowne

+3ri=n/4 =2t

a=n/4’

perpendicular to the column axis: @ where G
P

11 ’
is the modulus of shear elasticity (Fig. 11a); state 1D in
aplane inclined at an angle of o to the column cross-section
=;1/ci +3t2 (Fig. 11b);

pure shear (shear failure of the cross-section) @

perpendicular to axis: ©

t_, (Fig. 11c); state 2D defined by the principal
é\f (Fig. 11d).

In the cross-sections inclined at an angle of o, the stress

state is defined by components ¢ =o , cos’ o and

1, =0.5 0, sin2a, where G, = P/A is the normal stress in

the plane perpendicular to the column axis. The HMH cri-
terion is expressed as

stress components: () 5
P 11

(D
Considering that in a plane a=n/4, c _ , =1t _ . =
=), o, the HMH criterion can be expressed as

)

In the HMH criterion, the reduced stress is therefore equal
to the normal stress in a plane perpendicular to the column
axis. In the case of load P = P" we get

=c . 3)

It is also worth noting that sincec __, =t ___, the values
of stress components obtained with the HMH crlterlon are
the same as the values obtained with the tensor algebra

T =050

a=n/4 red * (4)
ando__ . =0.50c . It can be easily checked that in the

case of the Tresca ﬁypothesis the reduced stress equals

2 2
c =\/G +41
ed o o

a skladowe naprgzenia sa réwne odpowiednio, Tt _ [y =

=0,450 16, s =0450

Stan czystego Scinania mozna okresli¢ sktadowa w plaszczy-
znie oo =7t/4 (Rys. 11c), wtedy

=3t

red cs max ?

=\Vio} +¥0,

NG

—2 o )
and the stress components are: v _, =0450, and
S =0450

The pure shear state can be defined by the stress compo-
nent in the plane o =nt/4 (Fig. 11c¢), then
=5, /3. (6)

max
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lub na podstawie rownowaznego schematu 2D, przedstawio-
negonaRys. 11d(c,, = ,,

or using an equivalent 2D model shown in Fig. 11d
(Gll =_622

_ 2 2
Gredics _\/Gll +622 +022622

W przyjetym modelu zaktada sig, Ze energia odksztatcenia po-
stacmwego 051aga wartos¢ maksymalna @, przy obciaze-
niu P =P i zachowaniu posta01 prostohmowe] preta. Stan
jest okreslony naprgzeniem normalnym ¢ =P / A. Po
osiagnigciu maksymalnej wartosci energii odksztalcenia po-
staciowego ®@ dalsze obciazanie przy zachowaniu postaci
prostoliniowej preta spowodowatoby uplastycznienie preta.
Uplastycznienie jednak nie nastgpuje, bowiem istniejace wig-
zy dopuszczaja mechanizm sprezystego odksztalcenia posta-
ciowego, ktorego energia jest mniejsza od energii odksztalce-
nia plastycznego przy zachowaniu postaci prostoliniowej. Pret
wybiera $ciezke o mniejszym wydatku energetycznym. Za-
uwazmy, ze w przypadku stanu okreslonego energia @
w plaszczyznie maksymalnego naprezenia stycznego, warto-
$ci sldadowych naprqzema sq mmejsze od wartosci maksy-
malnych:t  =Yoc <1, ,0 =40c < c, . Dalsze obcia-
Zanie preta, sﬂq P>P’ powoduje 7Ze W p%aszczyzme maksy-
malnego naprgzenia stycznego nastquJe wzrost obydwu
skfadowych naprezenia od wartosci © = cs =yo,
maksymalnej wartosci, jaka moze przenlesc pI‘ZCkl‘O_], ktorq
okreslono przy zatozeniu czystego $cinania na podstawie wzo-
1 (6), przy czyme =T, -

Zauwazmy, ze w modelu Eulera naprezenie krytyczne s, zo-
stato wyznaczone przy zalozeniu strzatki ugiecia preta f — 0.
Przy zalozeniu prostoliniowej osi preta, maksymalna wartosé
naprezenia stycznego wystapi w przekroju o =m/4 przy
obciazeniu krytycznym, jest ona réwna T f; s = %o,
Uwzgledniajac wzory (3), (4) 1 (7), mozna zapisaé:

k
= =).1
o red 2t a=n/4 2 A G k

Wobec 6 = P/ 4, mozna okresli¢ wartosé sity P :

5

P

Wyniki przeprowadzonego eksperymentu [2, 5-7, 12-16] po-
twierdzity prawidtowo$¢ wzoru (9), a ich zestawienie widocz-
ne jest w kolumnie 8 Tabl. 1.

Wzér (8) okresla zwiazek pomigdzy naprezeniem normalnym
preta pod obciazeniem P* a naprgzeniem krytycznym.

:Ga:rr/4

Uwzgledniajac, ze rz

:rr/ 4
zapisa¢ w postaci

=;0*, wzér (8) mozna

=J3s", o _%%

)

=30, (7

The model assumes that the shear strain energy reaches
the maximum value of ® ,ataload of P = P" and with-
out any deviation from stralghtness This state is defined
by the normal stressG~ = P / A. After the maximum shear
strain energy @ | has been reached, further loading with-
out deviation from straightness would cause yielding
of the bar. This, however, does not take place due to the
existing constraints allow elastic shear deformation, with
a smaller energy requirement than plastic deformation of
a straight bar. Thus the column “chooses” the elastic shear
as a lower energy option. Note that, at P = P", in the plane
of the maximum shear stress, the values of the stress com-
ponents are below the maximum levels: 17 =lYo <1 max?
G, =% G < o, - Loading the column witha load of P> P

increases both the stress components in this plane, i.e.
fromt, =c, =)o, to the maximum level that can be
carried by the cross-section, determined for the condition
of pure shear and is given by equation (6), noting that

cSot:rt/4 =1

a=n/4"

Notice, that the Euler critical stress o, was determined as-
suming max deflection of the column of /" — 0. Assuming
that bar axis is rectilinear, the maximum value of the shear
stress will occur in the cross-section o =7/4 at the critical
load. Itis equal tot ’;:n ) = o, . Taking equations (3), (4)
and (7) we obtain:

8
5 (8)

With ¢ = P/ 4, the value of P* can be calculated as follows:

©)

The results of the experiment [2, 5-7, 12-16], given in col-
umn § of Table 1, confirm the validity of the equation (9).

Equation (8) describes the relationship between the nor-
mal stress induced by the load P” and the critical stress.

Since Ttx:n/4 1;:7[/4 =-c", the equation (8) can be re-

written to the form:

=0

(10)
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w ktorej okreslono zwiazek pomigdzy sktadowa naprezenia
(styczna lub normalna) w plaszczyznie oo =nt/4, przy obciaze-
niu P*, a obciazeniem krytycznym. Przy obciazeniu krytycz-
nym naprezenie O op =0t =T =),c , jest najwigksza
(dopuszczalna) wartoscia sktadowej naprezenia w przekroju

a =7/4, jaka moze wystapi¢ w przypadku preta Sciskanego.

Wzgledem osi preta odksztatcenie postaciowe jest odksztatce-
niem niesymetrycznym. Mozliwe sa dwa symetrycznie usytu-
owane potozenia rownowagi, okreslone katamiy i—y, co wy-
jasniono na Rys. 10b. Wybor jednej z dwoch Sciezek
réwnowagi definiuje ten stan jako punkt bifurkacji. Graniczna
warto$é obciazenia pierwszego etapu deformacji P’ jest wiec
obciazeniem, przy ktorym wystepuje bifurkacja stanu réwno-
wagi.

Ewolucja deformacji etapu | na wykresach
sciezek rownowagi

Ewolucja deformacji preta Sciskanego najczgsciej analizowa-
na jest na podstawie wykresu P =P(f ), co moze to by¢
powodem blednej interpretacji przebiegu zjawisk etapu I de-
formacji. Obserwacja zmian wszystkich parametréw uktadu,
W tym przemieszczenia u, odksztalcenia € 1 naprezenia G jest
mozliwa na podstawie analizy $ciezek rownowagi P = P(u),
¢ =¢(u)ic =o(¢e). Koniec etapu I jest okreslony parametrami
P, u" i€", ktore sa wspolrzednymi punktu pojawienia sie
pierwszego przemieszczenia poprzecznego preta, na Rys. 3-8
zaznaczonymi jako 1, 3, 5,7, 9, 11 i odpowiednio 1°, 2°, ...,
11°. W omawianym przypadku duzych smuktosci odksztatce-
nia etapow I i II sa niewielkie: ¢~ < 0,061, & . <0,106, nato-
miast skrocenie preta u” =P’ 1/ EA < 0,19 mm. Szczegdtowe
dane zebrano w Tabl. 1.

4.3. DRUGI ETAP DEFORMACJI -
PRZEJSCIOWY

Konsekwencja pojawienia si¢ odksztalcenia postaciowego jest
przesunigcie punktu przylozenia sily wzgledem potozenia
poczatkowego $rodka cigzkosci (mimosrod e), powstanie mo-
mentu zginajacego M = Pe i inicjacja zginania (Rys. 10c).
Pojawienie si¢ mimosrodu obcigzenia powoduje zmiang stanu
naprezenia z jednoosiowego $ciskania na $ciskanie mimosro-
dowe preta $cisliwego. Pret przechodzi do drugiego, przejscio-
wego, etapu deformacji, ktory wystepuje przy obciazeniu
w zakresie P* > P > P_,naRys. 3-8 jest oznaczony odcinka-
mi 1-2, 3-4, ..., 11-12. Odksztalcenie drugiego etapu
obciazania jest suma skrocenia osi, odksztalcenia postaciowe-
go i ugiecia osi preta. Praca wykonana przez site P> P" na
tym etapie obciazania jest rownowazna energii zgromadzonej
w precie, bedaca suma energii Sciskania, energii odksztatcenia
postaciowego 1 energii zginania.

which describes the relationship between a stress compo-
nent (tangent or normal) in plane o =7/4, at load P, and
the critical load. At the critical load, the value of 6, =

. . op
G =To =40, 1s the maximum (allowable) value of
the stress component in the cross-section o =m/4 of
a compressed column.

Shear strain is asymmetric. Two symmetrically located
equilibrium positions are possible, defined by the angles y
and —y, as it is explained in Fig. 10b. The choice of one of
the two possible equilibrium paths defines this state as a
bifurcation point. Therefore, the max load of the first stage
of deformation P"is the load at which the bifurcation of
equilibrium occurs.

Evolution of deformations at the first stage
on diagrams of equilibrium paths

The evolution of deformation of a compressed bar is most
often analyzed based on the P = P( /') diagram, that may
be the reason of a incorrect interpretation of the phenom-
ena occurring at the stage I of subcritical deformations.
Variation of all system parameters, including displace-
ment u, strain ¢ and stress ¢ is possible through the anal-
ysis of the equilibrium paths P =P(u), € =¢(u) and
6 =o(¢). The end of stage I is defined by the parameters
P’,u" and &, which are the coordinates of the point at
which the first lateral displacement of the column occurs.
In Figs. 3-8 they aremarked as 1, 3,5,7,9,11and 1°,2’, ...,
11° respectively. In the analysed case of high slenderness
the deformations of stages I and II strains are small,
namely ¢ <0,061, & . <0,106 while the shortening of the
columnu” =P"l/EA<0.19 mm. Detailed data are summa-
rized in the Table 1.

4.3. SECOND, TRANSITIONAL PHASE
OF DEFORMATION

The effect of the appearance of shear is a shift of the load
application point from the initial position of the cross-
sectional centroid (eccentricity e), resulting in initiation
of a bending moment of M = Pe and bending of the col-
umn as concequence (Fig. 10c). Eccentricity of loading
changes the stress state from uniaxial compression to ec-
centric compression of a compressible column. The sec-
ond, transitional stage of deformation occurs at a load in
the range P* > P> P_,in Fig. 3-8 represented by sections
1-2,3-4, ..., 11-12. The total strain of stage II is the sum
of axial shortening, shear and deflection of the column
axis. The work done by the force P> P" at this stage of
loading is balanced by the sum of the compressive, shear
and bending strain energies.
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Ewolucja deformacji i sztywnos¢ preta
etapu przejsciowego

W I etapie deformacji oraz w zdecydowanie wigkszej czgsci
etapu II (ok. 80% ), zmiany odksztatcenia¢ i sity P, sa liniowa
funkcja przemieszczenia u (Rys.3a, b), zwigkszanie obciaze-
nia powoduje przyrost odksztalcenia €, proporcjonalny do
dziatajacej sity. Przy przejsciu z etapu I do etapu 11, nie obser-
wuje si¢ zmiany kata nachylenia stycznej na wykresach
P =P(u)ie =¢(u), (Rys. 3 14). Dopiero przy obciazeniu bli-
skiemu sile P_, szybkos¢ zmian odksztalcenia € maleje. Po
przejéciu do etapu 11 nie obserwuje si¢ zmian dtugosci osi pre-
ta, € = const. Ugigta 0§ preta, nie ulega odksztatceniu
wzdtluznemu, pret wykazuje cechy preta o osi niescisliwe;.

Z drugiej strony, w calym zakresie etapu Il deformacji,
warto$¢ przyrostow skrocenia € zalezy od strzalki ugigcia f
(Rys. 3c). Poczatkowo udziat zginania w catkowitym od-
ksztatceniu preta jest bardzo maly, obserwuje si¢ nieznaczny
przyrost strzatki ugiecia. Obciazanie preta powoduje zwigk-
szanie mimosrodu e i momentu zginajacego M = Pe. Zwigk-
sza si¢ wplyw zginania, ktére ostatecznie staje si¢ domi-
nujace. Po przejsciu do III etapu pret ulega wyboczeniu
zachowujac niescisliwos¢ osi.

Ze wzgledu na zakrzywienie osi preta w posrednim etapie
deformacji nalezy wigc uwzgledni¢ dwa rodzaje sztywnosci
preta: sztywnos¢ wzdluzna, zwiazana z odksztalceniem €
1 sztywno$¢ kierunkowa, w kierunku dziatajacej sity. Wartos¢
sztywnosci wzdhuznej jest stata w I etapie deformacji oraz
w zdecydowanie wigkszej czgsci etapu II, dopiero przy
obcigzeniu P — P_ szybko maleje. W II etapie sztywno$¢
kierunkowa mozna okresli¢ niezaleznie od sztywnoSci
wzdtuznej. W 111 etapie deformacji, gdy pret wykazuje cechy
preta o osi niescisliwej, sztywno$¢ wyboczonego preta jest
sztywnoscia kierunkowa. Przejscie od 11 do III etapu deforma-
¢cji nastepuje, gdy warto$¢ sztywnosci wzdhuznej jest rowna
sztywnosci kierunkowej preta ugigtego.

Miara sztywnosci wzdtuznej preta jest kat nachylenia stycznej
do krzywej 6 =o(g). Odpowiednie wykresy zestawiono na
Rys. 9. Wartos¢ sztywnosci zwiazana ze smuktoscia preta jest
okre$lona wartoscia kata nachylenia krzywych ¢ =o(¢g).
W przypadku pretow smuktych roznice sztywnosci sa nie-
wielkie. Wigksze roznice pojawiaja si¢ w przypadku $rednich
smuklosci. W tym przypadku spadek sztywnosci jest spowo-
dowany zmniejszeniem sprezystego rdzenia w wyniku obec-
nosci odksztatcen trwatych.

Evolution of deformation and stiffness at
the transitional stage

In the first stage of deformation and in a considerable part of
stage II (approx. 80%), changes in deformation € and load P
are a linear function of the displacement u (Fig. 3a, b), in-
creasing the load causes an rise of deformation g, propor-
tional to the value of the acting force. At the transition from
stage I to stage II, no variation of the slope is observed in
the graphs P = P(u)and e =¢(u), (Fig. 3 and 4). Only when
the load is close to the limit P_, the rate of deformation
changes € decreases. After moving to stage II1, no variation
in the length of the rod axis are observed, ¢ = const. The
bent axis of the bar does not undergo longitudinal deforma-
tion, the bar behave as a bar of incompressible axis.

On the other hand, in the entire range of stage II deforma-
tion, the values of the shortening increments &€ depend on
the value of the max deflection f (Fig. 3c). At the begin-
ning of the stage II, the contribution of bending in the total
bar deformation is very small, a slight increase of the de-
flection is observed. Increase of loading causes a rise of
both eccentricity e and bending moment M = Pe. The
bending effect is strengthening and finally, bending domi-
nates. After moving to the stage I11, the bar buckles while
maintaining the incompressibility of the axis.

Due to existing curvature of the rod axis, in the transitional
stage of deformation, two types of bar stiffness should be
considered: longitudinal stiffness that relates to strain ¢
and directional stiffness, in the direction of the acting
force. The value of the longitudinal stiffness is constant in
the first stage of deformation and in a considerable part of
stage II, it decreases quickly only under the load P — P_.
In the stage II, the directional stiffness can be determined
independently of the longitudinal stiffness. In the stage I11
of deformation, when the bar reveals the features of
incompressibility of the axis, the stiffness of the buckled
bar is the directional stiffness. The transition from the stage
1T to III takes place when the value of longitudinal stiffness
is equal to the directional stiffness of the buckled bar.

The measure of the longitudinal stiffness of a bar is the
slope angle of the tangent to the curve ¢ =c(¢). The rele-
vant diagrams are presented in Fig. 9. The value of stiff-
ness depends on the slenderness of the bar, it is determined
by the value of the angle of the curves. In the case of slen-
der bars, the differences in stiffness are slight. Larger dif-
ferences appear in the case of medium slenderness. In this
case, the decrease of stiffness is due to the reduction of the
elastic core due to the presence of plastic deformations.
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4.4. TRZECI ETAP DEFORMACJI - UGIECIE
PRETA O OSI NIESCISLIWEJ

Dominujacym obciazeniem III etapu deformacji jest zgi-
nanie. Pret wykazuje cechy preta o osi niescisliwej, (Rys. 10d).
O przejsciu do trzeciego etapu deformacji decyduje warunek
sztywnosci. Zmiana modulu deformacji nastapi, gdy sztyw-
nos$¢ wzdtuzna preta jest rtowna sztywnosci kierunkowej preta
ugigtego. Na wykresach $ciezek rownowagi punkty przejscia
z Il do III etapu sa punktami przegigcia kizywych [ = f(u)
(punkty 2°, 4°,6°, 8°, 10’ 1 12’ oraz odpowiednio 2, 4,..., 12
127,47, ..., 12” na pozostatych wykresach). Poczatek defor-
macji etapu III jest okreslony punktem, w ktorym pret wyka-
zuje juz cechg niescisliwoscei osi, € = const. Poprzedza go silne
zakrzywienie wykresow, € =¢(u), P =P(u). W przypadku
pretow smuktych, po przejsciu do etapu trzeciego deforma-
cje pozostaja w zakresie sprezystym (Rys. 5-7): 6, <R, lub
c, <R - Obserwuje sig sprezyste ugigcie preta o osi nie-
scisliwej. Pomimo wzrostu strzatki ugigcia f i zblizenia
koncow preta u utrzymuje sie stala wartos¢ odksztatcenia
€ = const. Niescisliwos¢ osi preta wynika z obserwacji Sciezek
réwnowagi: styczne do krzywych € =g(u) ie =g(f') sa po-
ziome (Rys. 3); krzywe wykresow naprezenia w skrajnych
wioknach preta, 6, —o, i, +0 , oscyluja wokot linii pio-
nowej (Rys. 5b i 6b); obliczona warto$¢ skrocenia krytyczne-
go e, odpowiada wartosci skrocenia & . pomierzonej w eks-
perymencie (kolumny15 i 16 w Tabl. 1).

Po przejsciu do III etapu deformacji przekroje preta pozostaja
mimosrodowo Sciskane. Zauwazmy, ze sita pozostaje wew-
natrz rdzenia przekroju najbardziej oddalonego od osi preta.
Nawet w przypadku najwigkszej smuktosci A =235,6 strzatka
/.= 0,65 mm jest mnigjsza od wspohrzednej rdzenia wzgle-
dem $rodka przekroju preta e = b/6 = 5,88 mm/6 = 0,98 mm.
Koniec deformacji etapu III jest okreslony stanem krytycz-
nym. Wystapi, gdy energia sprezysta odksztatcenia osiagnie
warto$¢ maksymalng U ,, . Wtedy pret utraci zdolno$¢ od-
ksztalcenia sprezystego, w calej objetosci preta pojawiaja si¢
deformacje trwate.

W przypadku srednich smuktosci deformacje trwate pojawiaja
si¢ juz w zakresie dokrytycznym, co wyjasniono w pracy [2].
Stan graniczny jest stanem przejscia z drugiego do trzeciego
etapu deformacji. Maksymalna warto$¢ sity, jaka moze prze-
nies¢ pret P =P =P jest okreslona nosnoscia przegubu
plastycznego, ktory w tym przypadku utworzy si¢ w najbar-
dziej wytezonym przekroju, po czym nastepuje ostabienie pre-
ta (odpowiednio krzywe ¢ 1 d na Rys. 1).

4.4. THIRD PHASE OF DEFORMATION -
DEFLECTION OF A COLUMN OF
AN INCOMPRESSIBLE AXIS

The dominant loading of the third stage of deformation is
bending of the bar that exhibits the feature of the axis
incompressibility, (Fig. 10d). The stiffness condition de-
termines the transition to the stage I11 of deformation. The
deformation stage will change when the bar longitudinal
stiffness equals the directional stiffness of the column of
the bent axis. In the graphs of the equilibrium paths,
the transition points from the stage II to III are the points

of inflection of the curves /" = f(u) (points 2°,4’,6°, 8’,
10’ and 12” and respectively 2, 4, ..., 12 and 27,47, ..., 127
in the remaining diagrams). The beginning of the stage III
is determined by the point at which the bar already exhib-
its the feature of axis incompressibility, € = const. It is pre-
ceded by a strong curvature of the graphs, &€ =g(u),
P =P(u). In the case of slender bars, after switching to
the stage III, the deformations remain in the elastic range
(Fig. 5-7):0, <R, or o, <R, one observe elastic de-
flection of the incompressible axis bar. Although the max
deflection f'and the displacement u increases, the constant
value of the deformation & = const is maintained. The fea-
ture of incompressibility of the rod axis follow the obser-
vation of the equilibrium paths. Notice that: the tangents to
the curvese =g(u)ande =¢( /) are horizontal (Fig. 3); the
shape of the stress curves in the most outer fibers of the
bar, 6, -o, and o, +0,, oscillate around the vertical
line (Fig. 5b and 6b); the calculated value of the critical
shortening €, corresponds to the shortening € = measured
experimentally (columns 15 and 16 of Table 1).

After the transition to the stage III of deformation, the bar
sections remain eccentrically compressed. Note that, the
force remains inside the core of the max deflected
cross-section. Even in the case of the biggest slenderness
A =235.6, the max deflection /.= 0.65 mm is smaller than
the core coordinate (distance from the bar cross-section
center) e=b/6=5.88 mm/ 6 =0.98 mm. The end of stage
III is determined by a critical state. It will occur when the
elastic energy of deformation reaches its maximum value
U ,, . Then the bar loses its capacity to elastic deformation,
plastic deformations appear inside the entire volume of the
bar.

In the case of medium slenderness, plastic deformations
appear in the subcritical range, as explained in [2]. The
limit state is the state of transition from the stage II to III of
deformation. The maximum value of the force that the bar
can transfer, P, =P =P ,is determined by the bearing
capacity of the plastic hinge, which in this case will be
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4.5. STAN KRYTYCZNY - PRETY SMUKLE
Stan krytyczny wystapi, gdy energia sprezysta odksztatcenia

2

R.Vpr .
e U, jest

osiggnie wartos¢ maksymalna U, :;nAi

maksymalna warto$cia energii sprezystej odksztalcenia nor-
malnego, jaka moze by¢ zgromadzona w precie Sciskanym.
Jestto stan w ktorym naprezenie normalne jest rtowne granicy
R . =R,, lub, w przypadku materialu wykazujacego cha-
rakterystyke liniowo-sprezysta, R, =R, . Pomimo Ze war-
to$¢ maksymalna naprezenia normalnego w skrajnym $ciska-
nym wioknie pozostaje mniejsza od wartosci granicznej,
6, +0,<R,, (Rys. 5-7), cata objetosc preta ulega uplasty-
cznieniu. Zjawisko zostato opisane w [2, 5, 6, 12, 14]. Jest to
stan, w ktorym pret traci zdolno$¢ do odksztatcenia sprezyste-

£0.

W Tabl. 2 zestawiono wyniki obliczen energii sprezystej na
podstawie danych z eksperymentu opisanego w rozdziale 3.
Maksymalna warto$¢ energii odksztatcenia sprezystego U ,
jaka moze by¢ zgromadzona w precie, rowna si¢ sumie energii
Sciskania U~ oraz dwukrotnodci energii zginania U, jest
rownowazna sumie wykonanych prac 2 L, i L, U
2U, +U,, =2L, +L_.Podobny wynik uzyskano W pracach
(5, 6].

Table 2. Verification of the critical energy criterion
Tablica 2. Weryfikacja energetycznego kryterium
stanu krytycznego

formed in the most strained cross-section, followed by the
weakening of the bar (respectively ¢ and d curves in Fig. 1).

4.5. CRITICAL STATE — SLENDER
COLUMNS

The critical state occurs when the elastic strain energy
2

R\ r .
U s
E

H

reach the maximum value of U, ;nA

the maximum value of the elastic energy of normal strain
that can be stored in the compressed column under analy-
sis. In this state the normal stress equals the limit of
R, =R, or in the case of materials exhibiting lin-
ear- elastlc behaviour: R, =R, . Although the maximum
normal stress in the compressed outer fibre remain below
the limit level, 6, +o, <R, (Fig. 5-7), the column un-
dergoes yielding throughout its entire volume. This phe-
nomenon was described in [2, 5, 6, 12, 14]. In this state the
column can no longer deform elastically.

Table 2 gives the results of elastic strain energy calcula-
tions made using the data obtained in the experiment de-
scribed in Section 3. The maximum elastic strain energy
U ,, that can be stored in the column is the sum of the
compressive energy U = plus two times the bending en-
ergy U, and is equal to the sum of the works done,
namelyZL and L ,ie. U, =2U_ +U _=2L +L.
A similar outcome was obtalned in [5 6].

No. A, U, AL AL, 2L + L, col. 6/col. 3 [-]
Nr [ ] ot ] N kol. 6/kol. 3 [-]
1 2 3 4 5 6 7
1. 235.6 22.895 10.245 0.9706 21.461 0.937
2. 141.4 22.856 8.1088 42716 20.849 0.912
3. 101.3 22.876 3.6192 13.149 20.387 0.891
In the Table / W tablicy:

= EnAi ;01 , L, = BAl,— work done by the force when compressing a column of an incompressible axis / praca sity przy Sciskaniu preta

wyboczonego o osi niescisliwej,

s

1 . . . . . .
L = EP/ Al —work done by the force in compression of a straight column / praca sity przy Sciskaniu preta prostego,

Au, — shortening of the distance between the ends of an incompressible buckled column (stage I1I) / zblizenie koncow preta wyboczonego o osi

niescisliwej (etap III),

Au, — shortening of a compressible straight axis column (stages I and II) / skrocenie preta Scisliwego (etapy 11 IT).

Warto$¢ sity krytycznej P, jest okreslona maksimum na wy-
kresach P =P(u)iP = P( S). Sity krytyczne P, P, pretow
o smuktosci A = 101,3 i A = 141,4 oraz krytyczne warto$ci
odksztalcenia g ., € ,, zaznaczono na Rys. 3. Odpowiednie
wartosci w przypadku smuklosci A = 235,6 zamieszczono

w Tabl. 1. W przypadku pretow smuktych w III etapie defor-

The critical load value P_ is determined at the peak of the

P =P(u)and P =P(f) curves. The critical loads P, , P,,
for slenderness of A = 101.3 and A = 141.4 and the critical
strains ¢, €, are plotted in Fig. 3. The corresponding
values for the slenderness of A =235.6 are given in Table 1.

In the case of slender columns, the load P and strain ¢
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macji obcigzenie P i odksztalcenie € wykazuja matg wrazli-
wo$¢ na zmiang przemieszczen u i /. Dugos$¢ przedziatu prze-
mieszczen, w ktorym utrzymuje si¢ wysoka wartos¢ sity jest
wigksza w przypadku wigkszych smuktosci.

4.6. STAN GRANICZNY - SREDNIE
SMUKLOSCI

W przypadku $rednich smuktosci stan graniczny jest okreslo-
ny przejsciem od I do III etapu deformacji, ktére nastepuje
przy obciazeniu maksymalna sila, jaka moze przenies¢ pret,

o =P, =P_. Wyodrebniono dwa zakresy smuklosci cha-
rakteryzujace si¢ roznymi rodzajami utraty statecznos$ci: smu-
klosci, przy ktorych wystgpuje przeskok konfiguracji preta
oraz smuktosci, przy ktorych stan graniczny okreSlony jest
niestatecznos$cig materiatowa.

Stan graniczny okreslony przeskokami
konfiguracji

W przypadku smuktoscih =72,5 i A = 50, 1stan graniczny jest
okreslony niestatecznym potozeniem rownowagi. Wystgpuja
bowiem warunki sprzyjajace przeskokowi potozenia rowno-
wagi w precie, ktorego ksztalt jest bliski prostoliniowemu
anaprezenie bliskie granicy R, sita przytozona jest mimo-
srodowo. Obciazenie prgta graniczna wartoscia sity,
P =P =P_,powoduje skokowy spadek sity, ktéremu to-
warzyszy wzrost strzatki ugiecia. Zjawisko to jest widoczne
na wykresach (Rys. 4a, 4c i 7). Podczas przeskoku energia
Sciskania postaci prostoliniowej preta przechodzi w energie
postaci ugigtej preta. Przeskokowi towarzyszy tylko nie-
znaczne wydhuzenie osi, co wida¢ na wykresie € =g(u),
€ =e(f) (Rys.4). Po przeskoku poczatkowo utrzymuje si¢
stala warto$¢ odksztalceniae =~ const, pret zachowuje niescis-
liwos¢, pozniej o$ ulega wydhluzeniu i zwigksza si¢ warto$¢
naprezenia normalnego, co przedstawiono na Rys.4b i 7b.
Ten rodzaj utraty stateczno$ci nazwano stanem granicznym
okreslonym przeskokami konfiguracji.

Nalezy zwroci¢ uwagg na fakt, ze zjawisko przeskoku nie jest
widoczne w przypadku polaczenia punktoéw pomiarowych na
$ciezce rtownowagi linig ciagta. Na Rys. 4c i 7 wyniki ekspery-
mentu przedstawiono w postaci zaznaczonych punktow po-
miarowych. Przy stalej predkosci probkowania przeskok po-
woduje zwigkszenie odlegtosci pomigdzy punktami pomia-
rowymi. Dla poréwnania, na Rys. 6¢ zaznaczono punkty po-
miarowe na krzywej o =c(f') preta o smuklosei A = 101,1.
W tym przypadku przeskok nie wystepuje, odleglos¢ pomie-
dzy punktami jest rownomierna.

Stan graniczny okreslony niestatecznoscia
materialowg

W przypadku smuktosci A = 30,3 $ciskaniu preta towarzyszy
zaawansowana deformacja plastyczna. Przejsécie do etapu 111

exhibit low sensitivity to changes of displacements u and /'
in the stage IIl. The interval of displacements for which
the force value remains at a high level is longer for bigger
slenderness ratios.

4.6. LIMIT STATE — MEDIUM
SLENDERNEES

In the case of columns of medium slenderness, the limit
state is defined by the transition from stage II to stage III,
which occurs at the maximum load the column can carry,
P =P =P_Two ranges of slenderness have been dis-
tinguished, taking into account the type of stability loss:
slenderness for which a snap-through of the bar configura-
tion occurs, and slenderness for which the limit state is de-

termined by material instability.
Snap-through limit state

In the case of slenderness of A =72.5 and A =50.1, the limit
state is defined by the unstable equilibrium point. There are
conditions close to snap-through situation: in a bar whose
shape is close to rectilinear and the stress is close to the
R, ,, limitand the applied force is eccentric. After the load-
ing takes the limit value of the force, P, =P =P_, the
force decreases discontinuously, whereas the max deflec-
tion increases. This phenomenon can be seen in the graphs
of Figs. 4a, 4c and 7. During the snap-through the com-
pressive strain energy turns into the energy of bent column.
The axis extends only slightly, as it can be seen in the graph
of e =¢(u), e =¢(f) (Fig. 4). After the snap-through the
strain initially does not change, € ~const, the column re-
mains incompressible, and next the axis extends and the
normal stress value increases, as it can be seen in Fig. 4b
and Fig. 7b. This kind of stability loss is called the
snap-through limit state.

Note that the snap-through is not visible when measuring
points on the equilibrium path are linked with a solid line.
In Fig. 4c and Fig. 7, the results of the experiment are pre-
sented by measuring points marked with circles. At a con-
stant sample rate, the jump increases the distance between
the measuring points. For the sake of comparison, measur-
ing points are plotted on the c =c( /') curve of a column of
slenderness A = 101.1. In this case, snap-through does not
occur, the distance between the points is approximately
the same.

Material instability limit state

In the case of slenderness ratio of A =30.3 compression of
the column is accompanied by a high level of plastic de-
formation. Transition to stage III defined by the failure
load of P, is associated with a loss of stability without
a snap-through. The column can still be deforming in the
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deformacji, okreslone sita niszczaca P , jest zwiazane z utrata
statecznosci, ale przeskok nie pojawia si¢. Pret zachowuje
zdolno$¢ do odksztalcenia podhluznego. Pomimo zmniej-
szajacej si¢ wartosci sily o$ preta nadal ulega skroceniu, ktore
jest wprost proporcjonalne do przemieszczenia u (Rys. 4b).
Jednoczesnie duzym zmianom przemieszczenia poprzeczne-
go odpowiada niewielkie skrocenie osi pretae (Rys. 4c). Takie
deformacje $wiadcza o istotnym wplywie odksztalcenia posta-
ciowego. Ten rodzaj utraty stateczno$ci nazwano stanem gra-
nicznym okreslonym niestatecznoscia materialowa. W przy-
padku, gdy sita znajdzie sig¢ poza granica rdzenia przekroju
f= 0,98 mm, szybkos¢ procesu znacznie wzrasta, co jest spo-
wodowane wptywem zginania. Punkty pomiarowe zaznaczo-
no na Rys. 4. W tym przypadku zatozenie ksztattu osi preta
w postaci sinusoidy jest przyblizone, analiza deformacji preta
wyboczonego ma znaczenie tylko jakosciowe. Przebieg zja-
wiska jest podobny do niestatecznosci pojawiajacej si¢ W pro-
bie rozciagania, gdzie duzym deformacjom szyjki 1 wydhuze-
niu probki towarzyszy spadek sity.

5. WNIOSKI

Wriasciwe przedstawienie wynikow badan jest jednym z za-
sadniczych elementow prawidlowego opisu wystgpujacych
zjawisk. W opisie zadania statecznosci tradycyjna metoda
przedstawiania wykresow w postaci wykresow P = P( /") nie
pozwala na doktadne sledzenie etapoéw Sciskania i wyboczenia
preta. W artykule do analizy deformacji pretow Sciskanych
Wykorzystano wiele sposoboéw raportowania Wymkow wy-
kresy zmian sity P = P(u), sktadowych przemieszczenia
f =f(u), u=u(f) i odksztalcenia podluznego & =¢e(u),
€ =¢g(f'), jak rowniez zmian naprezenia 6 =o(g), 6 =o(u),
c =o(f). Taki spos()b przedstawienia wynikéw daje mozli-
wos¢ pehlego opisu kolejnych etapow deformacji preta $ciska-
nego i wyznaczenia energii wydatkowanej w procesie
Sciskania.

W pracy przyjeto definicje, w ktorej warunkiem zachowania
statecznego jest mozliwo$¢ rownowazenia pracy wykonanej
przez sity zewngtrzne w postaci magazynowanej w precie
energii odksztalcenia sprezystego. Wystapienie rownowagi
statecznej preta jest wigc mozliwe w przypadku preta, ktory
zachowuje zdolnos¢ do odksztalcenia sprezystego. Stan kry-
tyczny jest definiowany utrata zdolnosci preta do odksztatcen
sprezystych — okreslona maksymalng warto$cia energii spre-
zystej odksztatcenia normalnego U ,, . Istotng rolg odgrywa
réwniez energia odksztalcenia postaciowego. Jej maksymal-
na wartos$¢ zostaje osiagnigta juz w zakresie dokrytycznym,
co jest powodem pojawienia si¢ odksztalcenia postaciowego
i dokrytycznego ugigcia preta. W zakresie dokrytycznym
i przy obciazeniu sila krytyczna pret zachowuje statecznag
ugieta postac.

longitudinal direction. Despite the decreasing value of the
force the column shortens axially and the value of shorten-
ing is directly proportional to the displacement « (Fig. 4b).
At the same time, considerable changes of lateral displace-
ment are accompanied by only a slight axial shortening ¢
(Fig. 4c). This indicates a significant role of shear strain.
This loss of stability is called the material instability limit
state. If the force is shifted beyond the cross-section core
boundary, of f=0.98 mm, the rate of the process increases
significantly, which is caused by bending. The measuring
points are marked in Fig. 4. In this case, assumption of the
sinusoidal shape of the column is an approximation and
deformation of a buckled bar can be analysed only qualita-
tively. Such course of the phenomenon is similar to the
unstability which occurs during the tensile test, where
large necking deformation and elongation of the sample
are accompanied by a decrease of the force value.

5. CONCLUSIONS

Proper presentation of the study results is one of the es-
sential elements of a correct description of the analysed
phenomena. In the description of stability phenomenon
the conventional method of presenting the results by
P =P(f) graphs does not allow detailed tracking of the
respective compression and buckling stages. In this article
several methods were used to present the results of experi-
ment, including graphs of variation of force P = P(u),
components of displacement / = f'(u), u =u( f'), and lon-
gitudinal strain € =g(u), € =¢(f'), as well as variation of
stress 6 =6(¢g), o =c(u), 6 =o(f). With this method of
presentation it is possible to describe the successive
phases of deformation of a compressed column and deter-
mine the input of energy during the process of compres-
sion.

According to the definition adopted in this article, stable
behaviour of the column takes place when the work done
by external forces can be stored in the column volume as
elastic strain energy. Hence, the column can be in a state of
stable equilibrium only in the range of elastic deformation.
The critical state is defined by the point at which the col-
umn can no longer deform elastically after reaching the
maximum elastic strain energy of normal strainU ,, . The
shear strain energy also plays an important role. The shear
strain energy reaches the maximum level already in the
subcritical region, which initiates shear strain and causes
subcritical deflection of the column. Within the subcritical
range, as well as subjected to the critical load the column
remains stable in a deflected shape.
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W pracy rozwini¢to model ewolucji deformacji pojawiajacych
si¢ podczas $ciskania preta. Zaproponowany model umozli-
wia petny opis zjawisk towarzyszacych wyboczeniu i utracie
statecznos$ci. W zaproponowanym opisie uwzgledniono trzy
etapy deformacji: skrécenie preta o osi prostoliniowej, etap
przejsciowy (odksztalcenie postaciowe rownoczesne z wybo-
czeniem preta $cisliwego) oraz wyboczenie preta o osi niescis-
liwej. Warunkiem zakonczenia pierwszego etapu deformacji
jest osiagnigcie maksymalnej wartosci energii odksztalcenia
postaciowego, co inicjuje odksztatcenie postaciowe 1 pojawie-
nie si¢ przemieszczenia poprzecznego. O rozpoczeciu etapu
trzeciego decyduje warunek sztywnosci. Ten etap deformacji
pojawi sig, gdy sztywno$¢ preta w kierunku dziatajacej sity
preta jest rowna jego sztywnosci wzdhuznej. Nalezy zauwa-
zyC€, ze rozwiazanie Eulera dotyczy wyboczenia preta o osi
niescisliwej, spelnia wigc warunki trzeciego etapu deformacji.
Proponowany w artykule model jest uzupelieniem rozwiaza-
nia Eulera o zakres deformacji dokrytycznych.

W opisie deformacji pretow srednich smuktosci potwierdzono
istnienie zakresu smuklosci, w ktorym utrata statecznosci wy-
stepuje jako stan graniczny okreslony przeskokami konfigura-
cji-skokowemu spadkowi sity granicznej towarzyszy wzrost
strzatki ugigcia. W przypadku mniejszych smuktosci tego za-
kresu stan graniczny jest okreSlony niestatecznoscia mate-
rialowa.

Podsumowujac nalezy podkresli¢, ze precyzyjne sledzenie ko-
lejnych etapéw procesu $ciskania 1 wyboczenia oraz uzyska-
nie pelnej informacji o zniszczeniu preta byto mozliwe dzigki
zestawieniu wszystkich wymienionych w tym artykule sposo-
bow opisu wynikéw eksperymentu, nie tylko analizy zmian
obcigzenia 1 przemieszczenia poprzecznego, ale réwniez
zmian stanu naprezenia, przemieszczenia i odksztalcenia
wzdtuznego. Zaproponowany w tej pracy model stanowi roz-
winigcie 1 istotne uzupehienie modeli wykorzystywanych
w literaturze [8, 9, 17-19]. Dotychczasowa interpretacja wyni-
kow badan eksperymentalnych na podstawie modelu bifur-
kacji [20-23] wydaje si¢ by¢ niezadawalajaca, a modele
uwzgledniajace niedoskonatosci ksztattu i obciazenia w opisie
odksztalcen preta Sciskanego [3, 4, 9-11, 24-31], nie oddaja
w pehi etapéw deformacji zakresu dokrytycznego.
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