
STRESZCZENIE. W pracy przedstawiono oryginalny model
deformacji œciskanych prêtów pryzmatycznych w zakresie dokry-
tycznym. Uwzglêdniono trzy pojawiaj¹ce siê sekwencyjnie etapy
deformacji: skrócenie prêta o osi prostoliniowej, etap przejœciowy
(równoczesne odkszta³cenie postaciowe i wyboczenie prêta
œciœliwego) oraz etap wyboczenia prêta o osi nieœciœliwej. Kolejne
etapy deformacji wyodrêbniono na podstawie analizy wyników
przeprowadzonego eksperymentu statecznoœci, w postaci wykresów
zmian si³y oraz sk³adowych przemieszczenia, naprê¿enia i od-
kszta³cenia. Pojawienie siê przemieszczenia poprzecznego prêta
wyjaœniono jako skutek odkszta³cenia powsta³ego po osi¹gniêciu
maksymalnej wartoœci energii odkszta³cenia postaciowego. Zwery-
fikowano kryterium utraty statecznoœci opisanej warunkiem maksy-
malnej energii odkszta³cenia sprê¿ystego. Omówiono przypadek
utraty statecznoœci prêtów smuk³ych, które przenosz¹ si³ê kryty-
czn¹, jak równie¿ prêtów œrednich smuk³oœci, dla których stan
graniczny jest okreœlony warunkami przejœcia do trzeciego etapu
deformacji. W drugim z wymienionych przypadków utraty statecz-
noœci wyodrêbniono smuk³oœci, przy których wystêpuje przeskok
konfiguracji prêta oraz smuk³oœci, przy których stan graniczny
okreœlony jest niestatecznoœci¹ materia³ow¹.

S£OWA KLUCZOWE: deformacje prêtów œciskanych, sta-
tecznoœæ prêtów pryzmatycznych, wyboczenie prêtów.

ABSTRACT. An original model of subcritical deformations of
compressed prismatic bars is considered. The model includes
three successive stages of deformation: axial shortening without
any deviation from straightness, the transitional stage (shear
strain and buckling of a compressible member occurring sim-
ultaneously) and buckling of the bar of an incompressible axis.
The presented model follow results of experimental investigations
on metal bar stability, representing the changes of load, dis-
placement, stress and strain components during compression
process. Herein, an appearance of the column lateral displa-
cement is explained as a result of deformation occurring when
strain energy reach the maximum value. The criterion of stability
loss in the form of the maximum strain energy condition is verified
as well. In the article cases of stability loss are discussed for both
slender columns carrying the critical load and medium slen-
derness columns, for which the limit state is defined by the
conditions at which transition to the third deformation stage
occurs. In the latter case two groups of slenderness were
identified: the one for which a snap-through to a new equilibrium
configuration occurs and the other for which the limit state is
defined by the material instability.

KEYWORDS: deformations of compressed members, stability
of prismatic bars, buckling of columns.

Roads and Bridges - Drogi i Mosty 20 (2021) 19 - 40 19

1) Politechnika Warszawska, Wydzia³ Instalacji Budowlanych, Hydrotechniki i In¿ynierii Œrodowiska, ul. Nowowiejska 20, 00-653 Warszawa;
szymon.imielowski@is.pw.edu.pl

SUBCRITICAL DEFORMATION OF THE BRIDGE STRUCTURE
COMPRESSED MEMBERS

DEFORMACJE SMUK£YCH ELEMENTÓW KONSTRUKCJI MOSTOWEJ
W ZAKRESIE DOKRYTYCZNYM

DOI: 10.7409/rabdim.021.002

SZYMON IMIE£OWSKI1)



1. WSTÊP

Bezpieczna eksploatacja konstrukcji mostowej zale¿y od no-
œnoœci szczególnie nara¿onych na zniszczenie elementów,
którymi s¹ œciskane smuk³e podpory i prêty kratownic.
Spraw¹ zasadnicz¹ jest przyjêcie prawid³owego opisu wystê-
puj¹cych podczas ich eksploatacji zjawisk. Zaproponowany
stopieñ uproszczenia konstrukcji i warunków jej pracy musi
zapewniaæ mo¿liwoœæ uwzglêdnienia wszystkich znacz¹cych
zjawisk, które maj¹ wp³yw na jej bezpieczn¹ eksploatacjê.
Jako ¿e wiele katastrof mostów by³o spowodowanych niedo-
skona³oœciami metod obliczeniowych stosowanych w projek-
towaniu konstrukcji mostowej [1], sta³y siê one przyczyn¹ roz-
woju metod projektowania, w tym badañ nad statecznoœci¹
konstrukcji.

Szczególnie wa¿ny jest prawid³owy opis deformacji œciska-
nych prêtów w zakresie dokrytycznym. Model ewolucji defor-
macji œciskanych prêtów pryzmatycznych w zakresie dokry-
tycznym zaproponowano w monografii [2]. Model powsta³ na
podstawie analizy wyników eksperymentu statecznoœci, w po-
staci relacji pomiêdzy wielkoœciami bezpoœrednio pomierzo-
nymi podczas realizacji eksperymentu, P P f� ( ), P P u� ( ),
u u f� ( ), f f u� ( ), gdzie P to si³a, f maksymalne prze-
mieszczenie poprzeczne, zaœ u przemieszczenie w kierunku
dzia³aj¹cej si³y. W analizie uwzglêdniono równie¿ wykresy
odkszta³cenia pod³u¿nego � i naprê¿enia normalnego � jako
funkcji sk³adowych przemieszczenia u i f. Niniejsza praca za-
wiera rozwiniêcie przedstawionego w monografii modelu –
zwrócono uwagê na opis zjawisk, które s¹ bezpoœredni¹ przy-
czyn¹ pojawienia siê przemieszczenia poprzecznego prêta.

Aktualny stan badañ nad statecznoœci¹ prêtów omówiono
m.in. w monografiach [3, 4]. W pracach [5, 6] zamieszczono
opis badañ statecznoœci prêtów stalowych o przekroju
ko³owym pe³nym i zaproponowano opis ewolucji deformacji,
w którym uwzglêdniono dwa etapy: odkszta³calny prêt prosto-
liniowy i wyboczony prêt o osi nieœciœliwej. Wykazano, ¿e
stan krytyczny wystêpuje przy statecznej ugiêtej postaci.
W monografii [2] ten model uzupe³niono o etap przejœciowy
deformacji, w którym uwzglêdniono odkszta³cenie postacio-
we. Zaproponowano klasyfikacjê smuk³oœci, w której wyod-
rêbniono nastêpuj¹ce grupy smuk³oœci: prêty krêpe (upla-
stycznienie prêta prostego), œrednie smuk³oœci (dwa zakresy:
wyboczenie plastyczne, sprê¿yste przeskoki), prêty smuk³e
(wyboczenie sprê¿ysto-plastyczne), du¿e smuk³oœci (wybo-
czenie sprê¿yste). W nawiasach okreœlono warunki, jakie to-
warzysz¹ zniszczeniu prêta lub utracie statecznoœci. W zapro-
ponowanej klasyfikacji uwzglêdniono stateczn¹ ugiêt¹ postaæ
prêta w warunkach stanu krytycznego. Graniczna smuk³oœæ
prêtów w zakresie œrednich smuk³oœci jest okreœlona wartoœci¹

1. INTRODUCTION

Structural safety during operation of bridges depends on
the strength of those components which are particularly
prone to failure, namely slender supports and truss rods
loaded in compression. It is essential to use a correct de-
scription of the phenomena occuring during their opera-
tion. All the phenomena related to operational safety must
be taken into account in a proposed simplified description
of the structure and the conditions of operation. Numerous
collapses of bridges that were caused by deficiencies of
design methods [1] has initiated a development of more
appropriate design approaches and the associated studies
on the stability of structures.

It is particularly important to obtain a correct description
of the subcritical deformations of compressed columns.
A model representing the evolution of subcritical defor-
mations of compressed prismatic columns was proposed
in the monograph [2]. In the process of building this
model, a stability experiment was carried out, yielding the
following relationships between directly measured values:
P P f� ( ), P P u� ( ), u u f� ( ), f f u� ( ), where P is the
force, f is the maximum transverse displacement, and u is
the displacement in the direction of the applied force. Also
the curves representing the longitudinal strain � and nor-
mal stress � vs. displacements u and f were considered in
the analysis. The model presented in the monograph is fur-
ther elaborated in this article with attention paid to appro-
priate description of the phenomena which directly cause
lateral displacement of the column.

The current state of research on the bar stability was dis-
cussed, for example in monographs [3, 4]. Stability study
on steel solid members of circular cross-section is reported
in [5, 6]. A description of the evolution of deformation,
split in two phases: unbuckled compression of a straight
column and buckled column of an incompressible axis, is
also proposed there. It was showed that the column pre-
serve the stable bent shape at the critical state. In mono-
graph [2] this model was supplemented by a transitional
stage of deformation, which includes also shear strain. In
addition, a classification of slenderness was proposed. The
following groups of columns were distinguished depend-
ing on slenderness: short columns (yielding without de-
flection), medium slenderness columns (with both plastic
buckling and elastic snapping), slender columns (elas-
tic-plastic buckling), very slender columns (elastic buck-
ling). The conditions of the column material failure or
stability loss are given in parentheses. This classification
takes into account, that the column preserve a stable bent
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naprê¿enia równego granicy proporcjonalnoœci R
H

lub grani-
cy umownej R

0 01,
w skrajnych w³óknach prêta ugiêtego, nie

zaœ prêta prostego, jak zak³ada model Eulera. W grupie œred-
nich smuk³oœci wyodrêbniono zakres smuk³oœci wyboczenia
plastycznego, który charakteryzuje siê wystêpowaniem niesta-
tecznoœci materia³owej (w zakresie pokrytyczym oœ prêta œci-
skanego ulega skróceniu pomimo malej¹cej wartoœci si³y), jak
równie¿ zakres niestatecznoœci geometrycznej (skokowy spa-
dek si³y przy obci¹¿eniu si³¹ niszcz¹c¹, któremu towarzyszy
wzrost strza³ki ugiêcia i wyd³u¿enie osi prêta). Zjawisko zo-
sta³o zaobserwowane po raz pierwszy przez autorów pracy [7],
jest równie¿ opisane w niniejszej pracy.

Na Rys. 1 przedstawiono przyk³ady krzywych obci¹¿e-
nie-strza³ka ugiêcia œciskanych prêtów o wybranych
smuk³oœciach. Na wykresie uwzglêdniono bezwymiarow¹ si³ê
p P P

k
� / oraz strza³kê ugiêcia w L/ , gdzie P EJ L

k
� � 2 2/

jest si³¹ krytyczn¹, zaœ L d³ugoœci¹ wyboczeniow¹ prêta. Ju¿
wstêpna analiza wykresów widocznych na Rys. 1 pozwala wy-
snuæ wnioski, które przedstawiono poni¿ej. Niezale¿nie od
smuk³oœci, obci¹¿any prêt pocz¹tkowo zachowuje postaæ pro-
stoliniow¹, wykres pokrywa siê z osi¹ rzêdnych. Przy obci¹¿e-
niu, które oznaczono jako P* , pojawia siê przemieszczenie
poprzeczne, które przy dalszym obci¹¿aniu pocz¹tkowo nie-
znacznie zwiêksza swoj¹ wartoœæ, a przy obci¹¿eniu bliskim
sile niszcz¹cej Pn lub sile krytycznej P

k
gwa³townie wzrasta.

Stan graniczny lub krytyczny wystêpuje przy ugiêtej osi prêta,
a wartoœæ strza³ki ugiêcia w L/ przy obci¹¿eniu si³¹ graniczn¹
lub krytyczn¹ zale¿y wprost proporcjonalnie od smuk³oœci prê-
ta. Na Rys. 1 zaznaczono punkty p P P

k

* * /� , p
k

�1
i p P Pn n k

� / , które na oryginalnych rysunkach w monogra-
fii [3] nie by³y uwzglêdnione. Na podstawie analizy kszta³tu
œcie¿ek równowagi przedstawionych na Rys. 1 mo¿na wyod-
rêbniæ kilka etapów zakresu dokrytycznego prêta œciskanego:
zachowanie kszta³tu prostoliniowego, nieznaczne przemiesz-
czenie poprzeczne i nastêpnie gwa³towny wzrost strza³ki ugiê-
cia przy obci¹¿eniu p p

k
� lub p pn� .

shape at the critical state. The limit of slenderness ratio of
medium slenderness is defined by a stress value equal to
proportionality limit R

H
or offset elasticity point of R

0 01.
in the outer fibres of a bent column and not in a straight
column as in the Euler model. Two groups inside the col-
umn of medium slenderness are distinguished. The first
one is characterised by material instability (in the
postcritical range the axis of compressed column shortens
despite a decreasing applied force), and the second one in
which geometric instability appears (a rapid drop of the
force value at the limit point, accompanied by an increase
of deflection and elongation of the column axis). This
phenomenon was first reported in [7] and is described also
in the following part of this article.

Examples of load-deflection curves of compressed col-
umns of selected slenderness ratios are shown in Fig. 1.
The non-dimensional force p P P

k
� / and deflection

w L/ , where P EJ L
k

� � 2 2/ is the critical load and L
is the buckling length of the column are used as descrip-
tion. Even a brief analysis of the curves in Fig. 1 allowed
us to draw the conclusions presented below. Regardless
of the slenderness, the compressed column initially re-
mains straight and the curve on the graph coincides with
the y-axis. At the load value designated P* transverse
displacement occurs, increasing with the rise of load.
This increase is initially slight but grows considerably
when the load has come close to the limit load Pn or
the critical load P

k
. The limit state or critical condition

occur at the column bent shape, and the value of
deflection w L/ at the limit or critical load is directly
proportional to the slenderness ratio of the column.
The points plotted on the graph in Fig. 1, namely
p P P

k

* * /� , p
k

�1and p P Pn n k
� / has not appeared on

the original graphs included in the monograph [3]. No-
tice, that based on the equilibrium paths shown in Fig. 1
inside the subcritical deformations one can distinguish
the following stages: axial shortening without any devia-
tion from straightness, slight lateral displacement, fol-
lowed by rapid deflection for the load approaching the
value of p p

k
� or p pn� .
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Fig. 1. Examples of load-deflection curves for selected slenderness
ratios of compressed prismatic columns according to [3]
Rys. 1. Przyk³ady krzywych obci¹¿enie-strza³ka ugiêcia dla
wybranych smuk³oœci œciskanych prêtów pryzmatycznych wg [3]

elastic buckling
wyboczenie sprê¿yste

a) very slender columns
du¿e smuk³oœci

b) slender columns
prêty smuk³e

c) columns of medium slenderness
œrednie smuk³oœci

d) short columns, material failure
prêty krêpe, zniszczenie materia³u
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Zakrzywienie osi prêta œciskanego w zakresie dokrytycznym
jest zwykle t³umaczone obecnoœci¹ imperfekcji [3, 4, 8-11].
W modelu Ayrtona-Perry’ego [8-11] mo¿liwe jest wyznacze-
nie maksymalnej wartoœci naprê¿enia w prêcie œciskanym
z imperfekcjami. Specyfika przekroju i materia³u jest tu
uwzglêdniana w postaci wspó³czynników empirycznych. Mo-
dele uwzglêdniaj¹ce imperfekcje nie opisuj¹ jednak wszyst-
kich zjawisk towarzysz¹cych œciskaniu prêtów pryzmatycz-
nych, jak na przyk³ad zachowania postaci prostoliniowej prêta
w pocz¹tkowym etapie obci¹¿ania.

2. BADANIA EKSPERYMENTALNE. OPIS
MODELU I STANOWISKA BADAWCZEGO
Przedstawiony w tej pracy model ewolucji deformacji prêta
œciskanego powsta³ na podstawie analizy wyników ekspery-
mentu statecznoœci przeprowadzonego w laboratoriach
Zak³adu Wytrzyma³oœci Materia³ów Wydzia³u In¿ynierii
L¹dowej Politechniki Warszawskiej (maszyna wytrzy-
ma³oœciowa Instron 8802, zakres 200 kN, dok³adnoœæ pomia-
ru si³y 1 kN, dok³adnoœæ pomiaru przemieszczenia g³owic
0,05 mm) oraz Instytutu Podstawowych Problemów Techniki
PAN (maszyna wytrzyma³oœciowa MTS 810, zakres 250 kN,
dok³adnoœæ pomiaru si³y 25 N, dok³adnoœæ pomiaru prze-
mieszczenia g³owic 0,03 mm). W sk³ad stanowiska ba-
dawczego wchodzi³y: maszyna wytrzyma³oœciowa, oryginal-
ne oprzyrz¹dowanie umo¿liwiaj¹ce pomiar strza³ki ugiêcia
próbki (wykorzystano dalmierz optyczny Baumer OADM
2016460/14F o dok³adnoœci pomiaru 3 �m) oraz wyprowa-
dzone kana³y pomiarowe umo¿liwiaj¹ce równoczesn¹ reje-
stracjê obci¹¿enia P, przemieszczenia g³owicy maszyny wy-
trzyma³oœciowej u oraz strza³ki ugiêcia wyboczonego prêta f
[2, 7, 12, 14-16]. Plan eksperymentu przewidywa³ badania œcie-
¿ek równowagi metalowych prêtów o ró¿nych smuk³oœciach
i przekrojach poprzecznych stosowanych w budownictwie.

Schematem statycznym próbki zamocowanej w szczêkach
maszyny wytrzyma³oœciowej jest prêt obustronnie utwierdzo-
ny o d³ugoœci L (Rys.2a). W obliczeniach uwzglêdniono sta-
tycznie równowa¿ny schemat prêta swobodnie podpartego
o d³ugoœci efektywnej l

ef
= 0,5 L . Po³o¿enie podpór przegubo-

wych prêta swobodnie podpartego odpowiada lokalizacji
wêz³ów linii ugiêcia prêta obustronnie zamocowanego, w któ-
rych moment zginaj¹cy jest równy zeru (Rys. 2b). Obci¹¿enie
próbki w zakresie dokrytycznym realizowano w postaci przy-
rostów si³y. Przy sile bliskiej wartoœci krytycznej (lub granicz-
nej) i w zakresie pokrytycznym proces by³ sterowany przyro-
stami przemieszczenia. W przypadku, gdy obci¹¿enie jest
sterowane przemieszczeniem, wielkoœæ si³y jest tylko monito-
rowanym parametrem procesu, mo¿liwa jest obserwacja de-
formacji stanu krytycznego i analiza zachowañ pokrytycznych.

Curvature of of the rod axis in the subcritical region is usu-
ally attributed to the column imperfections [3, 4, 8-11].
Using the Ayrton-Perry model [8-11] it is possible to de-
termine the maximum stress in a compressed column with
imperfections. Empirical factors are introduced to account
for the specific cross-section and material characteristics.
However, while taking account of imperfections, such
models do not describe all the phenomena involved in
compression of prismatic columns, such as retaining of
straightness in the initial phase of loading.

2. EXPERIMENTAL STUDY. DESCRIPTION
OF THE MODEL AND THE TEST BENCH
The model of evolution of deformation of a compressed
column presented in this article is based on the results of a
stability experiment conducted at the Laboratory of
Strength of Materials, of the Faculty of Civil Engineering
at the Warsaw University of Technology (Instron 8802
test frame, 200 kN maximum test force, 1 kN accuracy of
force measurement, 0.05 mm displacement interval) and
of the Institute of Fundamental Technological Research
of the Polish Academy of Sciences (MTS 810 test frame,
250 kN maximum test force, 25 kN accuracy of force mea-
surement, 0.03 mm crosshead displacement interval). The
test system consisted of a testing machine, original deflec-
tion measuring equipment (based on Baumer OADM
2016460/14F optical distance sensor, 3 �m measuring ac-
curacy) and measuring channels for simultaneous record-
ing of the load P, test frame crosshead displacement u and
specimen lateral deflection f [2, 7, 12, 14-16]. The experi-
ment program included recording of the equilibrium paths
of columns of different slenderness ratios and cross-sec-
tions which are used in construction applications.

The specimen, after it has been attached in the grips of the
test frame, can be represented by a column of length L,
fixed at both ends (Fig. 2a). The calculations were done
for an equivalent scheme of a simply supported column of
effective length l

ef
= 0.5 L. The positions of pin supports of

the simply supported member correspond to the locations
of the cross-sections at which bending moment is equal to
zero (Fig. 2b). Inside subcritical region loading was con-
trolled by an incrementally increasing force. With the
force approaching the critical (or limit) value and in the
postcritical region, the process was controlled by incre-
ments of displacement. In case of displacement-controlled
loading, the force becomes a monitored process parameter
and it is possible to observe buckling deformations and
analyse postcritical behaviours.
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3. ZESTAWIENIE WYNIKÓW BADAÑ
Etapy deformacji œciskanych prêtów pryzmatycznych opisano
na przyk³adzie œciskanych p³askowników o wymiarach prze-
kroju poprzecznego b × h = 5,88±0,01 mm × 19,88±0,01 mm,
wykonanych z aluminium A16063, dla którego okreœlono
umowne granice R

0 01,
= 150 MPa, R

0 02,
= 189 MPa, wytrzy-

ma³oœæ na rozci¹ganie Rm = 217 MPa i modu³ Younga E =
63,3 GPa. Przedstawione w tej pracy wyniki stanowi¹ roz-
winiêcie i uzupe³nienie analizy przedstawionej w pracach
[2, 5-7, 12-16].

Poni¿ej przedstawiono wykresy œcie¿ek równowagi P P u� ( ),
f f u� ( ), � �� ( )u i � �� ( )f prêtów smuk³ych o � = 235,6;
� = 141,4 i� = 101,3 (Rys. 3) oraz prêtów œrednich smuk³oœci:
�= 72,5; � = 50,1 i � = 30,3 (Rys. 4). Wzglêdne skrócenie osi
prêta � wyznaczono na podstawie pomierzonych wartoœci
przemieszczeñ u i f przy za³o¿eniu, ¿e wyboczony prêt przyj-

muje kszta³t sinusoidy, w f
x

lg

sin
� sin

�
, l l ug ef

� � (Rys. 2b).

W przypadku du¿ych smuk³oœci kszta³t sinusoidy zosta³ zwe-
ryfikowany eksperymentalnie. W przypadku smuk³oœci œred-
nich, po uplastycznieniu przekroju najbardziej wytê¿onego,
kszta³t osi prêta nieznacznie odbiega od za³o¿onej sinusoidy.

Istotn¹ cech¹ przedstawionego modelu jest sekwencyjne
wystêpowanie kolejnych etapów deformacji: skrócenie prêta
o osi prostoliniowej, etap przejœciowy (równoczesne od-
kszta³cenie postaciowe i wyboczenie prêta œciœliwego) oraz

3. SUMMARY OF THE TEST RESULTS
The deformation stages of compressed prismatic columns
are discussed using the example of compressed metal flats
of cross-section b × h = 5.88±0.01 mm × 19.88±0.01 mm,
made of A16063 aluminium with offset points of R

0 01.
=

= 150 MPa, R
0 02.

= 189 MPa, tensile strength of Rm =
= 217 MPa and Young’s modulus of E= 63.3 GPa. The
results presented in this article supplement and elaborate
the analysis presented in [2, 5-7, 12-16].

The following equilibrium paths P P u� ( ), f f u� ( ),
� �� ( )u and � �� ( )f of slender columns of � = 235.6, � =
141.4 and � = 101.3 (Fig. 3) and of intermediate columns
of: � = 72.5, � = 50.1 and � = 30.3 (Fig. 4) are shown in the
graphs below. The relative axial shortening of the column
was calculated using measured displacements u and f, and
assuming that the buckled member takes sinusoidal shape,

w f
x

lg

sin
� sin

�
, l l ug ef

� � (Fig. 2b). For bigger slender-

ness ratios, the assumed sinusoidal shape was verified ex-
perimentally. In the case of medium slenderness columns,
the shape of the column axis after yielding of the most
strained cross-section deviated slightly from the assumed
sine shape.

The essential point of the considered model is sequential
occurrence of successive deformation stages: axial short-
ening without any deviation from straightness, transitional
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Fig. 2. a) Scheme of specimen and loading realized in the test, b) model of a simply supported member of effective length l
ef

,
c) view of the test stand: 1) test specimen, 2) optical distance sensor
Rys. 2. a) Schemat statyczny prêta w warunkach laboratoryjnych, b) model prêta swobodnie podpartego o d³ugoœci efektywnej l

ef
,

c) widok stanowiska badawczego: 1) próbka, 2) dalmierz optyczny
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wyboczenie prêta o osi nieœciœliwej. Przedstawiony model
deformacji w zakresie dokrytycznym pozostaje w zgodzie
z wnioskami wynikaj¹cymi z analizy œcie¿ek równowagi na
Rys.1. Na wykresach (Rys. 3 - 8) zaznaczono charakterystycz-
ne punkty okreœlaj¹ce granice etapów deformacji. Koniec eta-
pu prêta prostego (pojawienie siê przemieszczenia poprzecz-
nego) okreœlaj¹ parametry P* , u* , f * i � * , które s¹ wspó³-
rzêdnymi punktów 1, 3, 5, 7, 9 i 11 na krzywych P P u� ( ),
� �� ( )u oraz � �� ( )f i odpowiednio 1’, 3’, …, 11’ na krzy-
wych f f u� ( ). Koniec etapu przejœciowego okreœlaj¹ para-
metry Pz , u z , f z i � z , bêd¹ce wspó³rzêdnymi punktów prze-
giêcia krzywych na wykresach P P u� ( ), f f u� ( ), � �� ( )u
i � �� ( )f , które oznaczono jako 2, 4, 6, 8, 10 i 12 oraz odpo-
wiednio 2’, 4’, …, 12’ na krzywych f f u� ( ). Na wykresach
�( )u , �( )f , � �( ) uwzglêdniono dodatkowo oznaczenie:
1”, …, 12”. Stan krytyczny jest okreœlony parametrami P

k
,

u
k
, f

k
, �

k
, �

k
oraz �

ij
i P

ij
, gdzie i, j to indeksy okreœlaj¹ce

numery punktów oznaczaj¹cych koniec etapów I i II danej
smuk³oœci.

phase (shear strain and buckling of a compressible column
occurring simultaneously) and buckling of a column of an
incompressible axis. The presented subcritical deformation
model is consistent with the conclusions drawn from the
analysis of the equilibrium paths in Fig. 1. The points mark-
ing the limits of the deformation stages are plotted on the
graphs in Fig. 3 - 8. The end of the unbuckled compression
phase (beginning of lateral displacement) is defined by the
parameters P* , u* , f * and � * which are the co-ordinates of
points 1, 3, 5, 7, 9 and 11 plotted on the P P u� ( ), � �� ( )u
and � �� ( )u curves and points 1’, 3’, …, 11’ plotted on the
f f u� ( ) curves. The end of the transitional stage is de-
fined by the parameters Pz , u z , f z and � z , which are the
co-ordinates of the curve inflection points denoted by 2, 4,
6, 8, 10 and 12 marked on the P P u� ( ), f f u� ( ) and
� �� ( )f graphs, and 2’, 4’, …, 12’ on f f u� ( ) curves.
Graphs �( )u , �( )f , � �( ) include an additional denotations:
1”, …, 12”. The critical state is defined by the parameters
P

k
, u

k
, f

k
, �

k
, �

k
, and �

ij
and P

ij
, where the subscripts i, j

indicate the points marking the ends of deformation stages I
and II of a given slenderness, respectively.
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Fig. 3. Equilibrium paths, slender columns: � = 101,3 (blue),
� = 141.4 (green), � = 235.6 (red); a) P = P(u), f = f(u),
b) � = � (u), c) � = � (f)

Rys. 3. Œcie¿ki równowagi, prêty smuk³e: � = 101,3 (niebieski),
� = 141,4 (zielony), � = 235,6 (czerwony); a) P = P(u), f = f(u),
b) � = � (u), c) � = � (f)
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Na Rys. 5-8 przedstawiono wykresy zmian naprê¿enia nor-
malnego� jako funkcji sk³adowych przemieszczenia u i f oraz
odkszta³cenia �. Uwzglêdniono wykresy naprê¿enia przy œci-
skaniu� c = P/A (A – pole powierzchni przekroju poprzeczne-
go), naprê¿enia przy zginaniu � g = M/W (M – moment zgi-
naj¹cy, W – wskaŸnik wytrzyma³oœci przekroju) oraz naprê-
¿eñ wypadkowych w skrajnych w³óknach prêta mimoœrodo-
wo œciskanego, odpowiednio � �

c g
	 i � �

c g
� . Na wykre-

sach naniesiono punkty odpowiadaj¹ce punktom zaznaczo-
nym na œcie¿kach równowagi (Rys. 3 i 4) oraz wartoœci
naprê¿enia wywo³anego si³¹ krytyczn¹: �

k
w osi prêta oraz

odpowiednio 
�
k

i 

�
k

w skrajnych w³óknach.

Wa¿nym parametrem w analizie statecznoœci jest sztywnoœæ
prêta. Sztywnoœæ definiujemy w œcis³ym powi¹zaniu z od-
kszta³ceniem wywo³anym przez obci¹¿enie zewnêtrzne.
W zakresie dokrytycznym prêta œciskanego wystêpuj¹ trzy
rodzaje odkszta³ceñ: skrócenie osi prêta, odkszta³cenie po-
staciowe i ugiêcie prêta o osi nieœciœliwej, a ka¿demu z nich
odpowiada inny rodzaj sztywnoœci. W analizie nale¿y wiêc
uwzglêdniæ sztywnoœæ wzd³u¿n¹ zwi¹zan¹ ze skróceniem
osi prêta, sztywnoœæ poprzeczn¹ i sztywnoœæ w kierunku
dzia³aj¹cej si³y. W zakresie etapu I i znacznej czêœci etapu II

Fig. 5-8 show the variation of normal stress� as a function
of the displacements u and f as well as of the strain �. The
respective graphs show the compression stress curves,
� c = P/A (A – cross-sectional area), normal stress curves
due to bending, � g = M/W (M – bending moment, W – sec-
tion modulus) and the resultant stress in the outer fibres of
a column subjected to eccentric compression:� �

c g
	 and

� �
c g

� respectively. The points corresponding to ones
marked on the paths shown in Figs 3 and 4 as well as the
stresses induced by the critical load, namely �

k
– at the

cross-section centroid along with 
�
k

and 

�
k

at the outer
fibres, are plotted on these graphs.

An important parameter in the stability analysis is stiffness
of the compressed member. Stiffness is defined in close
relation to deformation caused by the external load. There
are three types of deformation in the subcritical range:
shortening of the bar axis, shear and deflection of a bar of
an incompressible axis. Each of this deformation corre-
sponds to different type of stiffness, so the analysis should
take into account the longitudinal stiffness associated with
the shortening of the bar axis, transverse stiffness and
stiffness in the direction of the acting force. In the stage I
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Fig. 4. Equilibrium paths, medium slenderness columns:
� = 30.3 (blue), � = 50.1 (green), � = 72.5 (red); a) P = P(u), f = f(u),
b) � = � (u), c) � = � (f)

Rys. 4. Œcie¿ki równowagi, œrednie smuk³oœci: � = 30,3 (niebieski),
� = 50,1 (zielony), � = 72,5 (czerwony); a) P = P(u), f = f(u),
b) � = � (u), c) � = � (f)
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Fig. 5. Normal stress as a function of displacement, deformation and
max deflection; slender columns of � = 235.6: a) � �� ( ),u b) � � �� ( ),
c) � �� ( )f , � �

c g
� � 25.5 MPa (point 2), � �

c g
	 � �2.5 MPa (point 2”)

Rys. 5. Wykresy zmian naprê¿enia normalnego w funkcji zmian
przemieszczenia, odkszta³cenia, strza³ki ugiêcia; prêty smuk³e
� = 235,6: a) � �� ( ),u b) � � �� ( ), c) � �� ( )f , � �

c g
� � 25,5 MPa (pkt 2),

� �
c g

	 � �2,5 MPa (pkt 2”)

Fig. 6. Normal stress as a function of displacement, deformation and
max deflection; slender columns of � = 101.3: a) � �� ( ),u b) � � �� ( ),
c) � �� ( )f , � �

c g
� � 1 .022 MPa (point 6), � �

c g
	 � 1.0 MPa (point 6”)

Rys. 6. Wykresy zmian naprê¿enia normalnego w funkcji zmian
przemieszczenia, odkszta³cenia, strza³ki ugiêcia; prêty smuk³e
� = 101,3: a) � �� ( ),u b) � � �� ( ), c) � �� ( )f , � �

c g
� � 122,0 MPa (pkt 6),

� �
c g

	 � 1,0 MPa (pkt 6”)
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Fig. 7. Normal stress as a function of displacement, deformation and
max deflection; slender columns of � = 72.5: a) � �� ( ),u b) � � �� ( ),
c) � �� ( )f , � �

c g
� � 25.5 MPa (point 2), � �

c g
	 � �2.5 MPa (point 2”)

Rys. 7. Wykresy zmian naprê¿enia normalnego w funkcji zmian
przemieszczenia, odkszta³cenia, strza³ki ugiêcia; prêty smuk³e
� = 72,5: a) � �� ( ),u b) � � �� ( ), c) � �� ( )f , � �

c g
� � 25,5 MPa (pkt 2),

� �
c g

	 � �2,5 MPa (pkt 2”)

Fig. 8. Normal stress as a function of displacement, deformation and
max deflection; slender columns of � = 30.3: a) � �� ( ),u b) � � �� ( ),
c) � �� ( )f , � �

c g
� � 25.5 MPa (point 2), � �

c g
	 � �2.5 MPa (point 2”)

Rys. 8. Wykresy zmian naprê¿enia normalnego w funkcji zmian
przemieszczenia, odkszta³cenia, strza³ki ugiêcia; prêty smuk³e
� = 30,3: a) � �� ( ),u b) � � �� ( ), c) � �� ( )f , � �

c g
� � 25,5 MPa (pkt 2),

� �
c g

	 � �2,5 MPa (pkt 2”)
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g³ówn¹ rolê odgrywa sztywnoœæ zwi¹zana z odkszta³ceniem
wzd³u¿ osi prêta, która na wykresie � � �� ( ) jest okreœlona
tangensem k¹ta nachylenia stycznej do krzywej. Na Rys. 9 ze-
stawiono œcie¿ki równowagi� � �� ( ) prêtów smuk³ych i prê-
tów œrednich smuk³oœci. Uwagi dotycz¹ce sztywnoœci zapisa-
no w rozdz. 4.2, s¹ one równie¿ tematem oddzielnego arty-
ku³u.

Charakterystykê kolejnych etapów deformacji, w tym parame-
try okreœlaj¹ce granice etapów deformacji, sztywnoœæ i energiê
sprê¿yst¹ poszczególnych etapów, mo¿na wyznaczyæ na pod-
stawie analizy œcie¿ek równowagi. W Tabl. 1 zestawiono war-
toœci parametrów P* , Pz , P

max
, l

ef
, u* oraz u z wyznaczonych

na podstawie bezpoœredniego pomiaru oraz wyniki pomiarów
poœrednich obliczonych na podstawie wzorów zamieszczo-
nych pod tablic¹.

and a significant part of the stage II, of column deforma-
tion, essential is the stiffness associated with deformation
along the rod axis. In the graph� � �� ( ) it is determined by
the slope of the tangent to the curve. Fig. 9 summarizes the
equilibrium paths � � �� ( ) of slender bars and bars of me-
dium slenderness. More remarks on stiffness are described
in chapter 4.2, however column stiffness is the subject of
a separate article.

The characteristics of the successive deformation stages,
including the parameters defining their limits, as well as
their stiffness and elastic energy values can be deter-
mined from the equilibrium paths. Table 1 gives the di-
rectly measured values of P* , Pz , P

max
, l

ef
, u* and u z and

the values determined using the equations given under
the table.
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Fig. 9. Equilibrium paths � � �� ( ) for: a) slender columns, b) intermediate columns
Rys. 9. Œcie¿ki równowagi � � �� ( ) dla: a) prêtów smuk³ych, b) prêtów œrednich smuk³oœci

Table 1. Subcritical parameters
Tablica 1. Parametry zakresu dokrytycznego

No.
Lp.

�ef

[-]
P*

[N]
Pz

[N]
P

max

[N]
PE

[N]

PE 3

[N]

col. kol

col kol

3 3

7 7

/ .

. / .
lef

[mm]
�l*

[mm]
u*

[mm]
�lz

[mm]
uz

[mm]
�*

[%]
�z

[%]
�k

[%]

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1. 235.6 746 1260 1348 1320 762.1 0.979 400 0.040 0.042 0.068 0.072 0.011 0.018 0.0178

2. 141.4 2140 3385 3620 3660 2113 1.013 240 0.069 0.061 0.110 0.118 0.025 0.049 0.0494

3. 101.3 4203 6960 7146 7150 4128 1.018 172 0.098 0.105 0.162 0.184 0.061 0.106 0.0974

4. 72.5 8107 12770 12918 13992 8079 1.003 123 0.135 0.158 0.212 0.248 0.128 0.201 0.1880

5. 50.1 16630 19343 19570 29269 16899 0.984 85 0.191 0.160 0.222 0.300 0.188 0.353 0.3950

6. 30.3 23125 25130 51.5 0.161 0.306 0.594 0.594 1.073

In the table / W tablicy:

� � � � �ef ef ef I II z z z zl i i J A EJ l E P A� � � � �, , , ,,P
E

2 2 � � � , ,* *�l P EA� �l P EA u l u lz z ef z z ef k� � � �, , ,* *� � � � �2 2
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4. DEFORMACJE I ENERGIA
ODKSZTA£CENIA SPRÊ¯YSTEGO
W ZAKRESIE DOKRYTYCZNYM PRÊTA
ŒCISKANEGO

4.1. UWAGI OGÓLNE

W przyjêtym modelu zachowanie stateczne jest okreœlone
zdolnoœci¹ prêta do odkszta³cenia sprê¿ystego. Utrata statecz-
noœci nast¹pi, gdy prêt utraci zdolnoœæ do odkszta³cenia sprê-
¿ystego, tzn. gdy ca³kowita energia sprê¿ysta osi¹gnie wartoœæ
maksymaln¹. W opisie zjawisk towarzysz¹cych utracie sta-
tecznoœci istotne jest wiêc okreœlenie wartoœci energii sprê¿y-
stej na dowolnym etapie obci¹¿ania, oraz maksymalnej energii
sprê¿ystej jaka mo¿e byæ zgromadzona w prêcie.

W przypadku prêtów smuk³ych utrata statecznoœci nastêpuje
w zakresie odkszta³cenia sprê¿ystego. W trzech etapach defor-
macji zakresu dokrytycznego wystêpuj¹ trzy rodzaje od-
kszta³ceñ: skrócenie osi prêta, odkszta³cenie postaciowe oraz
ugiêcie prêta nieœciœliwego. Nale¿y wiêc okreœliæ maksymaln¹
energiê ka¿dej sk³adowej odkszta³cenia: energii œciskaniaU sc ,
energii odkszta³cenia postaciowego�

P
i energii zginaniaU g

oraz wartoœæ ca³kowit¹ energii sprê¿ystej.

W przypadku œrednich smuk³oœci ju¿ w zakresie dokrytycz-
nym pojawi siê odkszta³cenie plastyczne, czêœæ energii jest
rozpraszana. Stan graniczny jest konsekwencj¹ uplastycznie-
nia najbardziej wytê¿onego przekroju.

4.2. PIERWSZY ETAP DEFORMACJI –
POSTAÆ PROSTOLINIOWA PRÊTA

Na pocz¹tku obci¹¿ania, niezale¿nie od smuk³oœci, wystêpuje
sprê¿yste skrócenie prêta o osi prostoliniowej (Rys. 1 oraz
Rys. 10a). Na tym etapie nie wystêpuje zginanie, praca wyko-
nana przez si³ê œciskaj¹c¹ jest gromadzona w prêcie w postaci
energii sprê¿ystej œciskania i energii odkszta³cenia postacio-
wego (Rys. 11a i b). Do oceny stanu wytê¿enia materia³u
pierwszego etapu deformacji przyjêto kryterium Hubera-Mie-
sesa-Henky’ego (HMH), energii odkszta³cenia postaciowego.
Zauwa¿my, ¿e maksymalna wartoœæ energii sprê¿ystej od-
kszta³cenia postaciowego wyst¹pi przy obci¹¿eniu mniejszym
od krytycznego. Jest to stan, w którym ca³kowita energia sprê-
¿ysta nie osi¹gnê³a jeszcze wartoœci maksymalnej. Prêt zacho-
wuje wiêc zdolnoœæ do odkszta³cenia sprê¿ystego, zachowana
jest stateczna postaæ prêta. Pomimo spe³nienia warunku
HMH, dalsze obci¹¿anie nie spowoduje zniszczenia prêta, po-
niewa¿ mo¿liwa jest aktywacja kinematycznie dopuszczalne-
go mechanizmu deformacji, który zapewni dalsze odkszta³ce-
nie w zakresie sprê¿ystym. Jest nim odkszta³cenie postaciowe

4. SUBCRITICAL DEFORMATIONS
AND ELASTIC STRAIN ENERGY
OF A COMPRESSED COLUMN

4.1. GENERAL REMARKS

In the model considered herein, the stable behavior is de-
termined by the ability of the bar to elastic deformation.
The stability loss appears when the bar loses its ability to
elastic deformation, i.e. when the total elastic strain en-
ergy reaches its maximum value. In the description of the
stability phenomena, it is important to determine the value
of elastic energy at any stage of loading, as well as the
maximum elastic strain energy that can be stored in the
bar.

In the case of slender bars, the loss of stability occurs in
the range of elastic deformation. In three stages of
subcritical deformations one can distinguish three types
of deformations: shortening of the straight bar axis, shear
and buckling of an incompressible bar. Therefore, it is
necessary to determine the maximum energy of each de-
formation component: compression energyU sc , shear en-
ergy �

P
and bending energyU g as well as the total value

of elastic energy.

In the case of medium slenderness, plastic deformation oc-
curs in the subcritical range and part of the energy is dissi-
pated. The limit state appears as a consequence of yielding
of the column most strained cross-section.

4.2. FIRST STAGE OF DEFORMATION -
AXIAL SHORTENING WITHOUT ANY
DEVIATION FROM STRAIGHTNESS

Regardless of the column slenderness, at the beginning of
loading, an elastic shortening of the straight axis appears
(Fig. 1 and Fig. 10a). At this stage no bending occurs, the
work performed by the compressive force is stored in the
form of compression elastic energy as well as shear en-
ergy (Fig.11a and b). The Huber-Mieses-Henky (HMH)
hypothesis, of the energy of shear strain, has been used to
assess the material effort at this stage of deformation. No-
tice, that the maximum value of the elastic shear energy
deformation, occurs at a load smaller than the critical one,
so the total elastic energy has not yet reached its maxi-
mum value. Thus, the bar retains the ability to elastic de-
formation, the stable shape of the bar is maintained.
Despite the HMH condition being met, further loading
will not cause the bar to fail, as it is possible to activate
a kinematically acceptable deformation mechanism that
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i wynikaj¹ce z tego odkszta³cenia przemieszczenie poprzecz-
ne przekrojów prêta (Rys.10 b). Poni¿ej wyjaœniono mecha-
nizm powstania odkszta³cenia postaciowego i okreœlono war-
toœæ obci¹¿enia, przy którym ono siê pojawi.

W pracy rozwa¿amy stany równowa¿ne energetycznie, okre-
œlone sk³adowymi stanu naprê¿enia, przy których energia od-
kszta³cenia postaciowego �

P
przyjmuje tê sam¹ wartoœæ.

Wartoœæ energii �
P

okreœlono w przypadku stanów naprê-
¿enia zilustrowanych na Rys. 11. Na rysunku uwzglêdniono

will ensure further deformation in the elastic range. It is
shear deformation and the resulting transverse displace-
ment of the bar sections. Explanation of how the mecha-
nism of shear deformation appears and how to determine
the load at which it appears is closed in this chapter.

In the following, we consider stress states, for which the
shear energy �

P
takes the same value. The value of shear

energy�
P

was determined for the energy equivalent stress
states defined by components, as illustrated in Fig. 11. The
following possibilities are considered: state 1D in a plane
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Fig. 10. Deformations of a compressed column: a) stage I – axial shortening without deflection �l 
 0; b) bifurcation of the equilibrium
state at P P� �, e – eccentricity of the force application point due to shear, � – angle of shear strain; c) deformation of transitional stage:
angle of shear � 
 0, axial shortening �l 
 0, cross-section rotation due to column deflection � 
 0; d) deformation of stage III: � – angle
of rotation of a column of an incompressible axis; P and M Pe� – components of the load reduced to the centroid of the column
cross-section
Rys. 10. Deformacje prêta œciskanego: a) etap I – skrócenie prostoliniowej osi prêta �l 
 0; b) bifurkacja stanu równowagi P P� �,
e – mimoœród punktu przy³o¿enia si³y wywo³any odkszta³ceniem postaciowym, � – k¹t odkszta³cenia postaciowego; c) odkszta³cenie
etapu przejœciowego: k¹t odkszta³cenia postaciowego � 
 0, skrócenie �l 
 0, obrót przekroju wywo³any zakrzywieniem osi prêta � 
 0;
d) odkszta³cenie etapu III: � – k¹t obrotu przekroju prêta o osi nieœciœliwej; P i M Pe� – sk³adowe obci¹¿enia zredukowanego
do œrodka ciê¿koœci przekroju

a) b) c) d)

Fig. 11. Energy equivalent stress states: a) state 1D, �
11

� P A, b) state 1D, � � � �
� � � � �

� �
	

, / 2 in cross-section � � � �� �4 3
4, ,

c) pure shear, �
max

in cross-section � � � �� �4 3 4, , d) state 2D, � �11 22� � in cross-section � � 0 and � �� 2
Rys. 11. Stany naprê¿enia równowa¿ne energetycznie: a) stan 1D, �

11
� P A, b) stan 1D, � � � �

� � � � �
� �

	
, / 2 w przekroju

� � � �� �4 3
4, , c) czyste œcinanie, �

max
w przekroju � � � �� �4 3 4, , d) stan 2D, � �11 22� � w przekroju � � 0 i � �� 2

a) b) c) d)
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stan 1D w p³aszczyŸnie prostopad³ej do osi prêta:

� p
G

�
1

6 11
� , gdzie G to modu³ sprê¿ystoœci postaciowej,

(Rys. 11a); stan 1D w p³aszczyŸnie nachylonej pod k¹tem �

do p³aszczyzny przekroju prostopad³ej do osi � p �
1

6
32 2

G
� �

� �
	 , (Rys.11b); czyste œcinanie (wyczerpanie

noœnoœci na œcinanie przekroju prêta): � p
G

�
1

6
3�

�
,

(Rys. 11c); stan dwuwymiarowy okreœlony sk³adowymi

g³ównymi naprê¿enia: � p
G

�
1

6
3

11
� , (Rys.11d).

W przekrojach nachylonych pod k¹tem � stan naprê¿enia jest
okreœlony sk³adowymi� � �

�
�

11
2cos i� � �

�
� 0,5

11
2sin ,

gdzie �
11

= P/A jest naprê¿eniem normalnym w p³aszczyŸnie
prostopad³ej do osi prêta. W tym przypadku warunek HMH
ma postaæ

W p³aszczyŸnie� �� 4,� � �
� � � �� �

� �
/ /4 4

1
2 11

, a warunek
HMH mo¿na zapisaæ w postaci:

W przypadku hipotezy HMH naprê¿enie zredukowane jest
wiêc równe naprê¿eniu normalnemu w p³aszczyŸnie prosto-
pad³ej do osi prêta. W przypadku obci¹¿enia P P� * otrzymu-
jemy

Zauwa¿my równie¿, ¿e skoro � �
� � � �� �

�
4 4

wartoœæ sk³ado-
wych wyznaczona na podstawie hipotezy HMH jest taka
sama, jak to wynika z rachunku tensorowego

oraz � �
� ��

�
4

0,5
red

. £atwo sprawdziæ, ¿e w przypadku hi-
potezy Treski naprê¿enie zredukowane jest równe

a sk³adowe naprê¿enia s¹ równe odpowiednio, �
� ��

�
4

� 0,45 �
11

i � �
� ��

�
4 11

0,45 .

Stan czystego œcinania mo¿na okreœliæ sk³adow¹ w p³aszczy-
Ÿnie � �� 4 (Rys. 11c), wtedy

perpendicular to the column axis: � p
G

�
1

6 11
� , where G

is the modulus of shear elasticity (Fig. 11a); state 1D in

a plane inclined at an angle of� to the column cross-section

perpendicular to axis: � p
G

� 	
1

6
32 2� �

� �
(Fig. 11b);

pure shear (shear failure of the cross-section) � p �
1

6
3

G
�

�
, (Fig. 11c); state 2D defined by the principal

stress components: � p
G

�
1

6
3

11
� , (Fig. 11d).

In the cross-sections inclined at an angle of �, the stress
state is defined by components � � �

�
�

11
2cos and

� � �
�

� 0.5
11

2sin , where �
11

= P/A is the normal stress in
the plane perpendicular to the column axis. The HMH cri-
terion is expressed as

Considering that in a plane � �� 4, � �
� � � �� �

� �
/ /4 4

� 1
2 11
� the HMH criterion can be expressed as

In the HMH criterion, the reduced stress is therefore equal
to the normal stress in a plane perpendicular to the column
axis. In the case of load P P� * we get

It is also worth noting that since � �
� � � �� �

�
4 4

the values
of stress components obtained with the HMH criterion are
the same as the values obtained with the tensor algebra

and � �
� ��

�
4

0.5
red

. It can be easily checked that in the
case of the Tresca hypothesis the reduced stress equals

and the stress components are: � �
� ��

�
4 11

0.45 and
� �

� ��
�

4 11
0.45 .

The pure shear state can be defined by the stress compo-
nent in the plane � �� 4 (Fig. 11c), then
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lub na podstawie równowa¿nego schematu 2D, przedstawio-
nego na Rys. 11d (� �

11 22
� � )

W przyjêtym modelu zak³ada siê, ¿e energia odkszta³cenia po-
staciowego osi¹ga wartoœæ maksymaln¹ � max

, przy obci¹¿e-
niu P P� * i zachowaniu postaci prostoliniowej prêta. Stan
jest okreœlony naprê¿eniem normalnym �* *� P A. Po
osi¹gniêciu maksymalnej wartoœci energii odkszta³cenia po-
staciowego � max

dalsze obci¹¿anie przy zachowaniu postaci
prostoliniowej prêta spowodowa³oby uplastycznienie prêta.
Uplastycznienie jednak nie nastêpuje, bowiem istniej¹ce wiê-
zy dopuszczaj¹ mechanizm sprê¿ystego odkszta³cenia posta-
ciowego, którego energia jest mniejsza od energii odkszta³ce-
nia plastycznego przy zachowaniu postaci prostoliniowej. Prêt
wybiera œcie¿kê o mniejszym wydatku energetycznym. Za-
uwa¿my, ¿e w przypadku stanu okreœlonego energi¹ � max

,
w p³aszczyŸnie maksymalnego naprê¿enia stycznego, warto-
œci sk³adowych naprê¿enia s¹ mniejsze od wartoœci maksy-
malnych: � � �

�

* *� �1
2 max

, � � �
�

* *� �1
2 k

. Dalsze obci¹-
¿anie prêta, si³¹ P P� * powoduje, ¿e w p³aszczyŸnie maksy-
malnego naprê¿enia stycznego nastêpuje wzrost obydwu
sk³adowych naprê¿enia od wartoœci � � �

� �

* * *� � 1
2 , do

maksymalnej wartoœci, jak¹ mo¿e przenieœæ przekrój, któr¹
okreœlono przy za³o¿eniu czystego œcinania na podstawie wzo-
ru (6), przy czym � �

� � � �� �
�

4 4
.

Zauwa¿my, ¿e w modelu Eulera naprê¿enie krytyczne�
k

zo-
sta³o wyznaczone przy za³o¿eniu strza³ki ugiêcia prêta f � 0.
Przy za³o¿eniu prostoliniowej osi prêta, maksymalna wartoœæ
naprê¿enia stycznego wyst¹pi w przekroju � �� 4 przy
obci¹¿eniu krytycznym, jest ona równa � �

� ��
�

4
1

2
k

k
.

Uwzglêdniaj¹c wzory (3), (4) i (7), mo¿na zapisaæ:

Wobec � � P A, mo¿na okreœliæ wartoœæ si³y P* :

Wyniki przeprowadzonego eksperymentu [2, 5-7, 12-16] po-
twierdzi³y prawid³owoœæ wzoru (9), a ich zestawienie widocz-
ne jest w kolumnie 8 Tabl. 1.

Wzór (8) okreœla zwi¹zek pomiêdzy naprê¿eniem normalnym
prêta pod obci¹¿eniem P* a naprê¿eniem krytycznym.

Uwzglêdniaj¹c, ¿e � � �
� � � �� �

� �
4 4

1

2
* * * , wzór (8) mo¿na

zapisaæ w postaci

or using an equivalent 2D model shown in Fig. 11d
(� �

11 22
� � )

The model assumes that the shear strain energy reaches
the maximum value of � max

, at a load of P P� * and with-
out any deviation from straightness. This state is defined
by the normal stress �* *� P A. After the maximum shear
strain energy � max

has been reached, further loading with-
out deviation from straightness would cause yielding
of the bar. This, however, does not take place due to the
existing constraints allow elastic shear deformation, with
a smaller energy requirement than plastic deformation of
a straight bar. Thus the column “chooses” the elastic shear
as a lower energy option. Note that, at P P� * , in the plane
of the maximum shear stress, the values of the stress com-
ponents are below the maximum levels: � � �

�

* *� �1
2 max

,
� � �

�

* *� �1
2 k

. Loading the column with a load of P P� *

increases both the stress components in this plane, i.e.
from � � �

� �

* * *� � 1
2 , to the maximum level that can be

carried by the cross-section, determined for the condition
of pure shear and is given by equation (6), noting that
� �

� � � �� �
�

4 4
.

Notice, that the Euler critical stress �
k

was determined as-
suming max deflection of the column of f � 0. Assuming
that bar axis is rectilinear, the maximum value of the shear
stress will occur in the cross-section � �� 4 at the critical
load. It is equal to � �

� ��
�

4
1

2
k

k
. Taking equations (3), (4)

and (7) we obtain:

With � � P A, the value of P* can be calculated as follows:

The results of the experiment [2, 5-7, 12-16], given in col-
umn 8 of Table 1, confirm the validity of the equation (9).

Equation (8) describes the relationship between the nor-
mal stress induced by the load P � and the critical stress.

Since � � �
� � � �� �

� �
4 4

1

2
* * * , the equation (8) can be re-

written to the form:
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w której okreœlono zwi¹zek pomiêdzy sk³adow¹ naprê¿enia
(styczn¹ lub normaln¹) w p³aszczyŸnie� �� 4, przy obci¹¿e-
niu P � , a obci¹¿eniem krytycznym. Przy obci¹¿eniu krytycz-
nym naprê¿enie � � � �

� ��dop k k
� � � 1

2 , jest najwiêksz¹
(dopuszczaln¹) wartoœci¹ sk³adowej naprê¿enia w przekroju
� �� 4, jaka mo¿e wyst¹piæ w przypadku prêta œciskanego.

Wzglêdem osi prêta odkszta³cenie postaciowe jest odkszta³ce-
niem niesymetrycznym. Mo¿liwe s¹ dwa symetrycznie usytu-
owane po³o¿enia równowagi, okreœlone k¹tami � i ��, co wy-
jaœniono na Rys. 10b. Wybór jednej z dwóch œcie¿ek
równowagi definiuje ten stan jako punkt bifurkacji. Graniczna
wartoœæ obci¹¿enia pierwszego etapu deformacji P* jest wiêc
obci¹¿eniem, przy którym wystêpuje bifurkacja stanu równo-
wagi.

Ewolucja deformacji etapu I na wykresach
œcie¿ek równowagi

Ewolucja deformacji prêta œciskanego najczêœciej analizowa-
na jest na podstawie wykresu P P f� ( ), co mo¿e to byæ
powodem b³êdnej interpretacji przebiegu zjawisk etapu I de-
formacji. Obserwacja zmian wszystkich parametrów uk³adu,
w tym przemieszczenia u, odkszta³cenia � i naprê¿enia � jest
mo¿liwa na podstawie analizy œcie¿ek równowagi P P u� ( ),
� �� ( )u i� � �� ( ). Koniec etapu I jest okreœlony parametrami
P* , u* i � * , które s¹ wspó³rzêdnymi punktu pojawienia siê
pierwszego przemieszczenia poprzecznego prêta, na Rys. 3-8
zaznaczonymi jako 1, 3, 5, 7, 9, 11 i odpowiednio 1’, 2’, …,
11’. W omawianym przypadku du¿ych smuk³oœci odkszta³ce-
nia etapów I i II s¹ niewielkie: � * � 0,061, � z � 0,106, nato-
miast skrócenie prêta u P* *� l EA � 0,19 mm. Szczegó³owe
dane zebrano w Tabl. 1.

4.3. DRUGI ETAP DEFORMACJI –
PRZEJŒCIOWY

Konsekwencj¹ pojawienia siê odkszta³cenia postaciowego jest
przesuniêcie punktu przy³o¿enia si³y wzglêdem po³o¿enia
pocz¹tkowego œrodka ciê¿koœci (mimoœród e), powstanie mo-
mentu zginaj¹cego M Pe� i inicjacja zginania (Rys. 10c).
Pojawienie siê mimoœrodu obci¹¿enia powoduje zmianê stanu
naprê¿enia z jednoosiowego œciskania na œciskanie mimoœro-
dowe prêta œciœliwego. Prêt przechodzi do drugiego, przejœcio-
wego, etapu deformacji, który wystêpuje przy obci¹¿eniu
w zakresie P P Pz

* � � , na Rys. 3-8 jest oznaczony odcinka-
mi 1-2, 3-4, …, 11-12. Odkszta³cenie drugiego etapu
obci¹¿ania jest sum¹ skrócenia osi, odkszta³cenia postaciowe-
go i ugiêcia osi prêta. Praca wykonana przez si³ê P P� * na
tym etapie obci¹¿ania jest równowa¿na energii zgromadzonej
w prêcie, bêd¹c¹ sum¹ energii œciskania, energii odkszta³cenia
postaciowego i energii zginania.

which describes the relationship between a stress compo-
nent (tangent or normal) in plane � �� 4, at load P* , and
the critical load. At the critical load, the value of �

dop
�

� � �
� ��k k

� � 1
2 is the maximum (allowable) value of

the stress component in the cross-section � �� 4 of
a compressed column.

Shear strain is asymmetric. Two symmetrically located
equilibrium positions are possible, defined by the angles �
and ��, as it is explained in Fig. 10b. The choice of one of
the two possible equilibrium paths defines this state as a
bifurcation point. Therefore, the max load of the first stage
of deformation P* is the load at which the bifurcation of
equilibrium occurs.

Evolution of deformations at the first stage
on diagrams of equilibrium paths

The evolution of deformation of a compressed bar is most
often analyzed based on the P P f� ( ) diagram, that may
be the reason of a incorrect interpretation of the phenom-
ena occurring at the stage I of subcritical deformations.
Variation of all system parameters, including displace-
ment u, strain � and stress � is possible through the anal-
ysis of the equilibrium paths P P u� ( ), � �� ( )u and
� � �� ( ). The end of stage I is defined by the parameters
P* , u* and � * , which are the coordinates of the point at
which the first lateral displacement of the column occurs.
In Figs. 3-8 they are marked as 1, 3, 5, 7, 9, 11 and 1’, 2’, ...,
11’ respectively. In the analysed case of high slenderness
the deformations of stages I and II strains are small,
namely � * � 0,061, � z � 0,106 while the shortening of the
column u P* *� l EA� 0.19 mm. Detailed data are summa-
rized in the Table 1.

4.3. SECOND, TRANSITIONAL PHASE
OF DEFORMATION

The effect of the appearance of shear is a shift of the load
application point from the initial position of the cross-
sectional centroid (eccentricity e), resulting in initiation
of a bending moment of M Pe� and bending of the col-
umn as concequence (Fig. 10c). Eccentricity of loading
changes the stress state from uniaxial compression to ec-
centric compression of a compressible column. The sec-
ond, transitional stage of deformation occurs at a load in
the range P P Pz

* � � , in Fig. 3-8 represented by sections
1-2, 3-4, …, 11-12. The total strain of stage II is the sum
of axial shortening, shear and deflection of the column
axis. The work done by the force P P� * at this stage of
loading is balanced by the sum of the compressive, shear
and bending strain energies.
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Ewolucja deformacji i sztywnoœæ prêta
etapu przejœciowego

W I etapie deformacji oraz w zdecydowanie wiêkszej czêœci
etapu II (ok. 80% ), zmiany odkszta³cenia� i si³y P, s¹ liniow¹
funkcj¹ przemieszczenia u (Rys.3a, b), zwiêkszanie obci¹¿e-
nia powoduje przyrost odkszta³cenia �, proporcjonalny do
dzia³aj¹cej si³y. Przy przejœciu z etapu I do etapu II, nie obser-
wuje siê zmiany k¹ta nachylenia stycznej na wykresach
P P u� ( ) i� �� ( )u , (Rys. 3 i 4). Dopiero przy obci¹¿eniu bli-
skiemu sile Pz , szybkoœæ zmian odkszta³cenia � maleje. Po
przejœciu do etapu III nie obserwuje siê zmian d³ugoœci osi prê-
ta, � = const. Ugiêta oœ prêta, nie ulega odkszta³ceniu
wzd³u¿nemu, prêt wykazuje cechy prêta o osi nieœciœliwej.

Z drugiej strony, w ca³ym zakresie etapu II deformacji,
wartoœæ przyrostów skrócenia � zale¿y od strza³ki ugiêcia f
(Rys. 3c). Pocz¹tkowo udzia³ zginania w ca³kowitym od-
kszta³ceniu prêta jest bardzo ma³y, obserwuje siê nieznaczny
przyrost strza³ki ugiêcia. Obci¹¿anie prêta powoduje zwiêk-
szanie mimoœrodu e i momentu zginaj¹cego M Pe� . Zwiêk-
sza siê wp³yw zginania, które ostatecznie staje siê domi-
nuj¹ce. Po przejœciu do III etapu prêt ulega wyboczeniu
zachowuj¹c nieœciœliwoœæ osi.

Ze wzglêdu na zakrzywienie osi prêta w poœrednim etapie
deformacji nale¿y wiêc uwzglêdniæ dwa rodzaje sztywnoœci
prêta: sztywnoœæ wzd³u¿n¹, zwi¹zan¹ z odkszta³ceniem �
i sztywnoœæ kierunkow¹, w kierunku dzia³aj¹cej si³y. Wartoœæ
sztywnoœci wzd³u¿nej jest sta³a w I etapie deformacji oraz
w zdecydowanie wiêkszej czêœci etapu II, dopiero przy
obci¹¿eniu P Pz� szybko maleje. W II etapie sztywnoœæ
kierunkow¹ mo¿na okreœliæ niezale¿nie od sztywnoœci
wzd³u¿nej. W III etapie deformacji, gdy prêt wykazuje cechy
prêta o osi nieœciœliwej, sztywnoœæ wyboczonego prêta jest
sztywnoœci¹ kierunkow¹. Przejœcie od II do III etapu deforma-
cji nastêpuje, gdy wartoœæ sztywnoœci wzd³u¿nej jest równa
sztywnoœci kierunkowej prêta ugiêtego.

Miar¹ sztywnoœci wzd³u¿nej prêta jest k¹t nachylenia stycznej
do krzywej � � �� ( ). Odpowiednie wykresy zestawiono na
Rys. 9. Wartoœæ sztywnoœci zwi¹zana ze smuk³oœci¹ prêta jest
okreœlona wartoœci¹ k¹ta nachylenia krzywych � � �� ( ).
W przypadku prêtów smuk³ych ró¿nice sztywnoœci s¹ nie-
wielkie. Wiêksze ró¿nice pojawiaj¹ siê w przypadku œrednich
smuk³oœci. W tym przypadku spadek sztywnoœci jest spowo-
dowany zmniejszeniem sprê¿ystego rdzenia w wyniku obec-
noœci odkszta³ceñ trwa³ych.

Evolution of deformation and stiffness at
the transitional stage

In the first stage of deformation and in a considerable part of
stage II (approx. 80%), changes in deformation� and load P
are a linear function of the displacement u (Fig. 3a, b), in-
creasing the load causes an rise of deformation �, propor-
tional to the value of the acting force. At the transition from
stage I to stage II, no variation of the slope is observed in
the graphs P P u� ( ) and� �� ( )u , (Fig. 3 and 4). Only when
the load is close to the limit Pz , the rate of deformation
changes� decreases. After moving to stage III, no variation
in the length of the rod axis are observed, � = const. The
bent axis of the bar does not undergo longitudinal deforma-
tion, the bar behave as a bar of incompressible axis.

On the other hand, in the entire range of stage II deforma-
tion, the values of the shortening increments � depend on
the value of the max deflection f (Fig. 3c). At the begin-
ning of the stage II, the contribution of bending in the total
bar deformation is very small, a slight increase of the de-
flection is observed. Increase of loading causes a rise of
both eccentricity e and bending moment M Pe� . The
bending effect is strengthening and finally, bending domi-
nates. After moving to the stage III, the bar buckles while
maintaining the incompressibility of the axis.

Due to existing curvature of the rod axis, in the transitional
stage of deformation, two types of bar stiffness should be
considered: longitudinal stiffness that relates to strain �
and directional stiffness, in the direction of the acting
force. The value of the longitudinal stiffness is constant in
the first stage of deformation and in a considerable part of
stage II, it decreases quickly only under the load P Pz� .
In the stage II, the directional stiffness can be determined
independently of the longitudinal stiffness. In the stage III
of deformation, when the bar reveals the features of
incompressibility of the axis, the stiffness of the buckled
bar is the directional stiffness. The transition from the stage
II to III takes place when the value of longitudinal stiffness
is equal to the directional stiffness of the buckled bar.

The measure of the longitudinal stiffness of a bar is the
slope angle of the tangent to the curve � � �� ( ). The rele-
vant diagrams are presented in Fig. 9. The value of stiff-
ness depends on the slenderness of the bar, it is determined
by the value of the angle of the curves. In the case of slen-
der bars, the differences in stiffness are slight. Larger dif-
ferences appear in the case of medium slenderness. In this
case, the decrease of stiffness is due to the reduction of the
elastic core due to the presence of plastic deformations.
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4.4. TRZECI ETAP DEFORMACJI – UGIÊCIE
PRÊTA O OSI NIEŒCIŒLIWEJ

Dominuj¹cym obci¹¿eniem III etapu deformacji jest zgi-
nanie. Prêt wykazuje cechy prêta o osi nieœciœliwej, (Rys. 10d).
O przejœciu do trzeciego etapu deformacji decyduje warunek
sztywnoœci. Zmiana modu³u deformacji nast¹pi, gdy sztyw-
noœæ wzd³u¿na prêta jest równa sztywnoœci kierunkowej prêta
ugiêtego. Na wykresach œcie¿ek równowagi punkty przejœcia
z II do III etapu s¹ punktami przegiêcia krzywych f f u� ( )
(punkty 2’, 4’, 6’, 8’, 10’ i 12’ oraz odpowiednio 2, 4,…, 12
i 2”, 4”, …, 12” na pozosta³ych wykresach). Pocz¹tek defor-
macji etapu III jest okreœlony punktem, w którym prêt wyka-
zuje ju¿ cechê nieœciœliwoœci osi,� = const. Poprzedza go silne
zakrzywienie wykresów, � �� ( )u , P P u� ( ). W przypadku
prêtów smuk³ych, po przejœciu do etapu trzeciego deforma-
cje pozostaj¹ w zakresie sprê¿ystym (Rys. 5-7): �

k H
R� lub

�
k

R�
0 01,

. Obserwuje siê sprê¿yste ugiêcie prêta o osi nie-
œciœliwej. Pomimo wzrostu strza³ki ugiêcia f i zbli¿enia
koñców prêta u utrzymuje siê sta³a wartoœæ odkszta³cenia
� = const. Nieœciœliwoœæ osi prêta wynika z obserwacji œcie¿ek
równowagi: styczne do krzywych � �� ( )u i � �� ( )f s¹ po-
ziome (Rys. 3); krzywe wykresów naprê¿enia w skrajnych
w³óknach prêta, � �c g� i � �c g	 , oscyluj¹ wokó³ linii pio-
nowej (Rys. 5b i 6b); obliczona wartoœæ skrócenia krytyczne-
go �

k
odpowiada wartoœci skrócenia � z pomierzonej w eks-

perymencie (kolumny15 i 16 w Tabl. 1).

Po przejœciu do III etapu deformacji przekroje prêta pozostaj¹
mimoœrodowo œciskane. Zauwa¿my, ¿e si³a pozostaje wew-
n¹trz rdzenia przekroju najbardziej oddalonego od osi prêta.
Nawet w przypadku najwiêkszej smuk³oœci � = 235,6 strza³ka
f z = 0,65 mm jest mniejsza od wspó³rzêdnej rdzenia wzglê-
dem œrodka przekroju prêta e = b/6 = 5,88 mm/6 = 0,98 mm.
Koniec deformacji etapu III jest okreœlony stanem krytycz-
nym. Wyst¹pi, gdy energia sprê¿ysta odkszta³cenia osi¹gnie
wartoœæ maksymaln¹ U

H
. Wtedy prêt utraci zdolnoœæ od-

kszta³cenia sprê¿ystego, w ca³ej objêtoœci prêta pojawiaj¹ siê
deformacje trwa³e.

W przypadku œrednich smuk³oœci deformacje trwa³e pojawiaj¹
siê ju¿ w zakresie dokrytycznym, co wyjaœniono w pracy [2].
Stan graniczny jest stanem przejœcia z drugiego do trzeciego
etapu deformacji. Maksymalna wartoœæ si³y, jak¹ mo¿e prze-
nieœæ prêt P P Pma z nx

� � jest okreœlona noœnoœci¹ przegubu
plastycznego, który w tym przypadku utworzy siê w najbar-
dziej wytê¿onym przekroju, po czym nastêpuje os³abienie prê-
ta (odpowiednio krzywe c i d na Rys. 1).

4.4. THIRD PHASE OF DEFORMATION –
DEFLECTION OF A COLUMN OF
AN INCOMPRESSIBLE AXIS
The dominant loading of the third stage of deformation is
bending of the bar that exhibits the feature of the axis
incompressibility, (Fig. 10d). The stiffness condition de-
termines the transition to the stage III of deformation. The
deformation stage will change when the bar longitudinal
stiffness equals the directional stiffness of the column of
the bent axis. In the graphs of the equilibrium paths,
the transition points from the stage II to III are the points
of inflection of the curves f f u� ( ) (points 2’, 4’, 6’, 8’,
10’ and 12’ and respectively 2, 4, ..., 12 and 2”, 4”, ..., 12”
in the remaining diagrams). The beginning of the stage III
is determined by the point at which the bar already exhib-
its the feature of axis incompressibility, � = const. It is pre-
ceded by a strong curvature of the graphs, � �� ( )u ,
P P u� ( ). In the case of slender bars, after switching to
the stage III, the deformations remain in the elastic range
(Fig. 5-7): �

k H
R� or �

k
R�

0 01.
, one observe elastic de-

flection of the incompressible axis bar. Although the max
deflection f and the displacement u increases, the constant
value of the deformation � = const is maintained. The fea-
ture of incompressibility of the rod axis follow the obser-
vation of the equilibrium paths. Notice that: the tangents to
the curves� �� ( )u and� �� ( )f are horizontal (Fig. 3); the
shape of the stress curves in the most outer fibers of the
bar, � �c g� and � �c g	 , oscillate around the vertical
line (Fig. 5b and 6b); the calculated value of the critical
shortening �

k
corresponds to the shortening � z measured

experimentally (columns 15 and 16 of Table 1).

After the transition to the stage III of deformation, the bar
sections remain eccentrically compressed. Note that, the
force remains inside the core of the max deflected
cross-section. Even in the case of the biggest slenderness
� = 235.6, the max deflection f z = 0.65 mm is smaller than
the core coordinate (distance from the bar cross-section
center) e= b / 6 = 5.88 mm / 6 = 0.98 mm. The end of stage
III is determined by a critical state. It will occur when the
elastic energy of deformation reaches its maximum value
U

H
. Then the bar loses its capacity to elastic deformation,

plastic deformations appear inside the entire volume of the
bar.

In the case of medium slenderness, plastic deformations
appear in the subcritical range, as explained in [2]. The
limit state is the state of transition from the stage II to III of
deformation. The maximum value of the force that the bar
can transfer, P P Pma z nx

� � , is determined by the bearing
capacity of the plastic hinge, which in this case will be
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4.5. STAN KRYTYCZNY – PRÊTY SMUK£E

Stan krytyczny wyst¹pi, gdy energia sprê¿ysta odkszta³cenia

osi¹gnie wartoœæ maksymaln¹ U Ai
R

EH

spr
�

1

2

2

� . U
H

jest

maksymaln¹ wartoœci¹ energii sprê¿ystej odkszta³cenia nor-
malnego, jaka mo¿e byæ zgromadzona w prêcie œciskanym.
Jest to stan, w którym naprê¿enie normalne jest równe granicy
R Rspr �

0,01
lub, w przypadku materia³u wykazuj¹cego cha-

rakterystykê liniowo-sprê¿yst¹, R Rspr H
� . Pomimo ¿e war-

toœæ maksymalna naprê¿enia normalnego w skrajnym œciska-
nym w³óknie pozostaje mniejsza od wartoœci granicznej,
� �c g R	 �

0,01
(Rys. 5-7), ca³a objêtoœæ prêta ulega uplasty-

cznieniu. Zjawisko zosta³o opisane w [2, 5, 6, 12, 14]. Jest to
stan, w którym prêt traci zdolnoœæ do odkszta³cenia sprê¿yste-
go.

W Tabl. 2 zestawiono wyniki obliczeñ energii sprê¿ystej na
podstawie danych z eksperymentu opisanego w rozdziale 3.
Maksymalna wartoœæ energii odkszta³cenia sprê¿ystegoU

H
,

jaka mo¿e byæ zgromadzona w prêcie, równa siê sumie energii
œciskania U sc oraz dwukrotnoœci energii zginania U g , jest
równowa¿na sumie wykonanych prac 2 Lg i Lsc , U

H
=

2U g 	U L Lsc g sc� 	2 . Podobny wynik uzyskano w pracach
[5, 6].

Wartoœæ si³y krytycznej P
k

jest okreœlona maksimum na wy-
kresach P P u� ( ) i P P f� ( ). Si³y krytyczne P

56
, P

34
prêtów

o smuk³oœci � = 101,3 i � = 141,4 oraz krytyczne wartoœci
odkszta³cenia �

56
, �

34
zaznaczono na Rys. 3. Odpowiednie

wartoœci w przypadku smuk³oœci � = 235,6 zamieszczono
w Tabl. 1. W przypadku prêtów smuk³ych w III etapie defor-

formed in the most strained cross-section, followed by the
weakening of the bar (respectively c and d curves in Fig. 1).

4.5. CRITICAL STATE – SLENDER
COLUMNS

The critical state occurs when the elastic strain energy

reach the maximum value of U Ai
R

EH

spr
�

1

2

2

� . U
H

is

the maximum value of the elastic energy of normal strain
that can be stored in the compressed column under analy-
sis. In this state the normal stress equals the limit of
R R

el
�

0.01
or, in the case of materials exhibiting lin-

ear-elastic behaviour: R R
el H

� . Although the maximum
normal stress in the compressed outer fibre remain below
the limit level, � �c g R	 �

0.01
(Fig. 5-7), the column un-

dergoes yielding throughout its entire volume. This phe-
nomenon was described in [2, 5, 6, 12, 14]. In this state the
column can no longer deform elastically.

Table 2 gives the results of elastic strain energy calcula-
tions made using the data obtained in the experiment de-
scribed in Section 3. The maximum elastic strain energy
U

H
that can be stored in the column is the sum of the

compressive energy U sc plus two times the bending en-
ergy U g , and is equal to the sum of the works done,
namely 2 Lg and Lsc , i.e. U U U L L

H g sc g sc� 	 � 	2 2 .
A similar outcome was obtained in [5, 6].

The critical load value P
k

is determined at the peak of the
P P u� ( ) and P P f� ( ) curves. The critical loads P

56
, P

34

for slenderness of � = 101.3 and � = 141.4 and the critical
strains �

56
, �

34
are plotted in Fig. 3. The corresponding

values for the slenderness of � = 235.6 are given in Table 1.
In the case of slender columns, the load P and strain �
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Table 2. Verification of the critical energy criterion
Tablica 2. Weryfikacja energetycznego kryterium
stanu krytycznego

No.
Nr

�ef

[-]
UH

[J]
�Lg

[J]
�Lsc

[J]
2L Lg sc	

[J]
col. 6/col. 3 [-]
kol. 6/kol. 3 [-]

1 2 3 4 5 6 7

1. 235.6 22.895 10.245 0.9706 21.461 0.937

2. 141.4 22.856 8.1088 4.2716 20.849 0.912

3. 101.3 22.876 3.6192 13.149 20.387 0.891

In the Table / W tablicy:

U Ai
R

EH �
1

2
0 01
3

�
, , L P lg k g� � – work done by the force when compressing a column of an incompressible axis / praca si³y przy œciskaniu prêta

wyboczonego o osi nieœciœliwej,

L P lsc k sc�
1

2
� – work done by the force in compression of a straight column / praca si³y przy œciskaniu prêta prostego,

�ug – shortening of the distance between the ends of an incompressible buckled column (stage III) / zbli¿enie koñców prêta wyboczonego o osi
nieœciœliwej (etap III),

�usc – shortening of a compressible straight axis column (stages I and II) / skrócenie prêta œciœliwego (etapy I i II).



macji obci¹¿enie P i odkszta³cenie � wykazuj¹ ma³¹ wra¿li-
woœæ na zmianê przemieszczeñ u i f. D³ugoœæ przedzia³u prze-
mieszczeñ, w którym utrzymuje siê wysoka wartoœæ si³y jest
wiêksza w przypadku wiêkszych smuk³oœci.

4.6. STAN GRANICZNY – ŒREDNIE
SMUK£OŒCI
W przypadku œrednich smuk³oœci stan graniczny jest okreœlo-
ny przejœciem od II do III etapu deformacji, które nastêpuje
przy obci¹¿eniu maksymaln¹ si³¹, jak¹ mo¿e przenieœæ prêt,
P P Pma n zx

� � . Wyodrêbniono dwa zakresy smuk³oœci cha-
rakteryzuj¹ce siê ró¿nymi rodzajami utraty statecznoœci: smu-
k³oœci, przy których wystêpuje przeskok konfiguracji prêta
oraz smuk³oœci, przy których stan graniczny okreœlony jest
niestatecznoœci¹ materia³ow¹.

Stan graniczny okreœlony przeskokami
konfiguracji
W przypadku smuk³oœci� = 72,5 i � = 50,1stan graniczny jest
okreœlony niestatecznym po³o¿eniem równowagi. Wystêpuj¹
bowiem warunki sprzyjaj¹ce przeskokowi po³o¿enia równo-
wagi w prêcie, którego kszta³t jest bliski prostoliniowemu
a naprê¿enie bliskie granicy R

0,01
, si³a przy³o¿ona jest mimo-

œrodowo. Obci¹¿enie prêta graniczn¹ wartoœci¹ si³y,
P P Pma n zx

� � , powoduje skokowy spadek si³y, któremu to-
warzyszy wzrost strza³ki ugiêcia. Zjawisko to jest widoczne
na wykresach (Rys. 4a, 4c i 7). Podczas przeskoku energia
œciskania postaci prostoliniowej prêta przechodzi w energiê
postaci ugiêtej prêta. Przeskokowi towarzyszy tylko nie-
znaczne wyd³u¿enie osi, co widaæ na wykresie � �� ( )u ,
� �� ( )f (Rys.4). Po przeskoku pocz¹tkowo utrzymuje siê
sta³a wartoœæ odkszta³cenia� � const, prêt zachowuje nieœciœ-
liwoœæ, póŸniej oœ ulega wyd³u¿eniu i zwiêksza siê wartoœæ
naprê¿enia normalnego, co przedstawiono na Rys.4b i 7b.
Ten rodzaj utraty statecznoœci nazwano stanem granicznym
okreœlonym przeskokami konfiguracji.

Nale¿y zwróciæ uwagê na fakt, ¿e zjawisko przeskoku nie jest
widoczne w przypadku po³¹czenia punktów pomiarowych na
œcie¿ce równowagi lini¹ ci¹g³¹. Na Rys. 4c i 7 wyniki ekspery-
mentu przedstawiono w postaci zaznaczonych punktów po-
miarowych. Przy sta³ej prêdkoœci próbkowania przeskok po-
woduje zwiêkszenie odleg³oœci pomiêdzy punktami pomia-
rowymi. Dla porównania, na Rys. 6c zaznaczono punkty po-
miarowe na krzywej � �� ( )f prêta o smuk³oœci � = 101,1.
W tym przypadku przeskok nie wystêpuje, odleg³oœæ pomiê-
dzy punktami jest równomierna.

Stan graniczny okreœlony niestatecznoœci¹
materia³ow¹
W przypadku smuk³oœci � = 30,3 œciskaniu prêta towarzyszy
zaawansowana deformacja plastyczna. Przejœcie do etapu III

exhibit low sensitivity to changes of displacements u and f
in the stage III. The interval of displacements for which
the force value remains at a high level is longer for bigger
slenderness ratios.

4.6. LIMIT STATE – MEDIUM
SLENDERNEES
In the case of columns of medium slenderness, the limit
state is defined by the transition from stage II to stage III,
which occurs at the maximum load the column can carry,
P P Pma n zx

� � .Two ranges of slenderness have been dis-
tinguished, taking into account the type of stability loss:
slenderness for which a snap-through of the bar configura-
tion occurs, and slenderness for which the limit state is de-
termined by material instability.

Snap-through limit state
In the case of slenderness of � = 72.5 and� = 50.1, the limit
state is defined by the unstable equilibrium point. There are
conditions close to snap-through situation: in a bar whose
shape is close to rectilinear and the stress is close to the
R

0.01
limit and the applied force is eccentric. After the load-

ing takes the limit value of the force, P P Pma n zx
� � , the

force decreases discontinuously, whereas the max deflec-
tion increases. This phenomenon can be seen in the graphs
of Figs. 4a, 4c and 7. During the snap-through the com-
pressive strain energy turns into the energy of bent column.
The axis extends only slightly, as it can be seen in the graph
of � �� ( )u , � �� ( )f (Fig. 4). After the snap-through the
strain initially does not change, � � const, the column re-
mains incompressible, and next the axis extends and the
normal stress value increases, as it can be seen in Fig. 4b
and Fig. 7b. This kind of stability loss is called the
snap-through limit state.

Note that the snap-through is not visible when measuring
points on the equilibrium path are linked with a solid line.
In Fig. 4c and Fig. 7, the results of the experiment are pre-
sented by measuring points marked with circles. At a con-
stant sample rate, the jump increases the distance between
the measuring points. For the sake of comparison, measur-
ing points are plotted on the� �� ( )f curve of a column of
slenderness � = 101.1. In this case, snap-through does not
occur, the distance between the points is approximately
the same.

Material instability limit state
In the case of slenderness ratio of � = 30.3 compression of
the column is accompanied by a high level of plastic de-
formation. Transition to stage III defined by the failure
load of Pn is associated with a loss of stability without
a snap-through. The column can still be deforming in the
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deformacji, okreœlone si³¹ niszcz¹ca Pn , jest zwi¹zane z utrat¹
statecznoœci, ale przeskok nie pojawia siê. Prêt zachowuje
zdolnoœæ do odkszta³cenia pod³u¿nego. Pomimo zmniej-
szaj¹cej siê wartoœci si³y oœ prêta nadal ulega skróceniu, które
jest wprost proporcjonalne do przemieszczenia u (Rys. 4b).
Jednoczeœnie du¿ym zmianom przemieszczenia poprzeczne-
go odpowiada niewielkie skrócenie osi prêta� (Rys. 4c). Takie
deformacje œwiadcz¹ o istotnym wp³ywie odkszta³cenia posta-
ciowego. Ten rodzaj utraty statecznoœci nazwano stanem gra-
nicznym okreœlonym niestatecznoœci¹ materia³ow¹. W przy-
padku, gdy si³a znajdzie siê poza granic¹ rdzenia przekroju
f = 0,98 mm, szybkoœæ procesu znacznie wzrasta, co jest spo-
wodowane wp³ywem zginania. Punkty pomiarowe zaznaczo-
no na Rys. 4. W tym przypadku za³o¿enie kszta³tu osi prêta
w postaci sinusoidy jest przybli¿one, analiza deformacji prêta
wyboczonego ma znaczenie tylko jakoœciowe. Przebieg zja-
wiska jest podobny do niestatecznoœci pojawiaj¹cej siê w pró-
bie rozci¹gania, gdzie du¿ym deformacjom szyjki i wyd³u¿e-
niu próbki towarzyszy spadek si³y.

5. WNIOSKI
W³aœciwe przedstawienie wyników badañ jest jednym z za-
sadniczych elementów prawid³owego opisu wystêpuj¹cych
zjawisk. W opisie zadania statecznoœci tradycyjna metoda
przedstawiania wykresów w postaci wykresów P P f� ( ) nie
pozwala na dok³adne œledzenie etapów œciskania i wyboczenia
prêta. W artykule do analizy deformacji prêtów œciskanych
wykorzystano wiele sposobów raportowania wyników: wy-
kresy zmian si³y P P u� ( ), sk³adowych przemieszczenia
f f u� ( ), u u f� ( ) i odkszta³cenia pod³u¿nego � �� ( )u ,
� �� ( )f , jak równie¿ zmian naprê¿enia � � �� ( ), � �� ( )u ,
� �� ( )f . Taki sposób przedstawienia wyników daje mo¿li-
woœæ pe³nego opisu kolejnych etapów deformacji prêta œciska-
nego i wyznaczenia energii wydatkowanej w procesie
œciskania.

W pracy przyjêto definicjê, w której warunkiem zachowania
statecznego jest mo¿liwoœæ równowa¿enia pracy wykonanej
przez si³y zewnêtrzne w postaci magazynowanej w prêcie
energii odkszta³cenia sprê¿ystego. Wyst¹pienie równowagi
statecznej prêta jest wiêc mo¿liwe w przypadku prêta, który
zachowuje zdolnoœæ do odkszta³cenia sprê¿ystego. Stan kry-
tyczny jest definiowany utrat¹ zdolnoœci prêta do odkszta³ceñ
sprê¿ystych – okreœlon¹ maksymaln¹ wartoœci¹ energii sprê-
¿ystej odkszta³cenia normalnego U

H
. Istotn¹ rolê odgrywa

równie¿ energia odkszta³cenia postaciowego. Jej maksymal-
na wartoœæ zostaje osi¹gniêta ju¿ w zakresie dokrytycznym,
co jest powodem pojawienia siê odkszta³cenia postaciowego
i dokrytycznego ugiêcia prêta. W zakresie dokrytycznym
i przy obci¹¿eniu si³¹ krytyczn¹ prêt zachowuje stateczn¹
ugiêt¹ postaæ.

longitudinal direction. Despite the decreasing value of the
force the column shortens axially and the value of shorten-
ing is directly proportional to the displacement u (Fig. 4b).
At the same time, considerable changes of lateral displace-
ment are accompanied by only a slight axial shortening �
(Fig. 4c). This indicates a significant role of shear strain.
This loss of stability is called the material instability limit
state. If the force is shifted beyond the cross-section core
boundary, of f = 0.98 mm, the rate of the process increases
significantly, which is caused by bending. The measuring
points are marked in Fig. 4. In this case, assumption of the
sinusoidal shape of the column is an approximation and
deformation of a buckled bar can be analysed only qualita-
tively. Such course of the phenomenon is similar to the
unstability which occurs during the tensile test, where
large necking deformation and elongation of the sample
are accompanied by a decrease of the force value.

5. CONCLUSIONS
Proper presentation of the study results is one of the es-
sential elements of a correct description of the analysed
phenomena. In the description of stability phenomenon
the conventional method of presenting the results by
P P f� ( ) graphs does not allow detailed tracking of the
respective compression and buckling stages. In this article
several methods were used to present the results of experi-
ment, including graphs of variation of force P P u� ( ),
components of displacement f f u� ( ), u u f� ( ), and lon-
gitudinal strain � �� ( )u , � �� ( )f , as well as variation of
stress � � �� ( ), � �� ( )u , � �� ( )f . With this method of
presentation it is possible to describe the successive
phases of deformation of a compressed column and deter-
mine the input of energy during the process of compres-
sion.

According to the definition adopted in this article, stable
behaviour of the column takes place when the work done
by external forces can be stored in the column volume as
elastic strain energy. Hence, the column can be in a state of
stable equilibrium only in the range of elastic deformation.
The critical state is defined by the point at which the col-
umn can no longer deform elastically after reaching the
maximum elastic strain energy of normal strain U

H
. The

shear strain energy also plays an important role. The shear
strain energy reaches the maximum level already in the
subcritical region, which initiates shear strain and causes
subcritical deflection of the column. Within the subcritical
range, as well as subjected to the critical load the column
remains stable in a deflected shape.
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W pracy rozwiniêto model ewolucji deformacji pojawiaj¹cych
siê podczas œciskania prêta. Zaproponowany model umo¿li-
wia pe³ny opis zjawisk towarzysz¹cych wyboczeniu i utracie
statecznoœci. W zaproponowanym opisie uwzglêdniono trzy
etapy deformacji: skrócenie prêta o osi prostoliniowej, etap
przejœciowy (odkszta³cenie postaciowe równoczesne z wybo-
czeniem prêta œciœliwego) oraz wyboczenie prêta o osi nieœciœ-
liwej. Warunkiem zakoñczenia pierwszego etapu deformacji
jest osi¹gniêcie maksymalnej wartoœci energii odkszta³cenia
postaciowego, co inicjuje odkszta³cenie postaciowe i pojawie-
nie siê przemieszczenia poprzecznego. O rozpoczêciu etapu
trzeciego decyduje warunek sztywnoœci. Ten etap deformacji
pojawi siê, gdy sztywnoœæ prêta w kierunku dzia³aj¹cej si³y
prêta jest równa jego sztywnoœci wzd³u¿nej. Nale¿y zauwa-
¿yæ, ¿e rozwi¹zanie Eulera dotyczy wyboczenia prêta o osi
nieœciœliwej, spe³nia wiêc warunki trzeciego etapu deformacji.
Proponowany w artykule model jest uzupe³nieniem rozwi¹za-
nia Eulera o zakres deformacji dokrytycznych.

W opisie deformacji prêtów œrednich smuk³oœci potwierdzono
istnienie zakresu smuk³oœci, w którym utrata statecznoœci wy-
stêpuje jako stan graniczny okreœlony przeskokami konfigura-
cji-skokowemu spadkowi si³y granicznej towarzyszy wzrost
strza³ki ugiêcia. W przypadku mniejszych smuk³oœci tego za-
kresu stan graniczny jest okreœlony niestatecznoœci¹ mate-
ria³ow¹.

Podsumowuj¹c nale¿y podkreœliæ, ¿e precyzyjne œledzenie ko-
lejnych etapów procesu œciskania i wyboczenia oraz uzyska-
nie pe³nej informacji o zniszczeniu prêta by³o mo¿liwe dziêki
zestawieniu wszystkich wymienionych w tym artykule sposo-
bów opisu wyników eksperymentu, nie tylko analizy zmian
obci¹¿enia i przemieszczenia poprzecznego, ale równie¿
zmian stanu naprê¿enia, przemieszczenia i odkszta³cenia
wzd³u¿nego. Zaproponowany w tej pracy model stanowi roz-
winiêcie i istotne uzupe³nienie modeli wykorzystywanych
w literaturze [8, 9, 17-19]. Dotychczasowa interpretacja wyni-
ków badañ eksperymentalnych na podstawie modelu bifur-
kacji [20-23] wydaje siê byæ niezadawalaj¹ca, a modele
uwzglêdniaj¹ce niedoskona³oœci kszta³tu i obci¹¿enia w opisie
odkszta³ceñ prêta œciskanego [3, 4, 9-11, 24-31], nie oddaj¹
w pe³ni etapów deformacji zakresu dokrytycznego.
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