
STRESZCZENIE. Cech¹ charakterystyczn¹ wielu mostów wyko-
nanych z zastosowaniem technologii betonowania nawisowego,
jako obiektów du¿ych rozpiêtoœci, s¹ nadmierne ugiêcia przêse³
wynikaj¹ce z procesów reologicznych zachodz¹cych w betonie
i stali sprê¿aj¹cej. Mosty takie podlegaj¹ monitoringowi, podczas
którego w odstêpach czasowych wykonywane s¹ tak¿e pomiary
geodezyjne. Na tej podstawie obserwuje siê zmiany linii ugiêcia
przêse³. W pracy analizuje siê przemieszczenia przêse³ jako skutki
pe³zania betonu. Rozpatruje siê szczególn¹ sytuacjê, gdy podczas
budowy przês³a nastêpuje zmiana technologiczna ze schematu
monta¿owego (wspornik) na uk³ad u¿ytkowy (belka ci¹g³a). Przy
przyjêciu modelu regularnego uk³adu trzyprzês³owego, uzyskano
rozwi¹zanie ogólne, z nastêpuj¹cymi parametrami mostu: ciê¿ar
w³asny i rozpiêtoœæ z analizowan¹ zmienn¹ w postaci wskaŸnika
pe³zania betonu. Zaproponowany algorytm wykorzystano w przy-
k³adach obliczeñ, gdzie przyjêto ró¿ne rozk³ady wskaŸników
pe³zania na d³ugoœci wsporników. Wyniki analiz odniesiono do
przyk³adu monitorowanego obiektu. Przedstawione w pracy analizy
mog¹ byæ przydatne do projektowania przêse³ jak równie¿ do oceny
bezpieczeñstwa eksploatowanych obiektów.
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ABSTRACT. A characteristic feature of many long-span cantile-
ver prestressed concrete bridges are excessive deflections of
their spans due to the rheological processes in the concrete and
in the prestressing steel. Such bridges are subject to monitoring
during which geodetic surveys are usually conducted. The latter
reveal changes in the deflection curves of the spans. In this
paper span displacements resulting from concrete creep are
analysed. A specific situation occurring when the span static
scheme is changed from the cantilever (assembly stage) to
continuous beam (exploitation stage) is considered. Assuming
a regular three-span structure, a general solution to the problem
is obtained for the following bridge parameters: dead load, span
length, and the variable concrete creep index. The proposed
algorithm is used in calculation examples in which different
creep index distributions along the cantilevers are assumed.
The results of the analyses are compared with the behaviour of a
monitored existing bridge of this type. The analyses presented in
this paper can be useful for the design of spans and the
assessment of the safety of such bridges which are in service.

KEYWORDS: assembly phase, cantilever concrete bridges,
cantilever concreting technology, creep of concrete, monitoring,
secondary moments.
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1. TECHNOLOGIA BETONOWANIA
NAWISOWEGO

Technologiê betonowania nawisowego mostów zastosowa³
po raz pierwszy w 1951 roku U. Finsterwalder przy budowie
mostu przez rzekê Lahn Bulduinstein. Na tej podstawie mo¿-
na stwierdziæ, ¿e wiek mostów wybudowanych w tej techno-
logii w wiêkszoœci przypadków nie przekroczy³ jeszcze
po³owy projektowego, 100-letniego okresu eksploatacji.
Obecnie na œwiecie u¿ytkowanych jest kilka tysiêcy mostów
tego typu [1, 2]. W Polsce, w latach 1963-1973 wspornikowa
metoda budowy przês³a zosta³a zastosowana w trzech mo-
stach: pierwszym – o przêœle betonowanym wykonanym
w technice nawisowej (most Bernardyñski w Bydgoszczy)
oraz dwóch, jako monta¿ segmentowy z prefabrykatów beto-
nowych (most Pomorski w Bydgoszczy i Przemys³awa w Po-
znaniu) [3]. Po wybudowanym w 1998 roku moœcie w Toru-
niu [3], a wiêc po 35 latach od pierwszego zastosowania tej
technologii w Polsce, powsta³a kolejna, znaczna ju¿ grupa
obiektów tego typu [4, 5-8]. Od tej pory przy pomocy techni-
ki nawisowej wybudowano wiele mostów, o których mowa
w niniejszym artykule. Krajowe doœwiadczenia w zakresie
stosowania technologii betonowania nawisowego s¹ zaled-
wie kilkunastoletnie.

Metoda betonowania (lub monta¿u) nawisowego nale¿y do
wspó³czesnych sposobów budowy mostów betonowych [6].
Jej zasadnicz¹ zalet¹ jest oszczêdnoœæ materia³u, kosztów
rusztowañ i deskowañ, a przede wszystkim mo¿liwoœæ rów-
noczesnego budowania przês³a w wielu miejscach. To ostat-
nie u³atwienie, a szczególnie cyklicznoœæ betonowania seg-
mentów, powoduje skrócenie czasu budowy mostu. Tech-
nologia betonowania nawisowego mostów jest efektywna
pod warunkiem, ¿e ich rozpiêtoœæ mieœci siê w przedziale
50 - 250 m.

Typowy dla tego typu mostów schemat pokazano na Rys. 1.
Charakterystyki geometryczne obiektu zosta³y dostosowane
do przyjêtej w fazie budowy technologii i uk³adu obci¹¿eñ.
W betonowych mostach sprê¿onych o du¿ej rozpiêtoœci
g³ówny wp³yw na rozk³ad si³ wewnêtrznych ma zastosowany
podczas budowy wsporników schemat statyczny. Klasycznie
ukszta³towany uk³ad konstrukcyjny wspornika sk³ada siê
z dŸwigara o przekroju skrzynkowym, którego wysokoœæ jest
zmienna.

Charakterystyczn¹ cech¹ wielu mostów, jako obiektów du-
¿ych rozpiêtoœci wykonanych z betonu sprê¿onego s¹ nad-
mierne ugiêcia przêse³ [9-13]. W niniejszej pracy nadmierne
ugiêcie oznacza przekroczenie dopuszczalnej wartoœci wska-
Ÿnika �= 1,25‰, zdefiniowanego wzorem:

1. CANTILEVER CONCRETING
TECHNOLOGY

The cantilever concreting technology was used for the first
time in 1951 by U. Finsterwalder during the construction
of a bridge over the Lahn Bulduinstein River. This means
that the age of most of the existing cantilever concrete
bridges has not exceeded half their design service life of
100 years. Today a few thousand bridges of this type are in
service in the world [1, 2]. In the years 1963-1973 in Po-
land the cantilever concreting technology was used in
three bridges: the first bridge with a cantilevered concrete
span (the Bernardyñski Bridge in Bydgoszcz) and two
segmental bridges made of precast concrete units (the
Pomorski Bridge in Bydgoszcz and the Przemys³aw I
Bridge in Poznañ) [3]. After the bridge built in Toruñ in
1998 [3], i.e. 35 years after this technology had been used
for the first time in Poland, another (this time quite numer-
ous) group of such bridges was built [4, 5-8]. Since that
time several bridges of the type considered in this paper
have been built using the cantilever concreting technol-
ogy.

The cantilever concreting (or cantilever assembly) tech-
nology is one of the modern bridge construction methods
[6]. Its major advantage are material, scaffolding and
formwork savings, but mainly the possibility of building
the different parts of the span simultaneously. Owing to
the latter advantage, especially the cyclic concreting of
segments, bridge construction time is shortened. The can-
tilever concreting of bridges is effective provided that
their span is within 50-250 m.

A scheme of such typical bridges is shown in Fig. 1. The
geometrical characteristics of the bridge were adjusted to
the construction technology and loads. In long-span pre-
stressed concrete bridges it is the static scheme adopted
for building cantilevers which is mainly responsible for
the distribution of internal forces. The cantilever's conven-
tional structural system has the form of a box girder with a
variable height.

A characteristic feature of many long-span prestressed
concrete bridges are excessive deflections of their spans
[9-13]. In this study an excessive deflection means ex-
ceeding the allowable value of index � = 1.25‰ defined
by the formula:

� �
w

L
, [‰] , (1)

where w [mm] means the displacement of the middle of
the span with length L [m].
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� �
w

L
, [‰] , (1)

gdzie w [mm] oznacza przemieszczenie œrodka przês³a o roz-
piêtoœci L [m].

Negatywnym przyk³adem redukcji nadmiernego ugiêcia jest
most Koror-Babelthaupt o rozpiêtoœci L = 241 m, wybudowa-
ny na wyspach Palau w Mikronezji na zachodnim wybrze¿u
Oceanu Spokojnego. W moœcie tym po 12 latach eksploatacji
wyst¹pi³o przemieszczenie w = 1200 mm, a wiêc �= 4,98‰.

A negative example of excessive deflection reduction is the
Koror-Babelthaupt Bridge with span length L = 241 m,
built on the Palau Islands in Micronesia on the western
coast of the Pacific. After 12 years of service displacement
w = 1200 mm, and so �= 4.98‰, occurred. After 18 years
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Fig. 1. Geometry of the bridge built in Kêdzierzyn-KoŸle
Rys. 1. Geometria mostu wybudowanego w Kêdzierzynie-KoŸlu

SIDE VIEW / WIDOK Z BOKU

CROSS-SECTION / PRZEKRÓJ A-A

CROSS-SECTION / PRZEKRÓJ B-B

W przês³ach budowanych metod¹ nawisow¹ prowadzone s¹
od dawna pomiary zmian niwelety mostów [6, 9, 11, 13-18].
W przypadku wiêkszoœci takich obiektów nie wystêpuj¹ pro-
blemy eksploatacyjne o których napisano w pracy [11]. Zja-
wisko du¿ych ugiêæ przêse³ rozpatrywane w artykule jest jed-
nak powszechne i jak do tej pory s³abo rozpoznane. Dobrze
udokumentowanym przyk³adem analizowanego zagadnienia
jest wybudowany na terenie pó³nocnej Norwegii most
Støvset [9]. Zastosowano w nim, w czêœci œrodkowej beton
lekki LC55, podobnie jak w przypadku drugiego norweskie-
go mostu Støma o rekordowej rozpiêtoœci przês³a œrodkowe-
go L = 301 m, który jest zlokalizowany w poludniowo-za-
chodnim rejonie kraju. Obydwa mosty stanowi¹ zatem
przyk³ad konstrukcji obiektów, pozwalaj¹cych na osi¹ganie
du¿ych rozpiêtoœci przêse³. W przypadku omawianego mostu
Støvset ju¿ po oœmiu latach od zakoñczenia budowy jego
ugiêcie w = 200 mm przekroczy³o wartoœæ projektow¹. Usta-
lono, ¿ê g³ówn¹ tego przyczyn¹ by³a niedoszacowana przez
projektantów odkszta³calnoœæ zastosowanego betonu lekkie-
go [9].

Changes in the vertical alignment of bridges built using
the cantilever concreting technology have been monitored
for a long time [6, 9, 11, 13-18]. In most such bridges no
exploitation problems considered in paper [11] have oc-
curred. However, the phenomenon of large deflections de-
scribed in the present paper is quite common and poorly
explored. A well-documented such case is the Støvset
Bridge in northern Norway [9]. Lightweight concrete
LC55 was used in its middle part, similarly as in another
Norwegian bridge – the Stølma Bridge with a record mid-
dle span length L = 301 m, located in the south-western
region of this country. The two bridges are examples of
bridge structures which can reach great span lengths. In
the case of the Støvset Bridge, already after eight years
since its completion the span deflection w = 200 mm ex-
ceeded the design value. The main cause of this was found
to be the deformability (underestimated by the designers)
of the lightweight concrete [9].



Po 18 latach eksploatacji wzros³o ono do wartoœci w = 1390
mm, a wiêc wskaŸnik � = 5,77‰ wielokrotnie przekroczy³
wartoœæ dopuszczaln¹ (1). Wzmacnianie konstrukcji z zasto-
sowaniem wtórnego sprê¿enia zakoñczy³o siê w przypadku
ww. obiektu niepowodzeniem, po krótkim zaœ okresie jego
dalszej eksploatacji – katastrof¹ budowlan¹ [11, 19].

2. EFEKT MONTA¯OWEGO PODPARCIA
PRZÊS£A

Zwykle przês³a przyleg³e do nawisowych o sta³ej wysokoœci
i zmiennych rozpiêtoœciach, jak na Rys. 1, wykonywane s¹
z zastosowaniem ró¿nych technologii np. nasuwania pod³u¿-
nego, betonowania na pe³nym rusztowaniu. Kolejne fazy
monta¿owe przeprowadzane w tych czêœciach mostu w znacz-
nym stopniu wp³ywaj¹ na analizowany w pracy uk³ad, reali-
zowany metod¹ nawisow¹. W trakcie budowy mostu na
zmiany przebiegu ugiêcia przês³a z betonu sprê¿onego
wp³ywa wiele czynników takich jak: pe³zanie betonu, pod-
parcie monta¿owe, straty sprê¿enia oraz samo wyposa¿enie.
Poni¿ej przeanalizowano przypadek przês³a o schemacie bel-
ki swobodnie podpartej z u¿yciem podpory monta¿owej jako
uk³adu statycznie wyznaczalnego. W celu pokazania zjawi-
ska wp³ywu pe³zania betonu z pominiêciem udzia³u sprê¿e-
nia i innych obci¹¿eñ wybrano najprostszy przyk³ad przês³a
(Rys. 2).

Za³o¿ono, ¿e przês³o ma sta³y przekrój poprzeczny i ciê¿ar
w³asny g. Ugiêcie belki w x

g
( ) zwi¹zane z jej sztywnoœci¹ na

zginanie EI opisano zatem zale¿noœci¹:
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W przypadku takiej belki funkcja ugiêcia ma postaæ:
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natomiast funkcja opisuj¹ca momenty zginaj¹ce:
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Gdy materia³ belki podlega pe³zaniu wyra¿onemu przez
wspó³czynnik � [20, 21], nastêpuje zmiana jej sztywnoœci,
któr¹ uwzglêdnia zale¿noœæ:

EI
E t I

� �
�

�
( )

1
, (5)

st¹d funkcja ugiêcia przybiera dalej postaæ:
w x w x

g� �( ) ( ) ( )� � �1 . (6)

W belce o schemacie przedstawionym na Rys. 2 nie zmie-
niaj¹ siê momenty zginaj¹ce, co potwierdza zale¿noœæ:

of service life it increased to w = 1390 mm, and so � =
5.77‰ exceeded the allowable value many times (1). The
strengthening of the bridge by means of additional
prestressing ended in failure and, shortly after the bridge
was put back into service, in its structural collapse [11, 19].

2. EFFECT OF TEMPORARY SUPPORT
OF SPAN

The spans adjacent to cantilever spans, having a constant
height and variable lengths (Fig. 1), are usually con-
structed using various methods, such as incremental
launching and full-scaffold concreting. The next erection
operations performed in these parts of the bridge consider-
ably affect the structural system built using the cantilever
concreting technology. During bridge construction many
factors, such as the creep of the concrete, the temporary
supports, the losses of prestress, and the nonstructural ele-
ments, have an influence on changes in the deflection of
the span made of prestressed concrete. Concrete creep ef-
fects are presented below, on a simple example of a span,
without taking into consideration prestressing and other
loads (Fig. 2).

It is assumed that the span has a constant cross-section and
dead load g. The beam’s deflection w x

g
( )depending on its

bending stiffness EI is described by the relation:
d w

dx
g EI

g

4

4
� � .

(2)

In the case of such beam, the deflection function has the
form:
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and the function describing the bending moments is as fol-
lows:

M x
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When the beam’s material is subject to creep expressed by
coefficient � [20, 21], its stiffness changes, which is ex-
pressed by the relation:
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Fig. 2. Static scheme of a span with a a temporary support
Rys. 2. Schemat statyczny przês³a z podpor¹ monta¿ow¹
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W równaniu (5) modu³ sprê¿ystoœci betonu E t( ) jest funkcj¹
zmienn¹ czasu t.

Poni¿ej rozpatrzono belkê, w której œrodku rozpiêtoœci zasto-
sowano podparcie monta¿owe, jak na Rys. 2. Do celów obli-
czeñ in¿ynierskich wp³yw podparcia przyjêto jako od-
dzia³ywanie si³y o wartoœci R. Wówczas funkcja ugiêcia
przybra³a nastêpuj¹c¹ postaæ:

w x w x w x w x
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gR g R g

( ) ( ) ( ) ( )� � � � �
�

�
��

	



��

3 2

212

3

4
.
(8)

Je¿eli rozpatruje siê równoczesne oddzia³ywanie na belkê
ciê¿aru w³asnego i reakcjê podpory monta¿owej to w wyniku
zjawiska pe³zania funkcja ugiêcia przyjmie postaæ analo-
giczn¹ do (6), czyli:

w x w x
gR� �( ) ( ) ( )� � �1 . (9)

Zgodnie ze wzorem (9) przyrost ugiêcia w� zale¿y od warto-
œci wspó³czynnika pe³zania � i reakcji podpory monta¿owej
R. Wynikaj¹ce z usuniêcia podpory monta¿owej ugiêcie,
spowodowane ca³kowit¹ redukcj¹ si³y R wynosi wiêc:

w x w x w x w x w x w x
r R g g R
( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]� � � � �� � .(10)

Wp³yw pe³zania i podpory monta¿owej na przyrost ugiêcia
odniesiony do doraŸnego ugiêcia belki w x

g
( ) zosta³ zapisany

w postaci zale¿noœci:

A x
w x w x

w x

w x w x

w x

r g
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g R
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( ) ( )
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(11)

Na Rys. 3a zilustrowano symetryczn¹ wzglêdem podpory
funkcjê ugiêcia. W legendzie wykresów przyporz¹dkowano
ugiêciom okreœlone wartoœci – wynikaj¹cego z pe³zania –
wspó³czynnika � . W podanym przyk³adzie obliczeñ przy-
jêto R = 0,3 · gL. Wartoœci A(x) zaznaczone na Rys. 3a
s¹ ma³e, co wynika z du¿ej wartoœci si³y R, powoduj¹cej re-
dukcjê ugiêcia w w

gR g
� /20, gdy x = L/2.

Gdyby do obliczenia funkcji ugiêcia w x
r
( ) zastosowaæ zasa-

dê analogiczn¹ jak w przypadku okreœlania momentów zgi-
naj¹cych ze wzoru (7) to mo¿na otrzymaæ kolejn¹ zale¿noœæ:

M x
d w

dx
EI M x M x

r

r

g R
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�

2

2 1�
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,
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gdzie M x R x
R

( ) � � /2. Analizuj¹c wp³yw podpory monta-
¿owej i pe³zania na momenty zginaj¹ce na podstawie linii
ugiêcia w x

r
( ) uzyskuje siê zatem symetryczn¹ wzglêdem

podpory funkcjê, która ma nastêpuj¹c¹ postaæ:
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hence the deflection function assumes the form:

w x w x
g� �( ) ( ) ( )� � �1 . (6)

The bending moments in the beam with the static scheme
shown in Fig. 2 do not change, which is confirmed by the
relation:

M x M x
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In equation (5) the modulus of elasticity of concrete E t( ) is
a variable function of time t.

A beam with a temporary support at its midspan, as shown
in Fig. 2, is considered below. For engineering calcula-
tions the effect of the support is assumed as force action
value R. Then the deflection function assumes the follow-
ing form:
w x w x w x w x
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If the simultaneous action of the dead load and the tempo-
rary support reaction is considered, then as a result of creep
the deflection function assumes a form analogous to (6), i.e.

w x w x
gR� �( ) ( ) ( )� � �1 . (9)

According to formula (9), the increment in deflection w�

depends on the value of creep coefficient � and temporary
support reaction R. Therefore the deflection resulting from
the removal of the temporary support, caused by the total
reduction of force R, amounts to:
w x w x w x w x w x w x

r R g g R
( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]� � � � �� � .(10)

The effect of the creep and the temporary support on the
increment in deflection, in relation to short-term beam de-
flection w x

g
( ), is expressed as follows:
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Fig. 3a shows the deflection function acting symmetri-
cally relative to the support. In the diagram legend the dis-
placements are assigned specific values resulting from
creep coefficient� . In the calculation example R = 0.3 · gL
was assumed. The values of A(x) in Fig. 3a are low, which
is due to the high value of force R causing deflection re-
duction w w

gR g
� /20 when x = L/2.

If a similar principle as the one used to calculate bending
moments from formula (7) is adopted to determine deflec-
tion function w x

r
( ), one gets the following relation:

M x
d w
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EI M x M x
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Nastêpnie wynik obliczeñ z równania (12) odniesiono do sy-
tuacji obci¹¿enia belki momentem M x

g
( ) bez zastosowania

podpory monta¿owej, jak na Rys. 2. Gdy wspó³czynnik� = 0
z równania (12) uzyskuje siê M

r
= M

g
, a st¹d B = 0. Zatem

w przeprowadzonych obliczeniach momentów zginaj¹cych
na podstawie linii ugiêcia przês³a zostaje zapisany œlad
uwzglêdniaj¹cy zastosowanie podpory monta¿owej. Œlad ten
jest ma³y, gdy okres podparcia jest krótki (ma³a wartoœæ �)
i zanika w wyniku dalszego pe³zania, jak w schemacie u¿yt-
kowym czyli belki swobodnie podpartej. Przyk³adowa belka
zachowuje siê wiêc jak cia³o z pamiêci¹ kszta³tu [22].

Z powy¿ej przedstawionego w pracy przyk³adu wynika, ¿e
w przypadku mostów budowanych z wykorzystaniem ró¿-
nych technologii, poszczególne fazy monta¿owe mog¹ mieæ
istotny wp³yw na realizacjê metod¹ nawisow¹ uk³adu kon-
strukcyjnego przêse³. Z tego powodu w dalszej czêœci artyku³u
rozpatrywana bêdzie konstrukcja o schemacie belki trzy-
przês³owej, wykonana wy³¹cznie z zastosowaniem technolo-
gii betonowania nawisowego [6], a nie taka jak na Rys. 1.

where M x R x
R

( ) � � /2. Hence analysing the effect of the
temporary support and creep on the bending moments on
the basis of deflection curve w x

r
( ) one gets the following

function symmetric relative to the support:

B x
M x M x

M x

L

L x

r g

g

( )
( ) ( )

( ) ( )
�

�
�

� �
�

�1

3

10
.

(13)

The result obtained from equation (12) was applied to the
situation when the beam is loaded with moment M x

g
( ),

but there is no temporary support (Fig. 2). When coeffi-
cient � = 0, from equation (12) one gets M

r
= M

g
, and so

B = 0. Thus in the calculations of bending moments per-
formed on the basis of the span deflection curve there is
a trace representing the use of the temporary support. This
trace is minor when the temporary support time is short
(the value of � is low) and disappears as a result of further
creep, as in the exploitation scheme of the simply sup-
ported beam. This means that the exemplary beam be-
haves as a shape-memory body [22].

It follows from the above example that in the case of
bridges erected using different methods, the particular
erection phases can have a significant effect on the realiza-
tion of the structural layout of the spans by means of the
cantilever concreting technology. Therefore a three-span
beam structure built using exclusively the cantilever con-
creting technology [6] (as opposed to the case shown in
Fig. 1) is considered below.

3. SYMMETRICAL THREE-SPAN
STRUCTURE
Let us analyse a structure symmetrical relative to the cantile-
ver closure, and with a regular layout of supports with span
lengths L/2 + L + L/2 (Fig. 4). It is assumed that the two parts
of the span were built simultaneously, which resulted in
constant (identical) creep � of the concrete in all the seg-
ments along the whole length of the cantilevers. No struc-
tural prestress present in the structure was taken into account
in the design computations. Hence symmetrical identical
cantilever deflections w

m
are assumed to occur during con-

struction (Fig. 4a). If the reference frame over the intermedi-
ate piers changes as a result of an angular transformation,
then the deflection curve shown in Fig. 4b is obtained.

But the hypothetical deflection curve shown in Fig. 4b
never occurs in practice. Moreover, the span's axis of iner-
tia is not a straight line. Also angle 


g
visible in Fig. 4b

usually does not form as the structure is being closed. In
practice, when building the successive spans a precamber
is used to obtain a deck slab grade line resembling a circu-
lar section. The deflection curve shown in Fig. 4b is used
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Fig. 3. Dimensionless indices of: a) deflection changes A(x),
and b) bending moments B(x) depending on the concrete creep
Rys. 3. Bezwymiarowe wskaŸniki: a) zmian ugiêcia A(x) i b)
momentów zginaj¹cych B(x) w zale¿noœci od pe³zania betonu

a)

b)
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3. SYMETRYCZNY UK£AD
TRZYPRZÊS£OWY
Poni¿ej przeanalizowano przês³o o budowie symetrycznej
wzglêdem styku nawisów, regularnym uk³adzie podpór
i o rozpiêtoœciach L/2 + L + L/2 (Rys. 4). Za³o¿ono, ¿e oby-
dwie czêœci przês³a wykonano równoczeœnie, co spowodo-
wa³o sta³e (jednakowe) pe³zanie betonu� we wszystkich seg-
mentach na ca³ej d³ugoœci wsporników. W obliczeniach
projektowych nie uwzglêdniono zjawiska sprê¿enia, które
wystêpuje w konstrukcji. W wyniku powy¿szych za³o¿eñ
przyjêto, ¿e podczas budowy wystêpuj¹ symetryczne, jedna-
kowe ugiêcia wsporników w

m
(Rys. 4a). Je¿eli w rezultacie

transformacji k¹towej nad podporami poœrednimi nast¹pi
zmiana uk³adu odniesienia, wówczas otrzymamy liniê ugiê-
cia pokazan¹ na schemacie u¿ytkowym (Rys. 4b).

Jednak w praktyce przedstawiona na Rys. 4b hipotetyczna
linia ugiêcia nigdy nie wystêpuje. Oœ bezw³adnoœci przês³a
równie¿ nie jest lini¹ prost¹. W chwili zwierania konstrukcji
widoczny na Rys. 4b k¹t 


g
te¿ zwykle nie tworzy siê.

W praktyce podczas budowy kolejnych segmentów stosuje
siê podniesienie wykonawcze, aby w jego rezultacie uzyska-
na niweleta p³yty pomostowej by³a zbli¿ona do wycinka ko³a.
Zilustrowana na Rys. 4b linia ugiêcia wykorzystywana jest
w schemacie obliczeniowym wy³¹cznie przy za³o¿eniu, ¿e oœ
przês³a jest lini¹ prost¹, a ugiêcie w œrodku rozpiêtoœci 2w

m

wynika z oddzia³ywania ciê¿aru w³asnego w belce o zmien-
nej sztywnoœci EI(x).

W przypadku przyjêcia ci¹g³ego schematu trzyprzês³owego
dalsze przemieszczenia przêse³ odbywaj¹ siê po zwarciu kon-
strukcji (Rys. 5b). W celu uzyskania ci¹g³oœci linii ugiêcia
niezbêdne s¹ zatem, widoczne na Rys. 5a, dodatkowe – spo-
wodowane reologi¹ – momenty M x

w
( ) o charakterystyce

analogicznej do momentów wzbudzonych, wystêpuj¹cych
w konstrukcjach sprê¿onych:

M x M M x
w

( ) ( )� �� 
 . (14)
gdzie M � jest momentem powsta³ym w styku nawisów, na-
tomiast M x
 ( ) jest funkcj¹ œledz¹c¹ k¹t obrotu w styku. Do
obliczenia wartoœci M � wykorzystuje siê za³o¿enie o zaniku
k¹ta


g
(Rys. 4b) do wartoœci zerowej (Rys. 5b) spowodowa-

ne oddzia³ywaniem momentu wzbudzonego M x
w

( ). Nato-
miast przyrost k¹ta 


g
na skutek pe³zania betonu w belce

o zmiennej sztywnoœci EI(x) obliczany jest ze wzoru Mohra:

�
 ��

�� � �� 








g

g
L

g g

M x M x

EI x
dx

x M x dx

�
�

�

� � � �

�
( ) ( )

( )

( ) ( )

0

� .
0

L

�

(15)

in the computational scheme exclusively under the as-
sumption that the span’s axis is a straight line and mid-span
deflection 2w

m
results from the action of the dead load in a

beam with variable stiffness EI(x).

In the case of a continuous three-span scheme, further dis-
placements of the spans take place after closure of the
main span (Fig. 5b). In order to obtain a continuous deflec-
tion curve, additional rheologically induced moments
M x

w
( ) (shown in Fig. 5a) with a characteristic similar to

that of the secondary moments occurring in prestressed
structures are needed:

M x M M x
w

( ) ( )� �� 
 . (14)
where M � is a moment in the span closure while M x
 ( ) is a
function following the angle of rotation in the closure. The
assumption concerning the decrease of angle 


g
(Fig. 4b) to

zero (Fig. 5b) due to the action of secondary moment
M x

w
( ) is used to calculate the value of M � . The increment

of angle 

g
due to the creep of concrete in the beam with

variable stiffness EI(x) is calculated from the Mohr’s equa-
tion:

�
 ��

�� � �� 








g

g
L

g g

M x M x

EI x
dx

x M x dx

�
�

�

� � � �

�
( ) ( )

( )

( ) ( )

0

� .
0

L

�

(15)

Moments M
w

caused by the creep of concrete increase
once the structure is closed and so angle 


w
is regarded to

be a function of coefficient �:

� �
�

� � ��( )
( ) ( )

( )
( )1 1

0

�� �� 
�

 


� �
�M

M x M x

EI x
dx M

L

.
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Fig. 4. Computational scheme used for calculations of secondary
moments: a) deflection curve, b) deflection transmission,
c) following function of an induced moment,
Rys. 4. Schemat obliczeniowy wykorzystywany do obliczeñ
momentów wzbudzonych: a) linia ugiêcia, b) transmisja ugiêcia,
c) funkcja œledz¹ca momentu wzbudzonego

a)

b)

c)



w

(16)



Momenty M
w

spowodowane pe³zaniem betonu narastaj¹ od
chwili zwarcia konstrukcji, a wiêc k¹t 


w
traktowany jest

jako funkcja wspó³czynnika �:



�� �



w

M
M x

�

� �( )
( )

1
�

� � ��
M x

EI x
dx M

L



� �
��� 


( )

( )
( )1

0

.

(16)

Poniewa¿ podczas pe³zania sumaryczne wartoœci obydwu
momentów M

g
i M

w
podlegaj¹ zmianom, we wzorach (15)

i (16) oraz w dalszej czêœci pracy uwzglêdniono to wprowa-
dzaj¹c wspó³czynnik relaksacji �, zaproponowany przez H.
Trosta w [20].

Przy za³o¿eniu równoœci k¹tów wyra¿onych wzorami (15)
i (16), wartoœæ momentu zginaj¹cego M � w styku nawisów
mo¿na obliczyæ z równania:

M B
g

�

�

�
� �

��
��







��
��

�
�

�
�1 1

.
(17)

W kolejnym kroku mo¿na tak¿e wyznaczyæ wartoœci mo-
mentów zginaj¹cych wi¹¿¹c schemat monta¿owy (Rys. 4b)
z u¿ytkowym (Rys. 5b) przy pomocy zale¿noœci:

M M x B M x
g g� � 
� � �( ) ( ) . (18)

Wykorzystuj¹c wzory (14) i (18) mo¿na tak¿e powi¹zaæ mo-
menty zginaj¹ce M

g
i M

w
porównuj¹c zgodnoœci prze-

mieszczeñ w styku zgodnie z zale¿noœci¹:

M x M x M x
g g w� �� ��( ) ( ) ( ) ( )� � � �1 , (19)

i dalej przekszta³caj¹c j¹ otrzymujemy:

M x M x
g gw� ��( ) ( )� � . (20)

Funkcja M x
gw

( ) jest reologiczn¹ charakterystyk¹ analizo-
wanego mostu, gdy¿ przy ciê¿arze w³asnym g x( ) oraz
sztywnoœci EI(x) zostaj¹ spe³nione warunki podporowe belki
oraz nastêpuje ci¹g³oœæ w styku w fazie eksploatacyjnej, a za-
tem:

�� 
M x M x

EI x
dx

gw
L ( ) ( )

( )

�
�� 0

0

.
(21)

Zale¿noœæ (21) s³u¿y do obliczeñ przemieszczeñ zaznaczo-
nych na Rys. 5b. W przypadku obliczeñ ugiêcia punktu i ko-
rzystaj¹c ze wzoru Mohra otrzymujemy nastêpuj¹c¹ korela-
cjê:

w
M x M x

EI x
dx

i

gw i�
�

����
( ) ( )

( )

� ���� �
gw i

x M x dx( ) ( )

(22)

Z równania (22) wynika, ¿e po zwarciu nawisów w przêœle
ugiêcia narastaj¹ proporcjonalnie do pe³zania betonu�� . We
wzorach Mohra (15) oraz (22) wystêpuj¹ funkcje œledz¹ce
przemieszczenia k¹towe M 
 oraz ugiêcie M

i
. W wyniku

odpowiednich przekszta³ceñ obydwu zale¿noœci, funkcje

Since during creep the total values of moments M
g

and
M

w
change, this is taken into account in formulas (15)

and (16) and further in this paper by introducing relax-
ation coefficient � proposed by H. Trost [20].

Assuming the angles expressed by formulas (15) and (16)
to be equal, the value of bending moment M � in the span
closure can be calculated from the equation:

M B
g

�

�

�
� �

��
��







��
��

�
�

�
�1 1

.
(17)

Then one can also determine the values of the bending mo-
ments by interrelating the assembly stage scheme (Fig. 4b)
with the exploitation stage scheme (Fig. 5b) through the
relation:

M M x B M x
g g� � 
� � �( ) ( ) . (18)

Using formulas (14) and (18) one can also interrelate bending
moments M

g
and M

w
by comparing the agreement between

the displacements in the span closure in accordance with the
relation:

M x M x M x
g g w� �� ��( ) ( ) ( ) ( )� � � �1 . (19)

By transforming the above relation one gets:

M x M x
g gw� ��( ) ( )� � . (20)

Function M x
gw

( ) is a rheological characteristic of the
analysed bridge since at dead load g x( ) and stiffness EI(x)
the beam support conditions are satisfied and continuity in
the span closure occurs in the exploitation phase. Hence:

�� 
M x M x

EI x
dx

gw
L ( ) ( )

( )

�
�� 0

0

.
(21)

Relation (21) is used to calculate the displacements
marked in Fig. 5b. When calculating the deflection of a
point, using the Mohr formula, one gets:
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Fig. 5. Bending moments (a), and beam deflection (b) after
span closure
Rys. 5. Momenty zginaj¹ce (a) i ugiêcie belki (b) po zwarciu
przêse³

a)

b)



momentów oraz sztywnoœci powi¹zano z funkcj¹ zmiany
krzywizny belki na skutek realizacji kolejnych etapów mon-
ta¿owych:
• podczas budowy wspornika

�
g

g
x

M x

EI x
( )

( )

( )
� ,

(23)

• po zwarciu konstrukcji

�
gw

gw
x

M x

EI x
( )

( )

( )
� .

(24)

Obydwie funkcje (zale¿noœci) s¹ wykorzystywane do obli-
czania przemieszczeñ przês³a. Na Rys. 6 porównano je ze
sob¹.

W celu obliczeñ z wykorzystaniem opisanego algorytmu
przyjêto rozpiêtoœæ przês³a g³ównego L = 120 m oraz parame-
try geometryczne przekrojów zestawione w Tabl. 1, iden-
tyczne jak w przypadku mostu £any k. Wroc³awia [6]. W re-
zultacie uzyskano:

• momenty zginaj¹ce M
gL

g
�

2

6 398,
, M

gL
�

��
��

�
�

2

2915 1,
,

• k¹ty w styku nawisów 
�
g

gL

EI
�

�

3

99 958,
, 
�

� �
�

L

EI3 428,
,

• przemieszczenia 
 

��

L P

gL

EI
� �

�
�

3

404 8,
. w

gL

EI
�

�
�

4

560 3

��
,

.

W przedstawionych przyk³adach obliczeñ oraz w dalszej czê-
œci artyku³u si³a roz³o¿ona równomiernie od ciê¿aru w³asne-
go g A� �

0
( , )A � 9 689 2m oraz moment bezw³adnoœci I =

9,962 m 4 dotycz¹ przekroju o najmniejszej wysokoœci (nr 1
w Tabl. 1). W obliczeniach wykorzystano oczywiœcie funkcje
zmienne g(x) oraz I(x).

w
M x M x

EI x
dx x M x dx

i

gw i

gw i
�

�
� �� ��� �� �

( ) ( )

( )
( ) ( ) .

It follows from equation (22) that after the cantilevers are
closed the deflections in the span increase proportionally
to concrete creep �� .

In the Mohr’s formulas (15) and (22) there are the follow-
ing functions of angle displacement M 
 and deflection
M

i
. Through appropriate transformations of the two rela-

tions the functions of moments and stiffness were
interrelated with the function representing the change in
the beam’s curvature, resulting from the completion of the
successive assembly phases:
• during cantilever erection

�
g

g
x

M x

EI x
( )

( )

( )
� ,

(23)

• after span closure

�
gw

gw
x

M x

EI x
( )

( )

( )
� .

(24)

The two functions (relations) are used to calculate the displa-
cements of the span, but in different construction phases. The
functions are compared in Fig. 6.

Similarly as in the case of the £any Bridge near Wroc³aw [6],
the main span length L = 120 m and the geometric parameters
of the cross-sections collected in Table 1 were assumed for
the calculations performed using the above given algorithm.
As a result, the following results were obtained:

• bending moments M
gL

g
�

2

6398.
, M

gL
�

��
��

�
�

2

2915 1.
,

• angles in the span closure 
�
g

gL

EI
�

�

3

99958.
,


�
� �

�
L

EI3 428.
,

• displacements 
 

��

L P

gL

EI
� �

�
�

3

4048.
. w

gL

EI
�

�
�

4

5603

��
.

.

In the calculation examples and further in this paper the
uniformly distributed force generated by dead load g A� �

0
( . )A � 9689 2m , and moment of inertia I = 9.962 m 4 apply to
the cross-section with the lowest height (no. 1 in Table 1).
Naturally, variable functions g(x) and I(x) were used in the
calculations.

In engineering practice, similarly as in the examples pro-
vided in this paper, a numerical continuous beam model is
used. As a result of such calculations the values of two
functions: M x

g
( ) and M x

gw
( ) are obtained. Then, using

formula (19), one calculates secondary moments:

M x
M x M x

w

g gw( )
( ) ( )

�
� �

�

��

��1
.

(25)
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Fig. 6. Curvature changes along the cantilever span
Rys. 6. Zmiany krzywizny na d³ugoœci przês³a nawisowego

(22)



W praktyce in¿ynierskiej, podobnie jak w przyk³adach poda-
nych w pracy, korzysta siê z modelu numerycznego belki
ci¹g³ej. W rezultacie jako wyniki obliczeñ uzyskuje siê dwie
funkcje M x

g
( ) i M x

gw
( ). St¹d z kolei, wykorzystuj¹c wzór

(19), obliczane s¹ momenty wzbudzone:

M x
M x M x

w

g gw( )
( ) ( )

�
� �

�

��

��1
.

(25)

Do celów projektowych istotna jest redukcja momentów po-
wsta³ych po betonowaniu nawisowym M x

g
( ), spowodowa-

nych wystêpowaniem momentów wzbudzonych M x t
w

( , )
jako funkcji zmiennej w czasie:

M x t M x M x t
g w

( , ) ( ) ( , )� � . (26)

Pe³zanie betonu, które nastêpuje wskutek dzia³ania sta³ych i
d³ugotrwa³ych obci¹¿eñ jest wielkoœci¹ tak¿e zmienn¹ w cza-
sie �( )t .

4. NIESYMETRYCZNE PE£ZANIE
W SYMETRYCZNYM UK£ADZIE
TRZYPRZÊS£OWYM
Jeœli symetryczne wsporniki obydwu przêse³ (Rys. 5) wyko-
nano w ró¿nych warunkach klimatycznych (innym czasie bu-
dowy) proces pe³zania w obydwu czêœciach bêdzie przebie-
ga³ odmiennie. Wobec tego schemat przemieszczeñ styku
po³¹czenia bêdzie wykazywa³ zarówno ró¿nicê ugiêæ jak
równie¿ k¹tów, co ilustruje Rys. 7a. Niesymetryczna bêdzie
tak¿e linia ugiêcia. W tym przypadku wprowadzono zmie-
nion¹ wartoœæ funkcji pe³zania 3��/2 po stronie lewej, pozo-
stawiaj¹c po prawej stronie wartoœæ poprzedni¹ czyli �� .
Wówczas jako wynik obliczeñ uzyskano nastêpuj¹ce para-
metry:

For design purposes it is essential to reduce moments
M x

g
( ) arising after cantilever concreting, caused by the

occurrence of secondary moments M x t
w

( , ) as the time-
variable function:

M x t M x M x t
g w

( , ) ( ) ( , )� � . (26)

Also the creep of concrete, resulting from the action of
constant and long-term loads, is a time-variable quantity
�( )t .

4. ASYMMETRICAL CREEP IN
A SYMMETRICAL THREE-SPAN
STRUCTURE
If the symmetrical cantilevers of the two spans (Fig. 5) are
erected in different climatic conditions (in different con-
struction periods), the process of creep will proceed dif-
ferently. Consequently, the scheme of the displacements
in the span closure zone will show a difference in both de-
flections and angles, as illustrated in Fig. 7a. Also the de-
flection curve will be asymmetrical. In this case, a
variable creep function value 3��/2 was introduced on
the left side, while the previous value, i.e. �� , remained
on the right side. The calculation results gave the follow-
ing values:

• bending moments M
gL

P�
���

2

4026.
, M

gL
L�

���
2

2364.
,

• angles in the overhang contact 

��

P

gL

EI
�

�
�

3

3488.
,



��

L

gL

EI
�

�

3

3123.
,

• span closure deflection w
gL

EI
�

�
�

4

4552

��
.

.
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Table 1. Geometrical parameters of cantilever cross-sections
Tablica 1. Parametry geometryczne przekroju poprzecznego wsporników

Cross-section No.
Nr przekroju

Height
Wysokoœæ

x [m]

Cross-section area
Pole przekroju

A [m2]

Moment of inertia
Moment

bezw³adnoœci
I [m4]

Cross-section No.
Nr przekroju

Height
Wysokoœæ

x [m]

Cross-section
area

Pole przekroju
A [m2]

Moment of inertia
Moment

bezw³adnoœci
I [m4]

1 0 9.6889 9.962 9 35 12.6549 29.331

2 1 9.6889 9.962 10 39 13,3938 35,897

3 6 9.7531 10.268 11 43 14.2148 44.052

4 11 9.9455 11.215 12 47 16.0261 66.382

5 16 10.2662 12.891 13 51 16.1032 81.294

6 21 10.7152 15.442 14 55 17.1705 99.282

7 26 11.2925 19.082 15 59 18.3199 99.282

8 31 11.9981 24.094 16 60 18.3199 99.282



• momenty zginaj¹ce M
gL

P�
���

2

40 26,
, M

gL
L�

���
2

23 64,
,

• k¹ty nad podporami 

��

P

gL

EI
�

�
�

3

348 8,
, 


��
L

gL

EI
�

�

3

312 3,
,

• ugiêcie styku przêse³ w
gL

EI
�

�
�

4

455 2

��
,

.

W praktyce wsporniki nawisów wykonuje siê sukcesywnie
segment po segmencie. Zatem segmenty przypodporowe wy-
konane najwczeœniej wykazuj¹ mniejsze pe³zanie (po zwar-
ciu konstrukcji) ni¿ segmenty po³o¿one bli¿ej strefy ³¹czenia.
Maj¹c to na wzglêdzie w dalszej czêœci artyku³u rozpatrzono
modyfikacjê przyjêtego modelu poprzez uwzglêdnienie zró¿-
nicowania czasu budowy poszczególnych segmentów. Pe³za-
nie w segmentach rozk³ada siê wed³ug zasady opisanej wzo-
rem:

�
�

k
k

�

�

4

3
15

, (27)

gdzie k jest numerem kolejnego przekroju w segmencie
(Tabl. 1), natomiast � ��

15
oznacza pe³zanie w ostatnim

przekroju segmentu (k = 15) przed miejscem po³¹czenia
w nawisie po prawej stronie (w nawisie po stronie lewej
� �

15
3� /2. W tym przypadku schemat przemieszczeñ styku

po³¹czenia przêse³ wykazuje zarówno ró¿nicê ugiêæ jak
i k¹tów (Rys. 7a). W rezultacie przeprowadzonych obliczeñ
uzyskano nastêpuj¹ce wyniki:

• momenty zginaj¹ce M
gL

P�
���

2

43 27,
, M

gL
L�

���
2

24 61,
,

• k¹ty nad podporami 

��

P

gL

EI

3

382 8

�
�,

, 

��

L

gL

EI
�

�
�

3

343 0,
,

• ugiêcie styku przêse³ w
gL

EI
�

�
�

4

498 3

��
,

.

Podobnie jak w poprzednim przyk³adzie, linia ugiêcia jest
niesymetryczna. Przedstawione wyniki dok³adnie modeluj¹
warunki realnie spotykane na budowie obiektu mostowego.

Na Rys. 8 porównano linie ugiêcia powsta³e w przês³ach
o identycznej geometrii i rozk³adzie ciê¿aru w³asnego. Krzy-
we ugiêcia, które s¹ funkcj¹ wspó³czynnika pe³zania betonu
�( )x , przedstawiono w odniesieniu do trzech wariantów:

1) jednakowych wartoœci wspó³czynnika w segmentach
i ca³ym obiekcie,

2) zró¿nicowanych wartoœci wspó³czynnika w nawisach,

3) zró¿nicowanych wartoœci wspó³czynnika w segmentach
nawisów.

W ka¿dym z tych przypadków wartoœci momentów zgi-
naj¹cych przed zwarciem przêse³ M x

g
( ) by³y takie same.

In practice, cantilevers are built successively: segment af-
ter segment. Hence the near-support segments (built first)
show the smallest creep (after the structure is closed) in
comparison with the creep in the segments situated closer
to the span closure. Therefore a modification of the
adopted model, taking into account the different periods of
construction of the particular segments, is considered fur-
ther in this paper. Creep in the segments is distributed ac-
cordingly to the formula:

�
�

k
k

�

�

4

3
15

, (27)

where k is the number of the next cross-section in a seg-
ment (Table 1), while � ��

15
stands for creep in the seg-

ment’s last cross-section (k = 15) before the closure zone
in the right side cantilever (in the left side cantilever
� �

15
3� /2). In this case, the scheme of mid-span displace-

ment (in closure zone) shows a difference in both deflec-
tions and angles (Fig. 7a). The calculation results gave the
following parameters values:

• bending moments M
gL

P�
���

2

4327.
, M

gL
L�

���
2

2461.
,

• angles in the overhang contact 

��

P

gL

EI

3

3828

�
�.

,



��

L

gL

EI
�

�
�

3

3430.
,

• span closure deflection w
gL

EI
�

�
�

4

4983

��
.

.

Similarly as in the previous example, the deflection curve
is asymmetrical. The results accurately model the actual
conditions existing on bridge construction sites.

Deflection curves for spans identical in terms of their ge-
ometry and dead load distribution are compared in Fig. 8.
The deflection curves, being a function of concrete creep
coefficient �( )x , describe the following three cases:
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Fig. 7. Computational scheme for deflection of spans after their
closure: a) asymmetrical deflection, b) symmetrical deflection
Rys. 7. Schemat obliczeniowy linii ugiêcia przêse³ po ich zwarciu:
a) ugiêcie niesymetryczne, b) ugiêcie symetryczne

a)

b)



Z uwagi na wystêpowanie momentów wzbudzonych M x
w

( ),
nast¹pi³o w wyniku pe³zania betonu zró¿nicowanie linii ugiê-
cia. Z tego powodu na wykresach w(x) zamieszczonych na
Rys. 8 nie wystêpuje symetria deformacji przês³a, widoczna
wczeœniej na Rys. 5b. W celu oznaczenia na wykresach warto-
œci rzêdnych w(x) przyjêto, ¿e �� � gL4 /EI = 123 m, wprowa-
dzaj¹c do ilorazu odpowiednie parametry fizyczne materia³u:
modu³u sprê¿ystoœci E = 39 GPa oraz ciê¿aru jednostkowego
�

o
= 26 kN/m 3 .

5. NIESYMETRYCZNE NAWISY
W UK£ADZIE TRZYPRZÊS£OWYM
Poni¿ej rozpatrzono sytuacjê, gdy wsporniki obydwu przêse³
maj¹ ró¿n¹ d³ugoœæ (Rys. 9). Cech¹ wspóln¹ z poprzednio roz-
patrywanymi przyk³adami jest ta sama rozpiêtoœæ przês³a
g³ównego i identyczne charakterystyki geometryczne przekro-
jów poprzecznych, podane w Tabl. 1. W przedstawionym
przyk³adzie obliczeñ przyjêto niewielk¹ ró¿nicê wysiêgów
wsporników: L

1
= 60 + 5 = 65 m oraz L

2
= 60 � 5 = 55 m.

Za³o¿ono, ¿e wyd³u¿enie wspornika L
1

nastêpuje od przekroju
1, a skrócenie odbywa siê od przekroju 2. Podane wczeœniej
wyniki obliczeñ i uzyskane aktualnie mo¿na zatem ze sob¹ po-
równywaæ, gdy¿ rozpiêtoœæ przês³a œrodkowego wynosi rów-
nie¿ L.

Do obliczeñ przyjêto jednolite pe³zanie betonu o wartoœci �
we wszystkich segmentach obiektu. Uzyskano nastêpuj¹ce pa-
rametry:

• momenty zginaj¹ce przed zwarciem M
gL

gL
�

2

5 557,
,

M
gL

gP
�

2

7 436,
,

• momenty wzbudzone M
gL

L�
���

2

17 50,
, M

gL
P�

���
2

3016,
,

1) identical values of the coefficient in the segments and in
the whole bridge,

2) different values of the coefficient in the cantilevers,

3) different values of the coefficient in the segments of the
cantilevers.

In each of the cases, the values of bending moments M x
g
( )

prior to the span closure were the same. Due to the occur-
rence of secondary moments M x

w
( ), diverse deflection

curves formed as a result of concrete creep. For this reason
the w(x) diagrams in Fig. 8 do not exhibit span deformation
symmetry, which was visible earlier in Fig. 5b. In order to
mark the values w(x) in the diagrams it was assumed that
�� � gL4 /E= 123 m and appropriate physical parameters of
the material, i.e. elasticity modulus E = 39 GPa and unit
weight �

o
= 26 kN/m 3 , were introduced into the ratio.

5. ASYMMETRICAL CANTILEVERS IN
A THREE-SPAN STRUCTURE

A case when the cantilevers of the two spans differ in their
length is considered below. The same length of the main
span and the same geometrical characteristics of the
cross-sections (Table 1) as in the previous examples were
used. A slight difference in the length of the cantilevers, i.e.
L

1
= 60 + 5 = 65 m and L

2
= 60 �5 = 55 m, was assumed this

time. The length of cantilever L
1

was assumed to increase
from cross-section 1 and decrease from cross-section 2.
Therefore the previous results and the current results can be
compared, considering that the length of the middle span
also amounts to L.

Identical concrete creep � was assumed in all segments of
the bridge. The calculations result in the following parame-
ters values:
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Fig. 8. Deflection lines of spans depending on the function of
concrete creeping
Rys. 8. Linie ugiêcia przêse³ w zale¿noœci od funkcji pe³zania
betonu

Fig. 9. Assembly scheme and bending moments after span
closure
Rys. 9. Schemat monta¿owy i momenty zginaj¹ce po zwarciu
przêse³



• k¹ty nad podporami 

��

L

gL

EI
�

�
�

3

417 7,
, 


��
P

gL

EI
�

�
�

3

409 2,
,

• ugiêcie styku przêse³ w
gL

EI
�

�
�

4

574 6

��
,

.

Otrzymane w przytoczonym przyk³adzie wyniki potwier-
dzaj¹ w tym przypadku szczególn¹, wyj¹tkow¹ sytuacjê za-
istnia³¹ podczas budowy obiektu po zwarciu przêse³.

Problem du¿ych ugiêæ mostów z betonu sprê¿onego dotych-
czas nie zosta³ rozwi¹zany, chocia¿ badania pe³zania betonu
prowadzone by³y przez ca³y wiek XX i s¹ kontynuowane ta-
k¿e obecnie [11, 19]. Zjawisko pe³zania jest dobrze rozpo-
znane dziêki zastosowanemu monitoringu obiektów [9, 12].
Z prowadzonych obserwacji wynika, ¿e podczas 100-letniej
eksploatacji mostu procesy reologiczne nie zmierzaj¹ do war-
toœci skoñczonej [19]. Na Rys. 10 przedstawiono przyk³ad
pomiarów ugiêæ zrealizowanych na wybudowanym w Nor-
wegii z zastosowaniem technologii betonowania nawisowe-
go [9] moœcie wspornikowym Støvset. W legendzie zamiesz-
czonych na Rys. 10b wykresów umieszczono numery
interwa³ów czasowych przyjêtych pomiêdzy pomiarem refe-
rencyjnym (0) a zrealizowanymi w odstêpach czasu pomiara-
mi ugiêæ mostu (1-9), zgodnie z Tabl. 2. Obiekt wybudowano
w paŸdzierniku 1993 roku, a pomiar referencyjny wykonano
w lutym 1994.

• bending moments prior to span closure M
gL

gL
�

2

5557.
,

M
gL

gP
�

2

7 436.
,

• secondary moments M
gL

L�
���

2

17 50.
, M

gL
P�

���
2

3016.
,

• angles over the supports 

��

L

gL

EI
�

�
�

3

417 7.
,



��

P

gL

EI
�

�
�

3

4092.
,

• deflection in the span closure w
gL

EI
�

�
�

4

5746

��
.

.

The obtained results confirm the specific, exceptional sit-
uation which occurred during the construction of the
bridge after the span closure.

The problem of large deflections of prestressed concrete
bridges remains unsolved, even though extensive research
on the creep of concrete has been conducted since the be-
ginning of the last century [11, 19]. The creep phenome-
non has been well identified thanks to the monitoring of
bridges [9, 12]. The observations indicate that during the
100 year long bridge service life the rheological processes
do not approach a finite value [19]. Fig. 10 shows exem-
plary deflection measurements carried out on the Støvset
Bridge (Norway) [9]. The legend of Fig. 10b shows the
numbers of the time intervals between the reference mea-
surement (0) and the bridge deflection measurements
(1-9) spaced in time in accordance with Table 2. The
bridge was built in October, 1993 and the reference mea-
surement was taken on February 1994.

Roads and Bridges - Drogi i Mosty 18 (2019) 193 - 210 205

6. BADANIE EFEKTÓW REOLOGICZNYCH

6. TESTING RHEOLOGICAL EFFECTS

Fig. 10. Scheme of the Støvsett Bridge (a), and its span deflection
increasing during exploitation (b) [9]
Rys. 10. Schemat mostu Støvset (a) i narastanie ugiêæ w czasie
jego eksploatacji (b) [9]

Table 2. Time of the subsequent measurements of
the Støvset Bridge vertical alignment
Tablica 2. Czas kolejnych pomiarów niwelety mostu
Støvset

Measurement No. / Nr pomiaru

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Time gap
between

measurements
[month]

Odstêp czasu
pomiêdzy
pomiarami
[miesi¹c]

4.5 17.8 27.4 31.3 40.1 51.8 64.0 76.0 87.7

a)

b)

Segment 3-17

x [m]

w
[m

m
]

100 m 220 m 100 m

87 m



Gdyby przyj¹æ, ¿e pomiar referencyjny by³ przeprowadzony
w czasie pocz¹tkowym t

p
a kolejne pomiary zosta³y wykona-

ne odpowiednio w okresach analizowanych t
a

to powsta³aby
funkcja ugiêcia:

w x t r x t r x t
k p

( , ) ( , ) ( , )� � . (28)

Efekt zmian niwelety mostu wynikaj¹cy z geodezyjnych po-
miarów rzêdnych r x t

p
( , ) i r x t

a
( , ) uzyskanych w dwóch,

rozpatrywanych okresach czasu t
p

<� < t
a
, traktuje siê w ni-

niejszej pracy jako funkcjê ugiêcia. Na Rys. 10b przedstawio-
no zmiany ugiêcia przês³a mostu budowanego w technologii
betonowania nawisowego w zale¿noœci od czasu pomiaru
[9]. Ugiêcie to, bez uwzglêdnienia udzia³u obci¹¿eñ rucho-
mych wywo³ane jest obci¹¿eniami sta³ymi mostu: ciê¿arem
w³asnym konstrukcji i wyposa¿enia oraz stratami sprê¿enia
i pe³zaniem betonu. Na Rys. 11 zilustrowano funkcjê ugiêcia
w œrodku rozpiêtoœci przês³a mostu Støvset.

Poni¿ej przedstawiono algorytm szacowania skutków reolo-
gicznych na podstawie uzyskanych z pomiarów wartoœci
funkcji ugiêæ mostu. Na tej podstawie mo¿na obliczyæ zmia-
nê krzywizny �

j
w punkcie j, gdy punkty s¹siednie i, k od-

leg³e s¹ o wartoœæ c, zgodnie z wzorem ró¿nicowym:

�
j i j k

c
w w w� � �

1
2

2
( ). (29)

Je¿eli porównamy zmianê krzywizny uzyskan¹ w (29) z efek-
tem zginania po zwarciu konstrukcji, jak we wzorze:

� ��
gw j

gw j

j

x
M (x )

EI(x )
( ) �

(30)

to w analizowanym przekroju j oraz przedziale czasu
t

p
<� < t

a
, otrzymamy wskaŸnik pe³zania��( , )x t

j pa
zgod-

nie z równaniem:
��

�
�

� �

�

w w w

c x

i j k

gw j

2
2 ( )

.
(31)

If one assumed that the reference measurement was taken
at initial time t

p
and the next measurements were taken in

respective analysed periods t
a
, one would get the follow-

ing deflection function:

w x t r x t r x t
k p

( , ) ( , ) ( , )� � . (28)

Effect of changes in the vertical alignment of the bridge,
determined by geodetic measurements of ordinates
r x t

p
( , ) and r x t

a
( , ) performed in the two time periods:

t
p

< � < t
a

is considered as a function of deflection in this
paper. Fig. 10b shows changes in the deflection of the
bridge built using the cantilever concreting technology,
versus measurement time [9]. Without taking into account
the effect of moving loads, this deflection is induced by
the long-term loads of the bridge, i.e. the dead load of both
the structure and the nonstructural elements, the losses of
prestress and the concrete creep. Fig. 11 shows the
mid-span deflection function for the Støvset Bridge.

An algorithm for estimating the rheological effects on the
basis of measured bridge deflection function values is pre-
sented below. On this basis one can calculate the change of
curvature in point j, when the distance between the neigh-
bouring points i and k amounts to c, from the differential
formula:

�
j i j k

c
w w w� � �

1
2

2
( ). (29)

If one compares the change in curvature obtained from
(29) with the after closure bending effect, as in the for-
mula:

� ��
gw j

gw j

j

x
M (x )

EI(x )
( ) �

(30)

then in the analysed cross-section j and in the time interval
t

p
< � < t

a
one will get creep index ��( , )x t

j pa
from the

equation:
��

�
�

� �

�

w w w

c x

i j k

gw j

2
2 ( )

.
(31)

In order to validate the example, function �
gw

x( ) in for-
mula (31) is shown in Fig. 6 for the span of the bridge in
£any. The function is time-independent and it is used to
calibrate the creep function. The time dependence of ��
results from the changes in span deflections. Generalizing
function (31) one gets function ��� �x since the creep coef-
ficients can differ between the particular bridge segments
due to the nature of the span construction technology.

7. CHANGES OF MOMENTS DURING
BRIDGE EXPLOITATION
In Trost’s rheological concrete model [20, 23] the general
relationship between unit strain �( )t and normal stress �( )t
is expressed by the equation:
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Fig. 11. Deflection changes in the middle of span length of the
Støvset Bridge as a time t function [9]
Rys. 11. Zmiany ugiêcia w œrodku rozpiêtoœci przês³a mostu
Støvset jako funkcja czasu t [9]



We wzorze (31) wystêpuje funkcja �
gw

x( ), któr¹ dla po-
twierdzenia przyk³adu przedstawiono na Rys. 6 w odniesie-
niu do przês³a mostu w £anach. Jest ona niezale¿na od czasu
i s³u¿y do skalowania funkcji pe³zania. Zale¿noœæ�� od cza-
su wynika ze zmian ugiêcia przês³a. W wyniku uogólnienia
zale¿noœci (31) uzyskuje siê funkcjê��� �x , gdy¿ wspó³czyn-
niki pe³zania mog¹ byæ zró¿nicowane w poszczególnych seg-
mentach mostu, co wynika z natury technologii budowy
przêse³.

7. ZMIANY MOMENTÓW PODCZAS
EKSPLOATACJI OBIEKTU
W reologicznym modelu betonu wed³ug Trosta [20, 23]
ogóln¹ zale¿noœæ pomiêdzy odkszta³ceniami jednostkowymi
�( )t i naprê¿eniami normalnymi �( )t okreœla równanie:

� �� � � � � �� �
t p t k p t sk

E
� � � � � �

1
1 1( ) ( )( ) . (32)

Aby powi¹zaæ zale¿noœæ zmiany krzywizny �( )t od momen-
tu zginaj¹cego M(t) równanie (32) mo¿na zapisaæ tak¿e w in-
nej w postaci:

� �� � ��� � � � �
1

1 1
EI

M M M
p k p
( ) ( )( ) . (33)

W równaniu (33) zmiany krzywizny �( )t oraz momentów
M(t) uwzglêdnione zosta³y zgodnie z (32) we wskaŸniku re-
laksacji � [20], natomiast EI oznacza sztywnoœæ na zginanie
prêta w analizowanym przekroju.

Na Rys. 12 przedstawiono ogóln¹ zale¿noœæ zmiany krzywi-
zny i momentów zginaj¹cych w czasie w odniesieniu do
funkcji pe³zania betonu [23]. Na osi poziomej wykresu wy-
ró¿niono trzy charakterystyczne punkty, odpowiadaj¹ce na-
stêpuj¹cym czynnoœciom: o – rozpoczêcie obci¹¿enia, p –
pocz¹tek pomiarów niwelety mostu, k – zakoñczenie badañ.
Na osi pionowej wykresu przedstawionego na Rys. 12
umieszczono wartoœci krzywizny i momenty zginaj¹ce
w analizowanych chwilach czasu, natomiast oœ pozioma ob-
razuje wartoœci funkcji pe³zania�( )t w rozpatrywanym prze-
dziale czasu. Rzêdne wykresów umieszczonych na Rys. 12
okreœlaj¹ zatem przebieg (up³yw) czasu, ale ujêty jako funk-
cja pe³zania betonu.

Zak³adaj¹c, ¿e na pocz¹tku badania krzywizna belki podda-
nej zginaniu momentem M M t

p p
� ( ) wynosi:

�
p

p
M

EI
� .

(34)

W koñcowej fazie pomiarów, zgodnie ze wzorem (24) krzy-
wizna i moment zginaj¹cy M M t

k k
� ( ) ulegaj¹ zmianie

i przybieraj¹ wartoœci:

� �� � ��
k p pk k p pk

EI
M M M� � � � �

1
1 1( ) ( )( ) . (35)

� �� � � � � �� �
t p t k p t sk

E
� � � � � �

1
1 1( ) ( )( ) . (32)

In order to interrelate curvature changes �( )t and bending
moment M(t), equation (32) can be written as follows:

� �� � ��� � � � �
1

1 1
EI

M M M
p k p
( ) ( )( ) . (33)

In equation (33) changes in curvature �( )t and in moments
M(t) are accounted for, according to (32), through relax-
ation index � [20], while EI stands for the bending stiff-
ness of the beam in the analysed cross section.

Fig. 12 shows a general dependence between the change in
curvature and bending moments versus time and the con-
crete creep function [23]. Three characteristic points, cor-
responding to the following actions: o – the beginning of
loading, p – the beginning of bridge vertical alignment
measurements, k – the end of the research, are distin-
guished on the diagram’s horizontal axis. Curvature val-
ues and bending moments at the analysed time points are
marked on the vertical axis while the horizontal axis
shows the values of creep function �( )t in the considered
time interval. Thus the ordinates of the graphs in Fig. 12
represent the course (passage) of time, but in terms of the
concrete creep function.

It is assumed that at the beginning of research the curva-
ture of the beam subjected to bending with moment
M M t

p p
� ( ) amounts to:
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Fig. 12. Changes of curvature and bending moments in
a function of creeping
Rys. 12. Zmiany krzywizny i momentów zginaj¹cych w funkcji
pe³zania



W pracy [19] przeanalizowano zmianê krzywizny � �
� �� �

k p
powsta³¹ w przedziale czasu t t

k p
� �� , któr¹ mo-

¿na opisaæ wzorem:

� �� �� ��� � � �
1

1
EI

M M M
p k p

( )( ) . (36)

Je¿eli wykorzysta siê krzywiznê obliczon¹ na podstawie linii
ugiêcia (29) to z przekszta³cenia równania (36) uzyskuje siê
wzór na moment zginaj¹cy w analizowanej chwili:

� �
M x

EI x x M x

k

p pk

pk

( )
( ) ( ) ( ) ( )

�
� � � � �

�

� � �

��

1 1

1
.

(37)

Zale¿noœci (32), (37) dotycz¹ pojedynczego przekroju po-
przecznego przês³a. W ka¿dym z analizowanych przekrojów
poprzecznych wystêpuj¹ zatem ró¿ne wartoœci funkcji zmia-
ny krzywizny �( )x (Rys. 6) oraz ró¿ne momenty M x

p
( )

i M x
k
( ) w danym przedziale czasowym.

8. PODSUMOWANIE I WNIOSKI
Cech¹ charakterystyczn¹ mostów wykonanych w technologii
betonowania nawisowego, jako obiektów du¿ych rozpiêtoœci
jest powstawanie nadmiernych ugiêæ (w > L/800) wyni-
kaj¹cych z procesów reologicznych zachodz¹cych w betonie
i stali sprê¿aj¹cej [11]. Sumarycznym efektem u¿ytkowania
s¹ zmiany niwelety mostu obserwowane podczas monitorin-
gu obiektu jako wynik prowadzonych pomiarów geodezyj-
nych. W artykule ró¿nicê niwelet pomiêdzy dwoma, wybra-
nymi okresami obserwacji (pomiarami) traktuje siê jako liniê
ugiêcia przês³a.

W przypadku mostów betonowanych nawisowo trudnoœci
dostarcza uwzglêdnienie wp³ywu zmiany schematu statycz-
nego na przemieszczenia i momenty zginaj¹ce w pocz¹tko-
wej fazie budowy obiektu. Jej cech¹ charakterystyczn¹ jest
du¿e rozproszenie wyników pomiarów ugiêcia spowodowa-
ne wieloma czynnikami technologicznymi o cechach loso-
wych takimi jak: czas budowy segmentu, warunki klimatycz-
ne, wytrzyma³oœæ betonu, wykorzystane kruszywo, stopieñ
zbrojenia oraz stopieñ sprê¿enia [9, 10, 14, 19, 22, 23]. W tym
okresie procesy reologiczne s¹ nasilone a ich przebieg zró¿ni-
cowany. Z tego te¿ powodu obliczenia niwelety w pocz¹tko-
wej fazie budowy mostu z natury rzeczy musz¹ byæ realizo-
wane jako indywidualne. W pracy podjêto siê omówienia
wyników pe³zania betonu po zwarciu konstrukcji przêse³,
gdy procesy reologiczne s¹ ju¿ w miarê ustabilizowane, tak
jak cechy fizyczne betonu.

Celem pracy by³o okreœlenie dodatkowych momentów
wzbudzonych, powsta³ych na pocz¹tkowym etapie budowy
a wynikaj¹cych z pe³zania betonu i zastosowanych technolo-
gii monta¿owych. G³ównym problemem by³o okreœlenie si³
wewnêtrznych i deformacji przêse³ wynikaj¹cych ze zmiany

�
p

p
M

EI
� .

(34)

In the final phase of the measurements, according to formula
(24) the curvature and bending moment M M t

k k
� ( ) chan-

ge and assume the following values:

� �� � ��
k p pk k p pk

EI
M M M� � � � �

1
1 1( ) ( )( ) . (35)

Curvature change � � �� �
k p

, which arose over time
t t

k p
� �� , expressed by the formula:

� �� �� ��� � � �
1

1
EI

M M M
p k p

( )( ) . (36)

is analysed in [19]. If the curvature calculated on the basis
of the deflection line (29) is used, then by transforming
equation (36) one gets the following formula for the bend-
ing moment at the analysed time point:
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(37)

Relations (32) and (37) apply to a single cross section of
the span. Hence different values of curvature change func-
tion �( )x (Fig. 6) occur in each of the analysed cross sec-
tions and different moments M x

p
( ) and M x

k
( ) occur in

the given time interval.

8. SUMMARY AND CONCLUSIONS

A characteristic feature of long-span concrete cantilever
bridges is their excessive deflections (w > L/800), result-
ing from the rheological processes in the concrete and in
the prestressing steel [11]. The total effect of the opera-
tional use of such bridges are changes in their vertical
alignment detected by geodetic surveys in the course of
bridge monitoring. A difference in span vertical alignment
between two selected observations measurements is con-
sidered as a span deflection line in this paper.

In the case of cantilever concrete bridges, it is difficult to
take into account the effect of a static scheme change on
their displacements and bending moments in the initial
phase of their construction. This is due to the wide scatter
of deflection measurement results, caused by many ran-
dom technological factors, such as: the segment con-
struction time, the weather conditions, the strength of the
concrete, the aggregate type used, the reinforcement ratio
and the degree of prestress [9, 10, 14, 19, 22, 23]. In this
period, rheological processes intensify and their courses
vary. Therefore, it is natural that the bridge’s vertical
alignment in the initial construction phase has to be cal-
culated individually. In this paper the effects of the creep
of concrete after the span closure, when the rheological
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schematu mostu: monta¿owego (wspornik) na uk³ad u¿ytko-
wy (belka ci¹g³a). W artykule ograniczono siê do uwzglêdnie-
nia obci¹¿enia przês³a jedynie ciê¿arem w³asnym i rozpatrze-
nia wp³ywu pe³zania betonu. Zaproponowano charak-
terystyczn¹ funkcjê zmiany krzywizny (24), która mo¿e byæ
zastosowana do szacowania deformacji przês³a po zwarciu
konstrukcji. Na podstawie zapisów jej wartoœci w wyniku
prowadzonego monitoringu obiektu funkcjê zmiany krzywi-
zny mo¿na równie¿ wykorzystaæ do oceny efektów reologicz-
nych, trudnych do okreœlenia z uwagi na wymienione wcze-
œniej czynniki. Dodatkowo daje ona mo¿liwoœæ szacowania
skutecznoœci procesów reologicznych i przewidywania zmian
si³ wewnêtrznych, zgodnie ze wzorem (29).

Zaproponowany w pracy algorytm postêpowania w przypad-
ku analizy zmian ugiêcia przêse³ zilustrowano prostymi
przyk³adami dotycz¹cymi pocz¹tkowej fazy budowy mostu.
Pozwoli³y one na uzyskanie ogólnych rozwi¹zañ w ujêciu pa-
rametrycznym. W przypadku projektowanych i budowanych
przêse³ z zasady wystêpuj¹ indywidualne schematy statycz-
ne, rozpiêtoœci a szczególnie charakterystyki geometryczne
wsporników, a nawet ró¿nych cech fizycznych materia³ów.
St¹d system sprê¿enia monta¿owego i wtórnego powinien
byæ opracowany indywidualnie, a wyniki obliczeñ szczegól-
nie dostosowane do analizowanego mostu. Przedstawiony
w pracy algorytm obliczeñ mo¿e byæ wykorzystany do ana-
lizy z³o¿onych uk³adów konstrukcyjnych (belek wieloprzês-
³owych) o zmiennej sztywnoœci. Mo¿e byæ on tak¿e u¿y-
teczny do szacowania efektów reologicznych we wzmacnia-
nych mostach z u¿yciem sprê¿onych taœm [24] czy te¿ sprê-
¿enia zewnêtrznego [25].
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