
STRESZCZENIE. W pracy przedstawiono trzy sposoby doboru
obszaru skoñczonego typu walcowego do analizy MES
pó³przestrzeni warstwowej sprê¿ystej obci¹¿onej obrotowo
symetrycznie pionowo na powierzchni ko³owej jako modelu
mechanicznego nawierzchni drogowej podatnej, zapewniaj¹ce dla
trzech wariantów warunków brzegowych zgodnoœæ maksy-
malnego ugiêcia z wartoœci¹ dok³adn¹ dla pó³przestrzeni
warstwowej przy zachowaniu poprawnoœci wartoœci kluczowych
odkszta³ceñ. W pierwszym wariancie stosuje siê standardowe
warunki podparcia powierzchni brzegowej obszaru modelo-
wanego MES-em, nieprzesuwne w kierunku prostopad³ym do tej
powierzchni i przesuwne w kierunku stycznym. Pozosta³e dwa
warianty wykorzystuj¹ elementy pó³nieskoñczone – na spodzie
wymienionego obszaru i na jego powierzchni bocznej. Dodat-
kowym efektem sposobu pierwszego jest wyznaczenie wartoœci
dok³adnej maksymalnego ugiêcia nawierzchni, u¿yteczne w przy-
padku zastosowania sposobu drugiego i trzeciego.

S£OWA KLUCZOWE: dobór obszaru i warunków brzegowych,
metoda elementów skoñczonych, nawierzchnia drogowa
podatna, pó³przestrzeñ warstwowa sprê¿ysta.

ABSTRACT. The paper presents three methods for defining a
finite cylindrical-type domain for finite element analysis of an
elastic multi-layered half-space subjected to a rotationally
symmetric vertical load distributed over a circular area, thus
providing a mechanistic model of a flexible road pavement. For
three sets of boundary conditions the methods ensure the
consistency between the maximum deflection and the exact
calculated value for a multi-layered half-space with compro-
mising the accuracy of the key strain values. The first case uses
standard support conditions at the finite element model
boundaries – fixed in the direction perpendicular to that plane
and sliding in the tangential direction. The other two cases use
half-infinite elements – at the base and at the side wall of the
domain. The first method, as an additional benefit, enables
determining the exact value of the maximum deflection of
pavement that can be used in the second and in the third of the
described methods.

KEYWORDS: defining the domain and boundary conditions, finite
element method, flexible road pavement, multi-layered elastic
half-space.
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1. WSTÊP

Warstwowa pó³przestrzeñ materialna jest g³ównym mode-
lem mechanicznym nawierzchni drogowej podatnej, wyko-
rzystywanym w analizie nawierzchni wykonywanej przy jej
projektowaniu (wymiarowaniu). Je¿eli do wyznaczenia klu-
czowych przemieszczeñ, odkszta³ceñ i naprê¿eñ stosujemy
Metodê Elementów Skoñczonych (MES), to konieczne jest
wyró¿nienie we wspomnianej pó³przestrzeni ograniczonego
obszaru V modelowanego siatk¹ elementów skoñczonych
i przyjêcie w³aœciwych warunków brzegowych (WB) na gra-
nicy tego obszaru. W podstawowym, za³o¿onym w pracy,
przypadku analizy pó³przestrzeni o warstwach sprê¿ystych
z materia³u Hooke’a, jednorodnych i izotropowych, o sta³ej
gruboœci („nieskoñczenie g³êbokiej” w przypadku warstwy
modeluj¹cej pod³o¿e gruntowe), obci¹¿onej na powierzchni
górnej oddzia³ywaniem pionowym P = 50 kN ko³a osi stan-
dardowej o nacisku 100 kN, modelowanego równomiernym
„ciœnieniem” o intensywnoœci p = 650 kN roz³o¿onym na
powierzchni ko³owej o promieniu r = 0,1565 m, zak³ada siê
obszar V jako walcowy, parametryzowany wspó³rzêdnymi
walcowymi (�, � , z), o osi symetrii prostopad³ej do
powierzchni obci¹¿enia, przechodz¹cej przez œrodek tej
powierzchni, przy czym oœ � pokrywa siê z osi¹ x dla � = 0,
a (x, y, z) jest globalnym uk³adem wspó³rzêdnych kartezjañ-
skich. Z uwagi na obrotow¹ symetriê uk³adu „pó³przestrzeñ
– obci¹¿enie” w obszarze V do modelowania MES wystar-
czy przyj¹æ pó³p³aszczyznê P wyznaczon¹ przez osie x i z
(Rys. 1).

Do wyznaczenia kluczowych przemieszczeñ, odkszta³ceñ
i naprê¿eñ w obszarze V wystarczy przyj¹æ odpowiednie
jego rozmiary: œrednicê l i wysokoœæ h - oraz dopuszczalne
warunki brzegowe. Wartoœci istotne dla procesu wymiaro-
wania konstrukcji nawierzchni drogowej podatnej, zw³asz-
cza maksymalne odkszta³cenie poziome na spodzie warstw
asfaltowych �

a
i maksymalne odkszta³cenie pionowe na

górze pod³o¿a gruntowego �
p
, s¹ bardzo bliskie wartoœciom

dok³adnym, otrzymanym metodami analitycznymi. Nato-
miast wartoœæ maksymalna ugiêcia powierzchni górnej

1. INTRODUCTION

In the mechanistic design analyses flexible road pavements
are represented most often by physical multi-layered
half-space. If the finite element method (FEM) is used to
determine the key stresses, strains and displacements then
it is necessary to define, within the above-mentioned
half-space, a bounded domain V modelled with a FEM
grid with appropriate boundary conditions defined at its
limits. In the basic case assumed in this study with the
half-space composed of uniform and isotropic elastic lay-
ers of a material obeying Hook’s law of a uniform depth
(”infinite” for the layer representing the soil subgrade),
loaded by a vertical force of P = 50 kN applied on the top
surface by a wheel of a standard 100 kN axle modelled
with a pressure p = 650 kN uniformly distributed over
a circular area with a radius of r = 0.1565 m, the
above-mentioned bounded domain V is cylindrical in
shape, parameterized by cylindrical coordinates (�, � , z)
with the axis of symmetry perpendicular to the loading
surface and passing through the centre of this surface
where � axis coincides with x axis for � = 0, in a global
rectangular coordinate system x, y, z. Owing to the rota-
tional symmetry of the “half-space – load” system it is
enough for the purpose of FEM modelling to adopt the
half-plane P defined by axes x and z (Fig. 1).
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Fig. 1. Cross-section area of the cylindrical domain modelled with finite element method
Rys. 1. Przekrój obszaru walcowego modelowanego metod¹ elementów skoñczonych

Moreover, for determining the key stresses, strains and
displacements in the domain V it is enough to define ade-
quate dimensions thereof, namely diameter l and height h
and set allowable boundary conditions. The values rele-
vant to dimensioning of a flexible road pavement, espe-
cially the maximum horizontal strain at the bottom of
asphalt concrete layer �

a
and the maximum vertical strain

at the top of the subgrade�
p

are very close to the exact val-
ues obtained with analytical methods. However, there is

r

p x

h

l/2



nawierzchni w na ogó³ ró¿ni siê doœæ znacznie od wartoœci
dok³adnej. Aby zapewniæ wyniki dostatecznie dok³adne uzy-
skane za pomoc¹ MES, równie¿ w odniesieniu do ugiêæ
maksymalnych, w pracy [1] zaproponowano sposób doboru
rozmiarów l i h przy warunkach brzegowych jak na Rys. 2
(WB0), przy za³o¿eniu, ¿e znamy dok³adn¹ wartoœæ maksy-
malnego ugiêcia nawierzchni. Celem niniejszej pracy jest
rozszerzenie sposobu z pracy [1] na przypadek, gdy nie zna-
my dok³adnej wartoœci maksymalnego ugiêcia nawierzchni,
przy warunkach brzegowych WB0 oraz na przypadek zast¹-
pienia tych warunków brzegowych elementami pó³niesko-
ñczonymi (warianty WB1 i WB2 – Rys. 3 i 4). Do tego wy-
korzystano ideowe i skrótowe sformu³owanie schematów
postêpowania zawarte w pracach [2] i [3].

W pracy [4] rekomendowano przyjêcie l = 40r, h = 140r oraz
warunków brzegowych jak na Rys. 2 – tyle, ¿e nieprzesuw-
nych na podstawie dolnej obszaru V. Jak wynika z analizy
porównawczej przedstawionej w rozprawie [5], nie jest ko-
nieczne przyjêcie tak znacznych rozmiarów obszaru V, a wy-
niki obliczeñ dla warunków brzegowych rekomendowanych
w pracy [4] (a tak¿e w pracach [6], [7]) nie ró¿ni¹ siê przy

usually a considerable difference between the exact value
and the maximum deflection of the top surface of pave-
ment w. In order to make the values obtained through the
finite-element analysis sufficiently accurate also in rela-
tion to the maximum deflections a method for defining the
values of l and h was proposed in [1] with the boundary
conditions the same as given in Fig. 2 (WB0), based on the
assumption that the exact value of maximum deflection of
pavement is known to us. The objective of the present
study is to extend the range of application of the method
proposed in [1] to the situations with unknown value of the
maximum deflection of pavement using boundary condi-
tions WB0 and to situations in which these boundary con-
ditions are replaced with semi-infinite elements (cases
WB1 and WB2 – Fig. 3 and Fig. 4). This has been done
with the help of algorithms expressed in a concise form in
[2] and [3].

The values recommended in [4] are l = 40r, h = 140r
in combination with boundary conditions the same as in
Fig. 2 yet fixed on the lower limit of the domain V. Ac-
cording to the comparative analysis presented in the thesis
[5] the domain V does not have to be as big as that and the
results of calculations performed for the boundary condi-
tions recommended in [4] (as well as in [6] and [7]) do not
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Fig. 2. Example of admissible boundar
conditions - basic case WB0
Rys. 2. Przyk³ad dopuszczalnych warunków
brzegowych - wariant podstawowy WB0

Fig. 3. Schematic of a finite element
model with infinite elements at the base
of the domain V (case WB1)
Rys. 3. Schemat modelu MES
z elementami nieskoñczonymi na
spodzie obszaru V (wariant WB1)

Fig. 4. Schematic of a finite element model
with infinite elements at the base and on the
side surface of the domain V (case WB2)
Rys. 4. Schemat modelu MES z elementami
nieskoñczonymi na spodzie i pobocznicy
obszaru V (case WB2)
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dostatecznie du¿ych l i h od wyników obliczeñ dla
warunków brzegowych jak na Rys. 2. Z drugiej strony,
w pracy [6] przyjêto do modelowania MES obszar
o rozmiarach zaledwie l = 0,9 m i h = 0,825 m, które
w œwietle rozprawy [5] wydaj¹ siê zbyt ma³e. Elementy
nieskoñczone na granicach obszaru V za³o¿ono w pracy
[4] g³ównie w celu redukcji rozmiarów tego obszaru,
a w pracy [6] w celu zapewnienia dok³adnoœci obliczeñ.

G³ówn¹ przes³ank¹ rozwa¿ania elementów nieskoñczonych
do modelowania w MES warunków brzegowych na grani-
cach obszaru V w niniejszej pracy jest przydatnoœæ do
„poch³aniania” fali zaburzenia w oœrodku nieskoñczonym
przy zastosowaniu MES w zagadnieniach dynamicznych
(bêd¹cych przedmiotem innych prac). Idea zastosowania ele-
mentów nieskoñczonych opisana jest w pracy [8]. Domi-
nuj¹cym w literaturze podejœciem jest rozpatrywanie dyna-
micznego obci¹¿enia nawierzchni dla skoñczenie wymiaro-
wego modelu numerycznego [9]. Pozwala to osi¹gn¹æ po-
prawne wyniki w typowych rodzajach obci¹¿eñ od pojazdu
ko³owego. Prób¹ unikniêcia zjawiska odbicia fali na granicy
oœrodka jest zastosowanie modelu o rozmiarach wystar-
czaj¹co du¿ych, aby w trakcie analizy unikn¹æ odbicia fali
[10]. W pewnych przypadkach np. przy udarowym obci¹¿e-
niu nawierzchni i d³u¿szym czasie analizy, rola efektów dy-
namicznych jest jednak znacz¹ca i wymusza stosowanie ele-
mentów nieskoñczonych [11-12]. Wiêcej informacji
dotycz¹cych kwestii niezbêdnej wielkoœci obszaru V, warun-
ków brzegowych na jego granicach oraz innych za³o¿eñ nie-
zbêdnych w zastosowaniu MES do analizy warstwowej
pó³przestrzeni materialnej, jako modelu nawierzchni drogo-
wej podatnej (kszta³t siatki elementów skoñczonych, stopieñ
aproksymacji pola przemieszczeñ i rozmiar elementów
skoñczonych), zamieszczono w rozprawie [5]. Sformu³owa-
ne w tej rozprawie rekomendacje wykorzystano w artykule.
Warto jeszcze zwróciæ uwagê na pracê [13], w której do mo-
delowania MES przyjêto obszar w kszta³cie czaszy kulistej.

2. DOBÓR OBSZARU MODELOWANEGO
MES PRZY PODSTAWOWYM WARIANCIE
WARUNKÓW BRZEGOWYCH

W pracy [1] zauwa¿ono, ¿e przy warunkach brzegowych
podstawowych (Rys. 2) dla ustalonej szerokoœci obszaru l,
wykres zale¿noœci maksymalnego ugiêcia, wyznaczonego za
pomoc¹ MES przy wykorzystaniu programu ABAQUS [14],
od przyjêtej wysokoœci h obszaru V jest z du¿¹ dok³adnoœci¹
prostoliniowy, to jest (Rys. 3):

Je¿eli znamy dok³adn¹ wartoœæ maksymalnego ugiêcia w
d

obszaru V (pod obci¹¿eniem pionowym), to z równoœci (1)

depart from the results obtained for the boundary condi-
tions as given in Fig. 2 as long as the values of l and h
are sufficiently high. On the other hand, the domain used
for the finite-element model in [6] is only l = 0.9 m by
h = 0.825 m in size which, according to [5], is an insuffi-
cient size of the domain. Infinite elements were defined
at the limits of domain V to reduce the domain size (in
[4]) or to improve the accuracy of results (in [6]).

The main reason for considering infinite elements for
modelling boundary conditions at the boundaries of do-
main V of the finite-element model built in this study is
their capability to “absorb” a disturbance wave propagat-
ing through an infinite medium in dynamic analyses (per-
formed by others). The idea of infinite elements
application is described in [8]. The prevailing approach
used in the previous researches was to consider dynamic
loading of pavement for a finite-dimensional numerical
model [9]. In this manner correct results can be obtained
in typical loading cases with the loads imposed by
wheeled vehicles. Defining sufficiently large sizes can be
a way to exclude from consideration the reflection of
wave at the end of medium [10]. However, in some situa-
tions, such as impact loading of the pavement and longer
time-span of the analysis, infinite elements should be used
due to a significant role of dynamic effects [11-12]. For
more information on the required size of domain V,
boundary conditions at the domain limits and other input
assumptions required to be made for finite-element analy-
sis of a physical multi-layered half-space model of a flexi-
ble road pavement (grid shape, displacement field
approximation level and the finite elements sizes) [5]. The
recommendations formulated therein are used in this pa-
per. Attention is also drawn to [13] where a spherical cap
domain is assumed in the finite-element analysis.

2. DEFINING A FINITE ELEMENT
DOMAIN WITH THE BASIC CASE
OF BOUNDARY CONDITIONS

According to [1] with the basic boundary conditions
(Fig. 2) for the defined domain width l the relationship
between the maximum deflection obtained with fi-
nite-element method in ABAQUS [14] and the adopted
height h of domain V is linear with a high accuracy and,
as such (Fig. 3):

Knowing the exact value of the maximum deflection w
d

of
domain V (under a vertical load) the equation (1) yields,
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w w h a h b
l l l

� � �( ) . (1)



dla danej szerokoœci l przy w w
d

� znajdujemy wartoœæ wy-
sokoœci h

d
, zapewniaj¹c¹ zgodnoœæ tego ugiêcia z otrzyma-

nym na podstawie MES.

Drugim kluczowym spostrze¿eniem by³o stwierdzenie, ¿e
zale¿noœæ pomiêdzy wysokoœci¹ h

d
obszaru V, a jego szero-

koœci¹ l jest liniowa [1] (Rys. 5):

gdzie wspó³czynnik proporcjonalnoœci c jest zale¿ny jedynie
od struktury uk³adu warstw analizowanego oœrodka.

Je¿eli nie znamy dok³adnej wartoœci w
d
, to mo¿emy zapisaæ

uk³ad równañ (na podstawie (1), (2) oraz Rys. 5 i 6):

gdzie (Rys. 7):

Przyjmuj¹c wartoœci l
1
, h

A1
, h

B1
wyznaczamy wartoœci

ugiêæ maksymalnych w
A1

, w
B1

, korzystaj¹c z MES i odpo-
wiedniego programu obliczeñ oraz, podobnie, przyjmuj¹c
wartoœci l

2
, h

A 2
, h

B 2
wyznaczamy wartoœci ugiêæ maksy-

malnych w
A 2

, w
B 2

(przyjmowane wartoœci powinny byæ na
tyle du¿e, by zapewniæ dostateczn¹ dok³adnoœæ i równoœæ
wyznaczonych odkszta³ceñ �

a
i �

p
). Nastêpnie obliczamy

wspó³czynniki (4), a na podstawie (3) znajdujemy:

Ostatecznie do szczegó³owych obliczeñ s³u¿¹cych analizie
pó³przestrzeni warstwowej (nawierzchni drogowej), przyj-
mujemy l

1
, h

d1
lub l

2
, h

d 2
lub te¿ inn¹ parê wielkoœci l, h

d

zgodnie ze wzorami (2) i (5
2
).

Poni¿ej przedstawiony zostanie przyk³ad zastosowania wy-
¿ej opisanej metody okreœlenia rozmiarów obszaru V wraz
z weryfikacj¹ uzyskanych wyników, przyjmuj¹c:

for a given width l for w w
d

� the value of height h
d

for
which the deflection is consistent with the value obtained
in the finite-element analysis.

The second key observation made by the authors is that the
relationship between the height h

d
and width l of domain

V is linear [1] (Fig. 5):

with the proportionality constant c depending only on the
arrangement of layers of the analysed structure.

With unknown exact value of w
d

we can write the following
system of equations (based on (1), (2) and Figs. 5 and 6):

where (Fig. 7):

By adopting the values of l
1
, h

A1
, h

B1
the maximum de-

flections w
A1

, w
B1

can be obtained through finite-element
analysis and using appropriate computational program
and, similarly, by adopting the values of l

2
, h

A 2
, h

B 2
we

can obtain the values of maximum deflections w
A 2

, w
B 2

(note that the adopted values should be sufficiently high in
order to obtain the desired accuracy and uniformity of the
calculated strains �

a
and �

p
). Next factors (4) are calcu-

lated and, on the basis of (3), we obtain:

Finally, the values of l
1
, h

d1
or l

2
, h

d 2
or any other pair of l,

h
d

parameters are adopted for the detailed calculations re-
lated to the analysis of a multi-layered half-space (road
pavement) in accordance with equations (2) and (5

2
).

An example application of the above-described method of
determining the dimensions of domain V including verifi-
cation of results would be shown below, for the following
input data:
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2
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A
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1
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�

�
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h h
h

A
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2
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�

�
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w
b l a b l a

l a l a
d

�
�

�

1 2 2 2 1 1

2 2 1 1

, c
b b

l a l a
�

�

�

1 2

2 2 1 1

,

h
l b b

l a l a
d1

1 1 2

2 2 1 1

�
�

�

( )
, h

l b b

l a l a
d 2

2 1 2

2 2 1 1

�
�

�

( )
.

(5)

h
1
= 8.0 m, h

A1
= 6.0 m, h

B1
= 10.0 m, l

2
=12.0 m, h

A 2
= 6.0 m, h

B 2
= 10.0 m. (6)



Dane materia³owo-geometryczne analizowanej nawierzchni
i jej parametrów mechanicznych zestawiono w Tabl. 1. Le-
piszcze asfaltowe charakteryzuje siê zale¿noœci¹ w³asnoœci
mechanicznych od temperatury. Przyjête dane w³aœciwe s¹
dla temperatury ekwiwalentnej nawierzchni równej 10�C.
Analiza rozk³adu temperatury w nawierzchni przedstawiona
jest w pracy [15]. Warstwy asfaltowe przyjêto jako sprê¿yste
- materia³ Hooke’a. Podejœcie to dominuje w zagadnieniach
zwi¹zanych z wyznaczaniem stanu przemieszczeñ i od-
kszta³ceñ nawierzchni drogowej. W szczególnych przypad-
kach stosowane s¹ modele materia³owe uwzglêdniaj¹ce lep-
ko sprê¿yste lub nawet plastyczne w³asnoœci materia³owe
[16-18].

Obliczenia za pomoc¹ MES wykonano przy u¿yciu progra-
mu ABAQUS/Standard (do obliczeñ statycznych). Przyjêto
elementy o kwadratowych funkcjach kszta³tu przeznaczone
do zadañ obrotowo symetrycznych z ca³kowaniem zreduko-
wanym (CAX8R). Siatkê elementów skoñczonych tworz¹
elementy prostok¹tne o minimalnym rozmiarze boku 0,01 m
pod miejscem przy³o¿enia obci¹¿enia, zwiêkszane do
elementów o rozmiarze maksymalnym 0,2 m (w pobli¿u

The pavement cross-section data and mechanical parame-
ters are given in Table 1. The mechanical properties of the
bitumen binder vary with the temperature. The input data
are correct for the equivalent temperature of pavement of
10�C. The analysis of temperature distribution across the
pavement cross-section is presented in [15]. The bitumi-
nous layers are treated as an elastic material obeying
Hook’s law. This is the most often used approach in analy-
ses involving determination of displacement and strain
states of road pavements. Models considering visco-elastic
or even plastic properties of materials are used only in spe-
cific situations [16-18].

The finite-element calculations were performed in
ABAQUS/Standard software platform designated for
static analyses. Elements with quadratic shape functions
and reduced integration were adopted (type CAX8R)
which are designated for problems involving rotational
symmetry. The finite-element grid is made up of rectangu-
lar elements with a minimum side length of 0.01 m under
the load application point, increasing to the maximum of
0.2 m towards the domain limit. The values obtained with
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Fig. 5. Relationship between a correctly defined height h
d
of

the domain V and its width l

Rys. 5. Zale¿noœæ poprawnie dobranej wysokoœci h
d

obszaru V

od jego szerokoœci l

Fig. 6. Maximum deflections of pavement w obtained through
finite element analysis, depending on the height h of the
domain V at two different domain widths: l1 and l 2

Rys. 6. Maksymalne ugiêcia nawierzchni w otrzymane MES
w zale¿noœci od wysokoœci h modelowanego obszaru V przy
dwóch ró¿nych szerokoœciach l1 i l 2 tego obszaru

w w l h w w l h

w w l h
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A A

1 1 1 1 1 1

2 2 2

� �
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( , ), w w l h
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Fig. 7. Maximum deflection of pavement w obtained through
finite element analysis depending on the height h of the domain V

at two different domain widths: l1 and l 2

Rys. 7. Maksymalne ugiêcie nawierzchni w na podstawie MES
w zale¿noœci od wysokoœci h obszaru V przy dwóch ró¿nych
szerokoœciach l1 i l 2 tego obszaru
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granicy obszaru). Wyniki obliczeñ referencyjnych otrzyma-
no przy wykorzystaniu programu VEROAD [19], mo¿na
je traktowaæ jako dok³adne. Ca³oœæ wyników zestawiono
w Tabl. 2.

Rozmiar zadania MES mo¿e zostaæ zredukowany, bez zmia-
ny dok³adnoœci wyników obliczeñ, poprzez zmniejszenie
wysokoœci h

d
o wielkoœæ h

r
(zmniejszenie gruboœci pod³o¿a

gruntowego rodzimego), zastêpuj¹c warunki brzegowe pod-
stawowe na spodzie obszaru V podparciem sprê¿ystym typu
Winklera o wspó³czynniku sztywnoœci sprê¿ystej:

gdzie E
pg

jest modu³em Younga, a v
pg

wspó³czynnikiem
Poissona pod³o¿a gruntowego rodzimego [1].

VEROAD software [19] were used as exact reference val-
ues. All the results are compiled in Table 2.

The size of the FEM problem analysed can be reduced
without affecting the accuracy of the calculated results by
reducing the value of h

d
by h

r
(meaning reduction of the

natural subgrade thickness) by substituting the basic
boundary conditions at the base of domain V with a
Winkler spring support with the spring modulus calcu-
lated with the following formula:

where E
pg

is Young’s modulus and v
pg

is the Poisson’s ra-
tio of the soil subgrade [1].
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Table 1. Geometric and mechanical data of the pavement layers
Tablica 1. Dane geometryczne i mechaniczne dla poszczególnych warstw nawierzchni

Layer / Warstwa
Young modulus
Modu³ Younga

[MPa]

Poisson’s ratio
Wspó³czynnik Poissona

[-]

Layer thickness
Gruboœæ warstwy

[cm]

SMA wearing course / Warstwa œcieralna z SMA 9800 0.30 4

Asphalt concrete binder course / Warstwa wi¹¿¹ca z betonu asfaltowego 11500 0.30 6

Asphalt concrete base course / Podbudowa z betonu asfaltowego 10900 0.30 12

Compacted aggregate base course / Podbudowa z kruszywa ³amanego
niezwi¹zanego

400 0.30 20

Cement-treated subgrade / Pod³o¿e gruntowe stabilizowane cementem 300 0.30 15

Natural soil subgrade / Pod³o¿e gruntowe rodzime 100 0.35 �

Table 2. Maximum deflections and key strains for the pre-defined sizes of domain V (basic case of boundary
conditions WB0)
Tablica 2. Maksymalne ugiêcia i kluczowe odkszta³cenia dla wybranych rozmiarów obszaru V (przypadek
podstawowy warunków brzegowych WB0)

Calculation method and input data case
Wariant obliczeñ i danych

l [m] h [m] w [mm] �
a

[ ]10 6� �
p

[ ]10 6�

VEROAD – – w: 0.241 62.42 -164.49

FEM / MES l
1
: 8.0 h

A1
: 6.0 w

A1
: 0.205 62.44 -163.99

FEM / MES l
1
: 8.0 h

B1
: 10.0 w

B1
: 0.230 62.44 -163.99

FEM / MES l
2
: 12.0 h

A2
: 6.0 w

A2
: 0.208 62.48 -164.44

FEM / MES l
2
: 12.0 h

B2
: 10.0 w

B2
: 0.220 62.48 -164.41

FEM / MES l: 8.0 h
d
: 12.13 w

d
: 0.243 62.44 -163.99

FEM / MES l: 8.0 h h
d r

� : 6.0 w: 0.243 62.44 -163.98

k
E

h

pg

r

�
	

, 	 �
�

� �
E

v E

v v
pg

pg pg

pg pg

( )

( )( )

1

1 2 1
, (7)



W pracy [1] stwierdzono równie¿, i¿ jeœli obszar V o prze-
kroju ko³owym o œrednicy l zast¹pimy obszarem o przekroju
o polu A (np. o przekroju prostok¹tnym w modelu trójwy-
miarowym MES) i jeœli:

to przy dostatecznie du¿ym l i h = h
d

otrzymujemy wartoœci
maksymalnego ugiêcia i kluczowych odkszta³ceñ niemal
identyczne.

Zauwa¿my, ¿e dla przyjêtych danych wartoœci kluczowych
odkszta³ceñ s¹ prawie identyczne, a wyznaczona wartoœæ
dok³adna maksymalnego ugiêcia prawie pokrywa siê z war-
toœci¹ obliczon¹ programem VEROAD (Tabl. 2).

3. DOBÓR OBSZARU MODELOWANEGO
MES Z ELEMENTAMI NIESKOÑCZONYMI
NA SPODZIE TEGO OBSZARU

Rozwa¿my obrotowo symetryczny model MES obszaru
walcowego V pó³przestrzennego oœrodka warstwowego
(jako modelu nawierzchni podatnej) z elementami nieskoñ-
czonymi (CINAX5) na spodzie tego obszaru (wariant WB1,
Rys. 3). Jest to element w kszta³cie pó³pasma, piêcio-
wêz³owy, o odleg³oœci h

o
(w pionie) miêdzy wêz³ami.

W przyjêtym elemencie funkcje kszta³tu opisuj¹ce pole
przemieszczeñ okreœlone s¹ z u¿yciem wyra¿eñ postaci: 1/r

oraz 1/r 2 , gdzie r jest wspó³rzêdn¹ lokaln¹ wzd³u¿ „nieskoñ-
czonego” boku elementu. W takim przypadku dla r zmie-
rzaj¹cego do nieskoñczonoœci otrzymuje siê zerowe prze-
mieszczenia. W ramach elementu wartoœæ minimalna
wspó³rzêdnej r jest równa 1 co wyklucza wartoœci nieskoñ-
czone przemieszczeñ [14].

Obliczenia programem ABAQUS/Standard przeprowadzo-
no dla danych geometryczno-materia³owych i obci¹¿eniu
oœrodka oraz przy rozmiarach elementów skoñczonych jak
w przypadku warunków brzegowych WB0. Parametrami
geometrycznymi modelu s¹: œrednica l i wysokoœæ h obszaru
V oraz parametr h

o
elementów nieskoñczonych. Otrzymane

dla analizowanego przypadku warunków brzegowych (wa-
riant WB1) wartoœci kluczowych odkszta³ceñ s¹ dla przyjê-
tych wartoœci parametrów geometrycznych bardzo bliskie
rozwi¹zaniu z programu VEROAD. Na Rys. 8 i 9 przedsta-
wiono wykresy maksymalnych ugiêæ w funkcji wysokoœci
h

o
elementu nieskoñczonego dla wybranych wartoœci œredni-

cy l i wysokoœci h obszaru V. Rys. 10 i 11 przedstawiaj¹ wy-
kresy maksymalnych ugiêæ w funkcji wysokoœci h obszaru V

dla wybranych wartoœci œrednicy l obszaru V i parametru h
o

elementów nieskoñczonych.

Moreover, according to [1], if we substitute domain V

having a circular cross-section of diameter l with a domain
having cross-sectional area A (for example rectangular in
shape in a three-dimensional finite-element model) and if:

then with sufficiently high values of l and h = h
d

we shall
get almost identical values of the maximum deflection and
key strains.

Note that for the adopted input data the key strains are al-
most identical and the obtained exact value of the maxi-
mum deflection almost equals the value calculated in
VEROAD (Table 2).

3. DEFINING A FINITE-ELEMENT
DOMAIN WITH INFINITE ELEMENTS AT
ITS BASE

Let us consider a rotationally symmetric finite-element
model of a cylindrical domain V of a half-space
multi-layered medium (representing a flexible pavement)
with infinite elements (type CINAX5) at its base (case
WB1, Fig. 3). CINAX5 is a half-band element with five
nodal points spaced by a distance of h

o
(vertically). In the

adopted element the functions of shape describing the dis-

placement field are represented by 1/r and 1/r 2 expres-
sions where r is a local co-ordinate along the “infinite”
side of the element. Thus zero displacements are obtained
as r tends to infinity. Within the element's limits the mini-
mum value of r is 1, this excludes infinite displacements
[14].

Calculations in ABAQUS/Standard software platform
were conducted for the material types and the geometric
data, as well as the medium loading parameters and finite
element dimensions the same as applied for the boundary
conditions WB0. The geometric parameters of the model
are: diameter l and height h of the domain V and infinite
elements' parameter h

o
. The values of key strains obtained

for the analysed case WB1 are for the adopted geometric
data very close to the solution obtained in VEROAD.
Fig. 8 and Fig. 9 present the curves of maximum deflec-
tions as a function of infinite element height h

o
for

adopted values of diameter l and height h of domain V.
Fig. 10 and Fig. 11 present the curves of maximum deflec-
tions as a function of height h of domain V for the adopted
diameter l of domain V and the infinite elements’ parame-
ter h

o
.
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2
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, (8)



Wobec liniowej zale¿noœci (1) pomiêdzy maksymalnym
ugiêciem, a wysokoœci¹ obszaru V przy danym rozmiarze l
i wartoœci h

o
, mo¿na przy znajomoœci dok³adnej wartoœci

ugiêcia nawierzchni w
d

(na przyk³ad, przy wykorzystaniu
programu VEROAD lub innego programu tego typu lub te¿
metod¹ podan¹ w rozdz. 2) wyznaczyæ wysokoœæ h

d
, dla

której MES z warunkami WB1 na granicy obszaru V prowa-
dzi do poprawnych wyników:

gdzie:

With a linear relationship (1) between the maximum deflec-
tion and the height of domain V for the adopted values of l
and h

o
, it is possible, knowing the exact value of pavement

deflection w
d

(obtained, for example, in VEROAD or in a si-
milar program or with the method described in chapter 2
above) to determine the height h

d
for which correct results

are obtained with a finite-element analysis with boundary
conditions WB1 adopted at the limit of domain V:

where:
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Fig. 8. Maximum deflection as a function of height h
o

of infinite
element for l = 8.0 m with h = 6 m, h = 8 m and h = 10 m
Rys. 8. Maksymalne ugiêcia w funkcji wysokoœci h

o
elementu

nieskoñczonego dla l = 8,0 m przy h = 6 m, h = 8 m i h = 10 m

Fig. 9. Maximum deflection as a function of height h
o

of infinite
element for l = 12.0 m with h = 10 m, h = 12 m and h = 14 m
Rys. 9. Maksymalne ugiêcia w funkcji wysokoœci h

o
elementu

nieskoñczonego dla l = 12,0 m przy h = 10 m, h = 12 m i h = 14 m

Fig. 10. Maximum deflection as a function of height h of
the domain V for l = 8.0 m with h

o
= 0.1 m and h

o
= 0.2 m

Rys. 10. Maksymalne ugiêcia w funkcji wysokoœci h obszaru V

dla l = 8,0 m przy h
o

= 0,1 m i h
o

= 0,2 m

Fig. 11. Maximum deflection as a function of height h of
the domain V for l = 12.0 m with h

o
= 0.1 m and h

o
= 0.2 m

Rys. 11. Maksymalne ugiêcia w funkcji wysokoœci h obszaru V

dla l = 12,0 m przy h
o

= 0,1 m i h
o

= 0,2 m
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VEROAD
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FEM / MES, h=8 m
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h
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VEROAD
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o
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o
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o
=0.2 m



Przyjmuj¹c, dla przyk³adu,

oraz pozosta³e za³o¿enia i dane dotycz¹ce uk³adu warstw
pó³przestrzeni i jej obci¹¿enia pionowego jak w rozdz. 2,
otrzymujemy:

Zauwa¿my, ¿e wartoœci kluczowych odkszta³ceñ (12) s¹
w tym przypadku bliskie wartoœciom tych odkszta³ceñ obli-
czonym programem VEROAD. Niestety w tym wariancie
„podparcia” obszaru V nie stwierdzono zale¿noœci postaci
(2), co zawê¿a u¿ytecznoœæ tego wariantu warunków brzego-
wych w analizie nawierzchni.

4. DOBÓR OBSZARU MODELOWANEGO
MES Z ELEMENTAMI NIESKOÑCZONYMI
NA GRANICY TEGO OBSZARU

Rozwa¿my obrotowo-symetryczny model MES obszaru
walcowego V pó³przestrzennego oœrodka warstwowego
(jako modelu nawierzchni podatnej) z elementami pó³nie-
skoñczonymi (CINAX5) zarówno na spodzie jak i na po-
bocznicy tego obszaru (wariant WB2, Rys. 4). Obliczenia
programem ABAQUS/Standard przeprowadzono dla da-
nych geometryczno-materia³owych i przy obci¹¿eniu oœrod-
ka oraz o rozmiarach elementów skoñczonych jak w przy-
padku warunków brzegowych WB0. Parametrami
geometrycznymi modelu s¹: œrednica l i wysokoœæ h obszaru
V oraz parametr l

o
elementów nieskoñczonych poziomych

i parametr h
o

elementów nieskoñczonych pionowych
(Rys. 4). W Tabl. 3-5 przedstawiono wartoœci maksymalnych
ugiêæ i kluczowych odkszta³ceñ dla wybranych wartoœci pa-
rametrów h

o
, h i l

o
, l. Na Rys. 12 -16 przedstawiono przebieg

zmiennoœci maksymalnego ugiêcia w funkcji wybranego pa-
rametru i przy ró¿nych wartoœciach pozosta³ych parametrów.

Teraz zale¿noœæ pomiêdzy maksymalnym ugiêciem w a wy-
sokoœci¹ h obszaru V nie jest liniowa. Ponadto dla wartoœci
l i h podobnych jak w przypadku WB1 ugiêcie nie osi¹ga
wartoœci przemieszczenia dok³adnego w

d
(Rys. 12-15). Je-

dynie dla du¿ych wartoœci l i h ugiêcie maksymalne w zbli¿a
siê asymptotycznie do w

d
(Rys. 16, Tabl. 5). Takie w³aœnie

wartoœci l i h mo¿na uznaæ dopiero za w³aœciwe rozmiary ob-
szaru V zapewniaj¹ce zgodnoœæ wyników obliczeñ dok³ad-
nych z obliczeniami MES.

Z powy¿szego wynika, ¿e do obliczeñ statycznych nie warto
stosowaæ elementów nieskoñczonych w wariancie WB2.
Natomiast mog¹ one byæ przydatne w zagadnieniach dyna-
micznych z obci¹¿eniami udarowymi nawierzchni.

Let us, for example, adopt the following values:

as well as the remaining assumptions and half-space lay-
ered system and vertical loading data, as given in chapter 2
above, we obtain:

Note that the values of key strains (12) are, in this case, close
to their counterparts calculated in VEROAD. Unfortu-
nately, relationship (2) was not found for this type of domain
V support system and thus application of this set of bound-
ary conditions is limited in pavement analysis.

4. DEFINING A FINITE-ELEMENT
DOMAIN WITH INFINITE ELEMENTS
AT ITS LIMITS

Now let us consider a rotationally symmetric fi-
nite-element model of a cylindrical domain V of a
half-space multi-layered medium (representing a flexible
pavement) with half-infinite elements (type CINAX5)
both at the cylinder base and at its side wall (case WB2,
Fig. 4). Calculations in ABAQUS/Standard software plat-
form were conducted for the material types and geometric
data, as well as the medium loading characteristics and fi-
nite element dimensions the same as defined for boundary
conditions WB0. The geometric parameters of the model
are: diameter l and height h of domain V and the infinite
elements' parameter h

o
and l

o
. Tables 3-5 give the maxi-

mum deflections and the key strain values for the selected
values of h

o
, h and l

o
, l. The curves in Figs. 12-16 repre-

sent the change of the maximum deflection as a function
of one selected parameter and with different values of the
remaining parameters.

In this case the relationship between the maximum deflec-
tion w and height h of the domain V is not linear. More-
over, for the values of l and h similar to the values in the
case WB1 the deflection does not reach the exact value of
displacement w

d
(Figs. 12-15). Only for big values of l

and h the maximum deflection w tends asymptotically to
the value of w

d
(Fig. 16, Table 5). Such values of l and h

defining the size of domain V ensure consistency between
the results obtained through exact calculations and
through finite-element analysis.

This shows that infinite elements with boundary condi-
tions of case WB2 do not fit the purpose in the case of
static calculations. On the other hand, they can be useful in
solving dynamic problems where impact loading of pave-
ments occurs.
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l � 8.0 m, h
A l,

� 6.0 m, h
B l,

� 10.0 m, h
o

� 0.2 m, (11)

w � 0.241 mm, �
a

� 62.39 �10 6� , �
p

� -163.99 �10 6� . (12)
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Table 3. Maximum deflections and key strains for the pre-defined values of geometrical parameters - case WB2 (l o = 0.1 m)
Tablica 3. Maksymalne ugiêcie i kluczowe odkszta³cenia dla wybranych wartoœci parametrów geometrycznych
- wariant WB2 (l o = 0,1 m)

Calculation method and input data case
Wariant obliczeñ i danych

l [m] h [m] h
o

[m] w [mm] �
a

[ ]10 6� �
p

[ ]10 6�

VEROAD – – – 0.241 62.42 -164.49

FEM / MES 8.0 6.0 0.1 0.209 62.31 -164.27

FEM / MES 8.0 7.0 0.1 0.210 62.31 -164.25

FEM / MES 8.0 8.0 0.1 0.211 62.31 -164.24

FEM / MES 8.0 9.0 0.1 0.211 62.31 -164.24

FEM / MES 8.0 10.0 0.1 0.211 62.31 -164.24

FEM / MES 8.0 11.0 0.1 0.211 62.31 -164.24

FEM / MES 8.0 12.0 0.1 0.211 62.31 -164.24

FEM / MES 8.0 6.0 0.2 0.211 62.31 -164.25

FEM / MES 8.0 10.0 0.2 0.212 62.31 -164.23

FEM / MES 12.0 6.0 0.2 0.217 62.35 -164.42

FEM / MES 12.0 10.0 0.2 0.219 62.36 -164.39

Table 4. Maximum deflections and key strains for the pre-defined values of geometrical parameters - case WB2 (l o = 0.2 m)
Tablica 4. Maksymalne ugiêcie i kluczowe odkszta³cenia dla wybranych wartoœci parametrów geometrycznych
- wariant WB2 (l

o
= 0,2 m)

Calculation method and input data case
Wariant obliczeñ i danych

l [m] h [m] h
o

[m] w [mm] �
a

[ ]10 6� �
p

[ ]10 6�

VEROAD - - - 0.241 62.42 -164.49

FEM / MES 8.0 6.0 0.1 0.214 62.33 -164.47

FEM / MES 8.0 6.0 0.2 0.218 62.34 -164.45

FEM / MES 8.0 6.0 0.3 0.220 62.35 -164.44

FEM / MES 8.0 10.0 0.1 0.217 62.34 -164.44

FEM / MES 8.0 10.0 0.2 0.218 62.34 -164.40

FEM / MES 8.0 10.0 0.3 0.218 62.34 -164.40

FEM / MES 12.0 6.0 0.1 0.215 62.38 -164.51

FEM / MES 12.0 6.0 0.2 0.219 62.37 -164.50

FEM / MES 12.0 10.0 0.1 0.221 62.37 -164.51

FEM / MES 12.0 10.0 0.2 0.222 62.36 -164.44

Table 5. Maximum deflections and key strains for pre-defined values of geometrical parameters - case WB2 (l
o

= 0.1 m)
Tablica 5. Maksymalne ugiêcie i kluczowe odkszta³cenia dla wybranych wartoœci parametrów geometrycznych
- wariant WB2 (l o = 0,1 m)

Calculation method and input data case
Wariant obliczeñ i danych

l [m] h [m] h
o

[m] w [mm] �
a

[ ]10 6� �
p

[ ]10 6�

VEROAD – – – 0.241 62.42 -164.49

FEM / MES 64.0 128.0 0.1 0.239 62.38 -164.49



5. WNIOSKI

Podsumowuj¹c mo¿na stwierdziæ, ¿e zaprezentowane prak-
tyczne sposoby wyboru skoñczonego obszaru z pó³przestrze-
ni sprê¿ystej warstwowej wraz z odpowiednimi warunkami

5. CONCLUSIONS

As a final conclusion we can state that the above de-
scribed practical methods of defining a finite domain in an
elastic, multi-layered half space, including definition of
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Fig. 12. Maximum deflection as a function of h
o

for various
heights of the domain V with l = 8 m, l o = 0.1 m
Rys. 12. Maksymalne ugiêcie w funkcji wartoœci h

o
dla ró¿nych

wysokoœci obszaru V przy l = 8 m, l o = 0,1 m

Fig. 13. Maximum deflection as a function of h
o

for various
heights of the domain V with l = 12 m, l o = 0.1 m
Rys. 13. Maksymalne ugiêcie w funkcji wartoœci h

o
dla ró¿nych

wysokoœci obszaru V przy l = 12 m, l o = 0,1 m

Fig. 14. Maximum deflection as a function of height of domain V

for l = 8 m for different pre-defined values of ho and l o

Rys. 14. Maksymalne ugiêcie w funkcji wysokoœci obszaru V

dla l = 8 m oraz wybranych wartoœci ho i l o

Fig. 15. Maximum deflection as a function of height of domain V

for l = 12 m for different pre-defined values of ho and l o

Rys. 15. Maksymalne ugiêcie w funkcji wysokoœci obszaru V

dla l = 12 m oraz wybranych wartoœci h
o

i l o

Fig. 16. Maximum deflection as a function of height of the
domain V for the domain diameter l at which the further
increase of height does not increase the maximum deflection
with ho = 0.1 m and l

o
= 0.1 m

Rys. 16. Maksymalne ugiêcia w funkcji wysokoœci obszaru V

dla œrednicy l tego obszaru przyjmuj¹cej wartoœæ, przy której
dalsze zwiêkszanie wysokoœci nie powoduje wzrostu
maksymalnego ugiêcia przy ho = 0,1 m i l

o
= 0,1 m
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brzegowymi, przydatne do analizy MES nawierzchni drogo-
wej podatnej, poszerzaj¹ wiedzê na ten temat oraz przybli-
¿aj¹ znane ju¿ mo¿liwoœci doboru wymienionego obszaru,
równie¿ w dynamice nawierzchni. Tym niemniej, o ile spo-
sób pierwszy prowadzi do ograniczenia niepotrzebnie du¿e-
go zwiêkszania gruboœci ostatniej warstwy (pod³o¿a grunto-
wego), to pod tym wzglêdem sposób ostatni jest ma³o
praktyczny w zagadnieniach statycznych, a tak¿e w zagad-
nieniach quasi-statycznych, ale mo¿e byæ u¿yteczny w uda-
rowych zagadnieniach dynamicznych.
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