
STRESZCZENIE. W pracy analizuje siê deformacje pasm

obwodowych pow³ok wykonanych z blach falistych w obiektach

gruntowo-pow³okowych. Jako miarê deformacji przyjmuje siê

zmianê krzywizny w kluczu pow³oki. W analizowanych obiektach,

niezale¿nie od ich geometrii przekroju poprzecznego, przy-

k³adowo o kszta³cie ³ukowym czy eliptycznym, projektuje siê

w górnej czêœci wycinek pow³ok o sta³ym promieniu krzywizny R.

W wyniku ciê¿aru w³asnego blachy, parcia gruntu i obci¹¿eñ

ruchomych kszta³t tej czêœci podlega deformacji z widocznym

odstêpstwem od ko³a. Zmianê tego promienia krzywizny okreœla

siê w pracy na podstawie trzech wspó³rzêdnych punktów

pomiarowych, tworz¹cych trójk¹t wpisany w okr¹g. Uwzglêdnia

siê przy tym dowolne (niesymetryczne) po³o¿enie punktów

pomiarowych. Uk³ad trzech takich punktów transformuje siê do

formy trójk¹ta równobocznego, a st¹d wyznacza siê promieñ

krzywizny. Na podstawie zmiany krzywizny powsta³ej podczas

budowy i eksploatacji obiektów gruntowo-pow³okowych mo¿na

szacowaæ momenty zginaj¹ce i naprê¿enia normalne w kluczu

pow³oki, a wiêc mo¿liwa jest ocena bezpieczeñstwa obiektu.

S£OWA KLUCZOWE: badania obiektów, faza budowy i eks-

ploatacja, konstrukcje gruntowo-pow³okowe, krzywizna pow³oki

z blachy falistej.

ABSTRACT. The paper analyses the deformation of cir-

cumferential bands of shells made of corrugated metal sheets in

soil-steel structures. A change of curvature in the crown of a shell

is assumed as a measure of deformation. In the upper part of

analysed objects, regardless of their cross-sectional geometry,

e.g. arched or elliptical shaped, a section of shell with a constant

radius of curvature R is nowadays designed. As a result of earth

pressure, moving loads and the self-weight of metal sheets, the

shape of this part is subjected to deformation with a noticeable

deviation from the circular shape. The change of curvature radius

is determined in the paper on the basis of three coordinates of

measuring points that form a triangle inscribed in a circle. Every

(asymmetrical) position of the measuring points is taken into

account. A system of three such points is transformed into a form

of an equilateral triangle, and thus the radius of curvature is

determined. Based on the change of curvature formulated during

the construction and exploitation of soil-steel structures, the

bending moments and normal stresses in the shell crown can be

estimated and therefore a safety evaluation of the objects is

possible.

KEYWORDS: assessment of structural objects, construction and

exploitation phase, soil-steel constructions, curvature of shells

made of corrugated metal.
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1. WPROWADZENIE

Podczas uk³adania zasypki gruntowej, w wyniku niejedno-
rodnoœci gruntu i jego zró¿nicowanego zagêszczenia wy-
stêpuje niesymetryczna deformacja pow³oki, jak na Rys. 1
i 2. Brak symetrii pasm obwodowych pow³oki mo¿na ob-
serwowaæ ju¿ po monta¿u symetrycznej (w za³o¿eniach
projektowych) pow³oki z arkuszy blachy falistej na skutek
odkszta³ceñ spowodowanych ciê¿arem w³asnym. Pozorny
brak symetrii mo¿e dotyczyæ sytuacji regularnej geometrii
pow³oki, ale przy dowolnym (niesymetrycznym) uk³adzie
punktów pomiarowych ABK (Rys. 1). Z takiego uk³adu
pomiarowego trudno jest stwierdziæ symetriê zdeformowa-
nej pow³oki. Przypadek symetrii pow³ok i uk³adu punktów
pomiarowych jest wiêc wyj¹tkowy [1-5]. Na Rys. 1 przed-
stawiono schemat deformacji pow³oki powsta³y podczas
budowy. Pomimo jednakowej gruboœci zasypki z

g
, gene-

ralnie obserwuje siê deformacje jak na Rys. 2. Zmierzone
przemieszczenia pow³oki [6, 7] dotycz¹ fazy budowy, gdy
z

g
= 6,6 m, a H = 5,459 m (przyk³ad omawiany w rozdz. 4).

Z regu³y brak symetrii wystêpuje w obiektach bliŸniaczych,
wykonywanych nad drogami dwujezdniowymi [2]. Natu-
ralnym odstêpstwem od symetrii jest sytuacja z pochylo-
nym naziomem, realizowanym w koñcowej fazie budowy
obiektu, w terenie górskim [3-5]. W takich przypadkach
analizuje siê wp³yw pochylenia stoku [5], a gdy jego efekt
jest znacz¹cy buduje siê celowo przechylon¹ pow³okê po to,
aby w koñcowej fazie doprowadziæ do deformacji zbli¿onej
do symetrycznej. Kolejnym skutkiem odstêpstwa od syme-
trii deformacji pow³oki s¹ obci¹¿enia eksploatacyjne [8].
Nawet w obiektach o znikomych obci¹¿eniach zmiennych,
np. ekologicznych, wystêpuje zniekszta³cenie pow³oki [9].
W praktyce nie jest zachowany projektowy promieñ krzy-
wizny pasma obwodowego pow³oki R, a wyniki podane w
pracy wskazuj¹ na znaczne jego wahania podczas budowy i
eksploatacji obiektów gruntowopow³okowych.

1. INTRODUCTION

During backfilling an asymmetric shell deformation oc-
curs as a result of inhomogeneity of soil and its differential
compaction, as shown in Fig. 1 and 2. A lack of symmetry
of the circumferential bands of a shell can be observed just
after the installation of a symmetrical (according to design
assumptions) shell made of corrugated metal sheets, due
to the deformations caused by self-weight. The apparent
lack of symmetry may apply to the case of a shell with reg-
ular geometry, but with a random (asymmetric) system of
ABK measuring points (Fig. 1). In such a measurement
system it is difficult to determine the symmetry of a de-
formed shell. The case of symmetry of shells and the sys-
tem of measuring points is thus unique [1-5]. Fig. 1 shows
a scheme of shell deformation, which occurred during
construction. Despite the uniform backfilling depth z

g
,

deformations are generally noticeable, as can be seen in
Fig. 2. The measured shell displacements [6, 7] relate to
the construction phase, when z

g
= 6.6 m and H = 5.459 m

(discussed in Chapter 4).

There is generally a lack of symmetry in twin objects con-
structed over dual carriageways [2]. The natural deviation
from symmetry occurs in situations with an inclined sur-
charge, which is the case of the final stage of construction
of a structure situated in a mountainous terrain. [3-5]. In
such cases the effect of slope inclination is analysed [5],
and when its influence is significant an intentionally in-
clined shell is built in order to make the deformation close
to a symmetrical one in the final stage. Another conse-
quence of asymmetry of shell deformation are service
loads [8]. Even in structural objects with insignificant live
loads, e.g. animal overpasses, a shell deformation occurs
[9]. In practice, the design radius of curvature of the cir-
cumferential band of the shell R is not kept, and the results
given in the paper show its significant fluctuations during
the construction and exploitation of soil-steel structures.
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Fig. 1. The geometrical characteristics of the shell of

the structural object and the displacements of measuring points

A, K and B during construction

Rys. 1. Charakterystyki geometryczne pow³oki obiektu

i przemieszczenia punktów pomiarowych A, K, B podczas

budowy



2. UK£AD POMIAROWY POW£OKI

Z uwagi na znaczne wartoœci przemieszczeñ pow³ok czêsto
stosuje siê techniki geodezyjne do odwzorowania ich defor-
macji, poniewa¿ zmiany po³o¿enia punktów pomiarowych,
podane na Rys. 1, osi¹gaj¹ wartoœci kilkudziesiêciu milime-
trów (Rys. 2). W praktyce, na podstawie wspó³rzêdnych
dwóch punktów pomiarowych, np. AK lub BK (Rys. 3),
sprawdza siê zmiany d³ugoœci ciêciwy ³uku [10]. Wiêcej in-
formacji mo¿na uzyskaæ po uwzglêdnieniu po³o¿enia trzech
punktów w trójk¹cie AKB. Pozwala to na szacowanie zmia-
ny krzywizny w kluczu pow³oki, jak w algorytmie omawia-
nym w pracy. Jest on skuteczny do oszacowania momentu
zginaj¹cego okreœlonych na podstawie deformacji pow³oki
[6, 7]. Do tego celu wykorzystuje siê procedurê opieraj¹c¹
siê na zale¿noœci geometrycznej ko³a opisanego na trójk¹cie
równobocznym.

Z wyniku pomiaru po³o¿enia punktu wierzcho³kowego K
oraz bocznych AB (Rys. 3) oblicza siê d³ugoœci odcinków
C

A
i C

B
oraz F

A
i F

B
. Jeœli punkty A, B, K le¿¹ na wycin-

ku tego samego ko³a, spe³niony jest warunek promieni
krzywizny R

A
= R

B
. St¹d, niezale¿nie od po³o¿enia punk-

tów A i B, zachodzi równoœæ:

W praktyce pomiarowej d¹¿y siê do przyjêcia punktów A
i B na tym samym poziomie z okreœleniem punktu K jako
najwy¿szego. Nie jest to spe³niane, poniewa¿ po³o¿enie
tych punktów wzglêdem uk³adu wspó³rzêdnych zmienia siê
podczas budowy i eksploatacji obiektu. Du¿ym u³atwie-
niem oceny deformacji pow³oki jest uk³ad pomiarowy
zbli¿ony do symetrycznego, czyli gdy A B*� lubB A*�
(Rys. 3).

2. MEASUREMENT SYSTEM

OF A SHELL

From the results of measurements of the position of the
vertex point K and side points AB (Fig. 3), the lengths of
line segments C

A
and C

B
as well as F

A
and F

B
are calcu-

lated. If points A, B and K lie on the same circular sector,
a condition of curvature radii R

A
= R

B
is fulfilled. There-

fore, despite the positions of points A and B, the follow-
ing equality occurs:

In measurement practice, points A and B tend to be ap-
plied at the same level with the determination of point K
as the highest. However, this is not fulfilled because the
location of these points in relation to the coordinate sys-
tem changes during construction and exploitation of the
structure. A great facilitation of the evaluation of shell de-
formation is a measurement system which is close to sym-
metrical one, thus when A B*� or B A*� (Fig. 3).

Roads and Bridges - Drogi i Mosty 15 (2016) 207 - 220 209

Fig. 2. Example of the analysed shell deformation during

backfilling

Rys. 2. Przyk³ad deformacji analizowanej pow³oki podczas

uk³adania zasypki

Fig. 3. Scheme of the circumferential section of the shell

with measuring points A, K and B located on the circle

circumference with a radius of R R
A B

�

Rys. 3. Schemat wycinka obwodowego pow³oki z punktami

pomiarowymi A, K, B na obwodzie ko³a o promieniu R R
A B

�
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F
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F
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Due to the significant displacements of shells, surveying
techniques are often used to reflect their deformations. This
is because changes in the position of the measuring points,
as shown in Fig. 1, reach values of tens of millimetres (Fig.
2). In practice, based on the coordinates of two measuring
points, e.g. AK or BK (Fig. 3), changes in the chord length
of the arc are examined [10]. More information can be ob-
tained after taking into account the position of the three
points of an AKB triangle. This allows the change of curva-
ture in the shell crown to be estimated, as is the case in the
algorithm discussed in the paper. This algorithm is effective
when estimating the bending moment determined on the
basis of the shell deformation [6, 7]. A procedure based on
the geometric relation of an escribed circle of an equilateral
triangle is used for this purpose.



W przypadku utworzenia bazy pomiarowej po monta¿u
pow³oki, ale przed rozpoczêciem prac budowlanych,
pow³oka poddana ciê¿arowi w³asnemu odbiega od projek-
towej geometrii. Wp³ywaj¹ na to równie¿ niedok³adnoœci
technologiczne oraz monta¿owe – st¹d wyjœciowy (pocz¹t-
kowy) promieñ krzywizny jest o wartoœci R

o
. W Tabl. 1

zestawiono wyniki obliczeñ utworzone na podstawie po-
miarów pow³oki przedstawionej na Rys. 4 [4, 7], po jej
zmontowaniu, lecz tu¿ przed rozpoczêciem uk³adania za-
sypki. Z wyników obliczeñ promieni krzywizny widoczne
s¹ odchylenia od warunku geometrycznego ujêtego w rów-
naniu (1). Z porównania wartoœci R

A
i R

B
, a w szczególno-

œci najwy¿szego poziomu pomiarowego „1” (najbardziej
czu³ego na brak symetrii), wynika, ¿e obliczone promienie
krzywizny znacznie ró¿ni¹ siê od siebie oraz od wartoœci
projektowej R = 13,735 m.

3. TRANSFORMACJA UK£ADU

POMIAROWEGO

Podczas budowy oraz w trakcie eksploatacji obiektu
wspó³rzêdne punktów pomiarowych A, K i B na wycinku
obwodowym pow³oki podlegaj¹ zmianie w odniesieniu do
po³o¿enia pocz¹tkowego (lub projektowego). Na Rys. 5
przedstawiono uk³ad punktów pomiarowych AB z Rys. 3,
gdy punk K w dalszym ci¹gu znajduje siê na wycinku ko³a
o promieniu R

o
, ale nie jest on najwy¿szy w tym uk³adzie.

Wyznaczony z pomiarów klucz pow³oki K przemieœci³ siê
tak, ¿e obecnym punktem wierzcho³kowym (najwy¿szym)

In the case of creating a measurement system after the in-
stallation of a shell, but before the beginning of construc-
tion works, the shell subjected to its self-weight differs
from the designed geometry. This is also influenced by
technological and assembly inaccuracies – hence the out-
put (initial) radius of curvature is of the value R

o
.

Table 1 presents the compiled results of calculations ob-
tained on the basis of measurements of the shell shown in
Fig. 4 [4, 7] after it was assembled, but just before the
backfilling. The results of calculations of curvature radii
show deviations from the geometric condition included in
equation (1). A comparison of the values R

A
and R

B
, in

particular of the highest measurement level “1” (the most
sensitive to asymmetry), shows that the calculated radii of
curvature differ from each other and from the design
value R = 13.735 m.

3. TRANSFORMATION OF THE

MEASURMENT SYSTEM

During construction and exploitation of a structure the co-
ordinates of measuring points A, B and K on a circumfer-
ential sector of shell are subjected to change in relation to
their initial (or design) position. Fig. 5 shows the system
of measuring points AB from Fig. 3, when the point K is
still located on the circular sector with the radius R

o
, but

is not the highest point in this system. The shell crown K,
which was determined from the measurements, displaced
in such a way that the current vertex point (the highest)
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Table 1. Geometrical characteristics of the analysed shell [m]
Tablica 1. Charakterystyki geometryczne analizowanej pow³oki [m]

Measurement level
Poziom pomiarowy

Point A location
Po³o¿enie punktu A

Point B location
Po³o¿enie punktu B

Radii of curvature
Promienie krzywizny

F
A

C
A

F
B

C
B

R
A

R
B

1 0.2740 2.555 0.2760 2.740 12.0495 13.7387

2 0.9151 4.943 0.9524 5.058 13.8076 13.9072

3 1.9910 7.115 2.0300 7.216 13.7085 13.8403

4 2.6880 7.964 2.8400 8.126 – –

5 3.7780 8.580 3.7870 8.701 – –

Fig. 4. Geometry and position of the measurement levels

of the analysed shell; dimensions in [m]

Rys. 4. Geometria i po³o¿enie poziomów pomiarowych

analizowanej pow³oki; wymiary podano w [m]



jest E. Po³o¿enie punktu E okreœla siê z algorytmu podane-
go ni¿ej.

W pierwszym etapie wykonuje siê obrót trójk¹ta AKB
o k¹t � wzglêdem œrodka ko³a O. Po takiej transformacji
k¹towej punkty A’, K’ i B’ le¿¹ równie¿ na promieniu ko³a,
st¹d zachowane s¹ k¹ty � i � przy podstawie obydwu
trójk¹tów. K¹t obrotu � w tym przypadku dobrano w taki
sposób, aby punkty A’ i B’ znalaz³y siê na linii poziomej.
Takie przemieszczenie k¹towe punktów pomiarowych A,
K i B, jak równie¿ inne transformacje liniowe nie wp³ywaj¹
na zmiany relacji geometrycznych w obydwu trójk¹tach.

Odcinek podstawy trójk¹ta A’K’B’ dzieli siê na dwie równe
czêœci o d³ugoœci C, jak w trójk¹cie równobocznym. Jego
d³ugoœæ jest taka sama jak odcinaka AB, a wiêc wynosi:

W ten sposób okreœlone jest po³o¿enie punktu wierzcho³ko-
wego E trójk¹ta równobocznego wpisanego w ko³o o pro-
mieniu R

o
. Wysokoœæ trójk¹ta A’EB’ okreœla siê z warunku

równoœci k¹ta wierzcho³kowego� w trójk¹cie pomiarowym
i po transformacji (Rys. 5). Wartoœæ F w trójk¹cie równo-
bocznym, po transformacji, zale¿y od d³ugoœci jego podsta-
wy 2C jak we wzorze:

gdzie:

Na podstawie F i C oblicza siê promieñ krzywizny ko³a
opisanego na trójk¹cie równobocznym jak na Rys. 5, ze
wzoru:

is point E. The location of point E is determined using the
algorithm given below.

In the first stage, the rotation of the AKB triangle by the
angle � around the centre of the circle O is carried out.
After such an angular transformation, points A’, K’ and
B’ also lie on the radius of the circle and therefore the an-
gles � and � next to the basis of both triangles are kept. In
this case, the angle of rotation � was selected in such a
way so that points A’ and B’ were located on a horizontal
line. Such an angular displacement of measuring points
A, B and K, as well as other linear transformations, do not
affect the change in the geometric relations in both trian-
gles.

The line section of the basis of the A’K’B’ triangle is di-
vided into two equal parts with a length of C, as is the case
in an equilateral triangle. Its length is the same as the
length of line section AB and thus is equal to:

In this way, the location of vertex point E of an equilateral
triangle inscribed in the circle with a radius R

o
is deter-

mined. The height of the triangle A’EB’ is defined from
the condition of equality of the vertex angle � in the mea-
suring triangle and also after transformation (Fig. 5). The
value F in an equilateral triangle after transformation de-
pends on the length of its base 2C, as in the formula:

where:

On the basis of F and C, the radius of the curvature of the
escribed circle of an equilateral triangle, as shown in
Fig. 5, is calculated using the formula:
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Fig. 5. Orthogonal transformation scheme of a system

of points to the geometry of an equilateral triangle

Rys. 5. Schemat transformacji ortogonalnej uk³adu punktów

do geometrii trójk¹ta równobocznego
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W Tabl. 2 zestawiono wyniki obliczeñ przy przyjêciu da-
nych z Tabl. 1, podobnie jak w przypadku analizowanej
pow³oki z Rys. 4. Wartoœæ wspó³czynnika 
 zale¿y od po-
ziomu pomiarowego – co jest widoczne w wynikach poda-
nych w Tabl. 2. Z porównania wartoœci R

o
z wartoœci¹ pro-

jektow¹ R = 13,735 m widoczna jest wyraŸna ró¿nica,
szczególnie w wycinku pow³oki najwy¿szego poziomu po-
miarowego „1”.

Zró¿nicowane promienie krzywizny wynikaj¹ ze z³o¿one-
go kszta³tu górnej czêœci pow³oki. Na Rys. 6 przedstawiono
przyk³ad deformacji pow³oki uzyskanej na podstawie pro-
mieni krzywizny, np. z Tabl. 2 lub 3. Na tym rysunku przy-
jêto uk³ad zbli¿ony do symetrycznego, w zwi¹zku z tym
ka¿dy z promieni krzywizny R

i
przechodzi przez klucz

pow³oki (z Rys. 5 wynika, ¿e po³o¿enie K mo¿e byæ inne
w przypadku rozpatrywanego poziomu pomiarowego, czyli
punktów A i B). W ten sposób mo¿na odtworzyæ charakte-
rystyczny kszta³t deformacji pow³oki. Na tym rysunku wi-
doczna jest redukcja promieni krzywizny w kluczu pow³oki
oraz zwiêkszenie wymiaru poziomego w czêœci poœredniej.
Z rezultatów obliczeñ podanych w Tabl. 1 i 2 wynika, ¿e
kszta³ty górnego wycinka obwodowego pow³ok s¹ z³o¿one
i znacznie odbiegaj¹ od jednolitego promienia krzywizny
projektowej R.

Table 2 compiles the results of calculations with the ap-
plication of data from Table 1, similar as in case of the
analysed shell from Fig. 4. The value of coefficient 
 de-
pends on the measuring level – which is noticeable in the
results given in Table 2. A comparison of the value R

o

with the design value R = 13.735 m shows a distinct dif-
ference, especially in the sector of the shell of the highest
measuring level “1”.
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Measurement level
Poziom pomiarowy


 C [m] F [m] R
o

[m]

1 4.75643 2.6475 0.27530 12.8679

2 2.58455 5.0005 0.93337 13.8617

Table 2. Geometric parameters of the equilateral
triangles
Tablica 2. Parametry geometryczne trójk¹tów
równobocznych

Fig. 6. Shell deformation determined on the basis

of curvature radii

Rys. 6. Deformacja pow³oki okreœlona na podstawie

promieni krzywizny

Measurement level
Poziom pomiarowy

Point / Punkt A Point / Punkt B Radius of carvature / Promieñ krzywizny
R

uw
[m]w

A
[mm] u

A
[mm] w

B
[mm] u

B
[mm]

1 –33.17 –20.72 14.14 –27.84 11.9772

2 –6.11 –12.09 42.68 –36.12 13.1387

3 8.33 –4.72 –31.88 –30.26 13.4244

0 (crown / klucz)
w

K
[mm] u

K
[mm]

–
–30.09 –21.79

Table 3. Displacement of measuring points in the analysed phase of backfilling (z
g
= 6.6 m)

Tablica 3. Przemieszczenia punktów pomiarowych w analizowanej fazie uk³adania zasypki gruntowej (z
g
= 6,6 m)

The varied radii of curvature result from the complex
shape of the upper part of the shell. Fig. 6 shows an exam-
ple of the shell deformation obtained on the basis of radii
of curvature from e.g. Table 2 or 3. In this figure, a close
to symmetric system was assumed, and therefore each of
the radii of curvature R

i
passes through the shell crown (it

can be concluded from Fig. 5 that the position of K can be
different in the case of the considered measurement level
– points A and B). In this way the characteristic shape of
the deformed shell can be reconstructed. In the figure, the
reduction of the radii of curvature in the shell crown and
an increase of the horizontal dimension in the intermedi-
ate part is noticeable. From the results of calculations
given in Tables 1 and 2 it can be concluded that the shapes
of the upper circumferential section of the shell are com-
plex and significantly deviate from the designed uniform
radius of curvature R.



Jeœli wystêpuj¹ niewielkie ró¿nice wartoœci R
A

i R
B

, a wiêc
gdy C

A
�C

B
oraz F

A
� F

B
, mo¿na stosowaæ wzory upro-

szczone [6], jak w równaniach:

oraz

4. DEFORMACJA POW£OKI PODCZAS

BUDOWY OBIEKTU

Na Rys. 7 przedstawiono przyk³ad wartoœci promieni krzy-
wizny analizowanej pow³oki, jak na Rys. 4 w trakcie uk³ad-
ania zasypki (czyli w zale¿noœci od z

g
) na poziomach po-

miarowych 1, 2, 3, gdy poziom zasypki osi¹gn¹³ wartoœæ
z

g
= 6,6 m, czyli 1,14 m ponad kluczem (Rys. 2). Ponadto

w Tabl. 3 zestawiono przemieszczenia punktów pomiaro-
wych powsta³e podczas budowy. Kierunki tych przemiesz-
czeñ mo¿na odnieœæ do wyników podanych na Rys. 1, nato-
miast ich wartoœci z Tabl. 3 obrazuj¹ deformacjê pow³oki w
tej fazie budowy. Z postaci deformacji pow³oki widoczne
jest jej znaczne przechylenie boczne. Jednak gdy wykona
siê transformacjê ortogonaln¹ uk³adu punktów pomiaro-
wych (Rys. 5), w tym przyk³adzie nie prowadzi to do
znacznej zmiany promienia krzywizny wycinka pow³oki.
Wzglêdne przemieszczenie poziome górnego wycinka
pow³oki, czyli punktów A

1
, K i B

1
wynosi:

Podobna uwaga dotyczy przemieszczeñ w kierunku piono-
wym:

jak równie¿ obrotu wzglêdem punktu O, towarzysz¹cego
transformacji ortogonalnej z Rys. 5. Zatem w obliczeniach
promieni krzywizny R

uw
wartoœci przemieszczeñ maj¹

mniejsze znaczenie ni¿ relacje pomiêdzy nimi w wycinku
pow³oki, jak we wzorach (8) oraz (9) i na Rys. 1. Znaczne
(widoczne) odchylenie od symetrii deformacja pow³oki
przedstawione wczeœniej nie jest zjawiskiem szczególnym,
tak jak podano to we wprowadzeniu. Istotne znaczenie na
przebieg deformacji pow³oki ma technologia uk³adania za-
sypki, a g³ównie sposób jej zagêszczania [1, 6, 11].

If there are small differences in the values of R
A

and R
B

,
and so when C

A
�C

B
and F

A
� F

B
, simplified formulas

can be used [6], as in the equations:

and

4. SHELL DEFORMATION DURING

CONSTRUCTION

Fig. 7 shows an example of the values of the curvature ra-
dii of the analysed shell from Fig. 4 during backfilling
(therefore, in relation to z

g
) on measuring levels 1, 2 and

3, when the backfill level reached the value z
g
= 6.6 m, that

is 1.14 m above the crown (Fig. 2). In addition, Table 3
presents the compiled displacements of measuring points
occurring during construction. The directions of these dis-
placements correspond to the results shown in Fig. 1,
while their values from Table 3 illustrate the shell defor-
mation during the construction phase. The form of the
shell deformation shows its substantial side decline. How-
ever, when orthogonal transformation of the measuring
point system is performed (Fig. 5), it does not, in this case,
lead to a significant change in the radius of curvature of the
shell section. The relative horizontal displacement of the
upper shell section, that is of the points A

1
, K and B

1
, is

equal to:

A similar conclusion applies to the vertical displace-
ments:

It concerns as well a rotation around point O, which is as-
sociated to the orthogonal transformation shown in Fig. 5.
Thus, in the calculations of the radii of curvature R

uw
the

values of displacements are not as significant as the rela-
tions between them in the segment of the shell are, like in
the formulas (8-9), and in Fig. 1. Significant (noticeable)
deviation from the symmetry of shell deformation pre-
sented above is not a unique phenomenon, as was previ-
ously stated in the introduction. The technology of
backfilling and especially the method of its compaction
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Na Rys. 8 przedstawiono wykres zmiany parametru 
( )z
g

,
obliczonego z (4) – jest on analogiczny do ugiêcia punktu
wierzcho³kowego [6, 7], czyli w

K
z Rys. 1. W przypadku

analizowanego uk³adu pomiarowego zmiany wartoœci

( )z

g
s¹ ma³e, co wskazuje na s³usznoœæ wniosku o stoso-

wanie uproszczonych wzorów (6) i (7). Z uwagi na niewiel-
kie zmiany wartoœci 
( )z

g
w analizowanym przypadku

mo¿na korzystaæ ze wzoru uproszczonego [6]:

gdy C i F obliczone s¹ w stanie pocz¹tkowym uk³adania za-
sypki gruntowej, z uwzglêdnieniem przemieszczenia
pow³oki w rozpatrywanym przypadku i sk³adników poda-
nych we wzorach (6-9). W rozpatrywanej wczeœniej fazie
budowy ze wzoru (10) otrzyma siê:

Wynik ten ró¿ni siê jedynie o 0,66% od podanego w Tabl. 3.

Okreœlone na Rys. 7 promienie krzywizny R
uw

mog¹ s³u¿yæ
do utworzenia rysunku deformacji pow³oki, jak na Rys. 6,
ale w ujêciu symetrycznym (w trójk¹cie równoramiennym),
po transformacji ortogonalnej (Rys. 5). Istotne znaczenie
ma w tym przypadku promieñ krzywizny w kluczu pow³oki
R

k
. Przedstawiona wczeœniej metodyka obliczania R

uw
na

podstawie wspó³rzêdnych punktów AKB nie pozwala na
bezpoœrednie wyznaczenie R

k
, poniewa¿ gdy wymiary

trójk¹ta s¹ ma³e, czyli gdy równoczeœnie F � 0 i C � 0 ze

has an important influence on the course of shell deforma-
tion [1, 6, 11].

Fig. 8 shows a diagram of variation of the parameter

( )z

g
, calculated from (4) – it is analogous to the deflec-

tion of the vertex point [6, 7], as with w
K

from Fig. 1. In
the case of the analysed measurement system, changes of
the value 
( )z

g
are small and this indicates the validity of

the application of simplified formulas (6) and (7). Due to
the small changes in the value of 
( )z

g
in the analysed

case, the following simplified formula can be used [6]:

where C and F are calculated during the initial stage of
backfilling, with consideration of the shell displacement
in the analysed case and the components shown in formu-
las (6-9). In the previously presented construction phase
from formula (10), the following will value be obtained:

This result differs by only 0.66% from the one given in
Table 3.

The radii of curvature R
uw

designated in Fig. 7 can be used
to create a picture of the shell deformation, as in Fig. 6, but
in a symmetrical approach (in an isosceles triangle) and
after orthogonal transformation (Fig. 5). Important in this
case is the radius of curvature in the shell crown R

k
. The

previously presented methodology of calculating R
uw

on
the basis of the coordinates of points AKB does not allow
the direct determination of R

k
, as when the dimensions of
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Fig. 7. Changes of the curvature radii of the shell from Fig. 4

during backfilling

Rys. 7. Zmiany promieni krzywizny podczas uk³adania zasypki

w pow³oce z Rys. 4

Fig. 8. Function 
( )z
g

during backfilling from measurement

level 1 (Fig. 4)

Rys. 8. Funkcja 
( )z
g

podczas uk³adania zasypki z poziomu

pomiarowego 1 (Rys. 4)
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wzoru (10), otrzymuje siê niestabilne wyniki. Pozostaje
wiêc ekstrapolacja. Dok³adnoœæ takiego oszacowania jest
wiêksza, gdy punkty pomiarowe A i B s¹ zbli¿one do klu-
cza, ale wówczas istotne znaczenie ma dok³adnoœæ odczy-
tów przemieszczeñ.

5. DEFORMACJA POW£OKI PODCZAS

EKSPLOATACJI OBIEKTU

Przedstawione na Rys. 7 wyniki dotycz¹ fazy budowy jako
funkcji R

uw
(z

g
). Na tej podstawie mo¿na utworzyæ funkcje

zmiany promieni krzywizny z uwzglêdnieniem czasu po-
miaru R(t), równie¿ po zakoñczeniu budowy [9, 12]. Takie
zmiany mog¹ przebiegaæ w zró¿nicowany sposób. Na Rys. 9
przedstawiono wyniki pomiarów nietypowego zachowania
siê obiektu, w którym nie wyst¹pi³a stabilizacja deformacji
po zakoñczeniu budowy [12]. Obiekt ten charakteryzuje
siê typowymi parametrami geometrycznymi: L = 13,5 m,
H = 4,61 m oraz R = 9,9 m. Pow³okê wykonano z blachy fali-
stej typu SC 380×140×7 mm.

Przyjêto w badaniach dwa poziomy po³o¿enia punktów po-
miarowych A i B, okreœlone przez F, st¹d uzyskano rów-
nie¿ dwie funkcje R(t). Wartoœciami odnosz¹cymi w tych
wykresach s¹ promienie krzywizny w stanie pocz¹tkowym,
czyli na podstawie geometrii zmontowanej, poddanej ciê-
¿arowi w³asnemu pow³oki. Gdy F

1
= 1,46 m, st¹d R

o
(F

1
) =

9,646 m, a w przypadku ni¿szego poziomu pomiarowego
F

2
= 2,86 m, otrzymuje siê R

o
(F

2
) = 8,696 m. Na Rys. 9

przedstawiono zmiany promieni krzywizn, gdy na osi po-
ziomej podano czas od momentu rozpoczêcia uk³adania za-
sypki gruntowej. W pocz¹tkowej fazie budowy maleje pro-
mieñ krzywizny R(t). Gdy zasypka uk³adana jest ponad
kluczem nastêpuje przyrost R(t) i trwa to przez ca³y okres
obserwacji podczas eksploatacji. Oznacza to prostowanie
siê wycinka obwodowego w obszarze klucza pow³oki, co
stanowi odosobniony przypadek w tych obiektach.

the triangle are small, i.e. when at the same time F � 0
and C � 0 from formula (10), unstable results are ob-
tained. For such cases extrapolation should be used. The
accuracy of such estimation is higher when measuring
points A and B are close to the crown, but the accuracy of
displacement readings is then crucial.

5. SHELL DEFORMATION DURING

EXPLOITATION

The results shown in Fig. 7 relate to the construction
phase as a function of R

uw
(z

g
). On this basis the function

of change of curvature radii, which includes the time
measurement R(t), can be formulated – also for the period
after construction completion [9, 12]. Such changes may
have a different course. Fig. 9 shows the results of mea-
surements of untypical behaviour of an object, in which
the stabilization of deformation did not occur after con-
struction [12]. This structure is characterized by typical
geometrical parameters: L = 13.5 m, H = 4.61 m and
R = 9.9 m. The shell is made of a SC 380×140×7 mm cor-
rugated metal sheet.

Two levels of the location of measuring points A and B,
defined by F, were assumed in the study, and from this
two functions of R(t) were also obtained. The relating
values in these schemes are the curvature radii in the ini-
tial state, i.e. based on the geometry of an assembled shell
subjected to its self-weight. When F

1
= 1.46 m, hence

R
o
(F

1
) = 9.646 m, and in the case of a lower measurement

level F
2
= 2.86 m, then R

o
(F

2
) = 8.696 m is obtained. Fig.

9 shows the change in curvature radii with the horizontal
axis indicating the time from the moment of the begin-
ning of backfilling. In the initial phase of the construction
the curvature radius R(t) is decreasing. When the back-
filling is over the crown, an increase of R(t) occurs and it
lasts for the entire time of observation during the exploi-
tation stage. This indicates a straigthening of the cir-
cumferential section in the area of the shell crown, which
is an isolated case in the analysed type of structure.
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Fig. 9. Changes of shell curvature radii R(t) during construction

and exploitation of the object [12]

Rys. 9. Zmiany promieni krzywizny pow³oki R(t) podczas budowy

i eksploatacji obiektu [12]
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DoraŸna (wyrywkowa) kontrola geometrii pow³oki oparta
jest na pomiarze wspó³rzêdnych wybranych punktów pasm
obwodowych. Na tej podstawie oblicza siê charakterystyki
trójk¹ta równobocznego wpisanego w okr¹g (Rys. 5).
Z podstawy trójk¹ta o d³ugoœci 2C wylicza siê, jak w (2),
wartoœæ:

WskaŸnik transformacji z (4) obliczany jest ze wzoru:

st¹d jest okreœlana wysokoœæ trójk¹ta F ze wzoru (3),
a promieñ krzywizny R

t
z (5). W takim przypadku nie jest

wyznaczana deformacja pocz¹tkowa po monta¿u i budo-
wie obiektu.

Jako przyk³ad zastosowania podanego wy¿ej algorytmu na
Rys. 10 i 11 przedstawiono wyniki badañ bliŸniaczych
obiektów ekologicznych nad autostrad¹ A2 wybudowa-
nych w okolicach Œwiecka [13]. Analizowano dwa obiekty,
st¹d cztery pow³oki (oznaczone jako AL, AP, BL, BP), przy
przyjêciu w ka¿dym obiekcie czterech pasm obwodowych
na ich d³ugoœci (oznaczonych jako 1, 2, 3, 4). Parametry
geometryczne pow³ok o symbolu technicznym SC57S
charakteryzuj¹ siê nastêpuj¹cymi wymiarami: wysokoœæ
H = 5,46 m; rozpiêtoœæ L = 17,67 m oraz R = 13,735 m.
Z wartoœci obliczonych wed³ug (1) i podanych na Rys. 10
promieni krzywizny wynika ich znaczne rozproszenie.
Zró¿nicowane wartoœci parametru
, przedstawione na Rys.
11, wynikaj¹ równie¿ z ró¿nic poziomów pomiarowych,
czyli wartoœci F

A
i F

B
(zakres zmian 1,23-2,33 m). Z tych

pomiarów nasuwa siê ogólny wniosek, ¿e w wiêkszoœci

A random verification of the shell geometry is based on
the measurement of the coordinates of the selected points
of the circumferential band. On this basis, the characteris-
tics of an equilateral triangle inscribed in a circle (Fig. 5)
are calculated. From the base of the triangle with the
length of 2C, as was the case in (2), the following value is
calculated:

The transformation indicator from (4) is calculated using
the formula:

hence the height of the triangle F is determined using for-
mula (3), and the radius of curvature R

t
from (5). In such

case the initial deformation, after assembly and construc-
tion of the object, is not determined.

As an example of the application of the algorithm indi-
cated above, Fig. 10 and 11 show the results of tests of
twin animal overpasses constructed above the A2 motor-
way near Œwiecko [13]. Two structures, therefore four
shells (designated as AL, AP, BL, BP) and four cir-
cumferential bands along the length of each object
(marked as 1, 2, 3, 4) were analysed. The geometric pa-
rameters of the shells with a technical symbol of SC57S
have the following dimensions: height H = 5.46 m, span
L = 17.67 m and R = 13.735 m. Results calculated accord-
ing to (1) given in Fig. 10 indicate their considerable dis-
persion. The varied values of parameter 
, shown in Fig.
11, also result from the differences of measurement lev-
els, therefore from values F

A
and F

B
(the range of change

1.23-2.33 m). These measurements form the general con-
clusion that the backfill self-weight causes straightening,
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Fig. 11. Radii of curvature of twin shells
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pasm obwodowych pow³ok w tych obiektach od ciê¿aru
naziomu wystêpuje ich prostowanie, czyli R

t
> R.

6. ZMIANA KRZYWIZNY POW£OKI

Przemieszczenia towarzysz¹ce deformacji pow³oki jak na
Rys. 1 wykorzystuje siê do obliczeñ promienia krzywizny
R

uw
, jak we wzorze (10). Je¿eli R

uw
odnosi siê do R

o
(po

zmontowaniu pow³oki), otrzymuje siê zmianê krzywizny
wycinka pasma obwodowego pow³oki [6, 7, 12, 14]:

a gdy odnosi siê R
uw

do promienia projektowego R, otrzy-
muje siê:

Wobec tego w obliczonej zmianie krzywizny wa¿ny jest
poziom odniesienia, czyli stan idealny (projektowy) czy te¿
rozpoczynaj¹cy uk³adanie zasypki (pocz¹tkowy). We wzo-
rze (13) w R

o
ujmuje siê faktyczny stan geometrii pow³oki

przed rozpoczêciem uk³adania zasypki. W przypadku wzo-
ru (14) nie s¹ ujête efekty obci¹¿eñ ciê¿arem w³asnym, jak
równie¿ niedok³adnoœci wytwórcze i monta¿owe pow³oki.
Nie jest zatem okreœlone w jakim stopniu wp³ynê³y one na
si³y wewnêtrzne (momenty zginaj¹ce) w pow³oce. Ze wzo-
rów (13) i (14) oraz wyników obliczeñ otrzymanych z ana-
lizy przyk³adowego obiektu (Rys. 4) bior¹ siê znaczne ró¿-
nice, podane w Tabl. 4. Na Rys. 12 przedstawiono wykresy
zmian krzywizny w trakcie uk³adania zasypki obliczone ze
wzoru (13) przy wykorzystaniu wyników podanych na
Rys. 7. W wyniku zastosowanie ekstrapolacji uzyskano
wartoœci �, gdy F = 0, zestawione w Tabl. 4.

i.e. R
t

> R, of most of the circumferential bands of shells in
these objects.

6. SHELL CURVATURE CHANGE

The displacements accompanying the shell deformation,
as shown in Fig. 1, are used to calculate the radius of cur-
vature R

uw
, as in formula (10). If R

uw
refers to R

o
(after

the assembling of the shell), the change in the curvature of
the circumferential band section of the shell is obtained as
follows [6, 7, 12, 14]:

and when it refers to the designed radius R, the following
is obtained:

Therefore, the reference level – the ideal state (designed
state) or the one starting the backfilling (initial state) – is
important for the calculated change of curvature. In for-
mula (13), the actual state of the shell geometry in R

o
be-

fore backfilling is included. Whereas in the case of
formula (14), the effects of loading with self-weight, as
well as manufacturing and assembly inaccuracies of the
shell, are not taken into account. It is therefore not deter-
mined to what extent they affected the internal forces
(bending moments) in the shell. Formulas (13) and (14)
and the calculation results obtained from the analysis of
the sample object (Fig. 4) give significant differences
which are presented in Table. 4. Fig. 12 shows the dia-
grams of curvature changes during backfilling that were
calculated from formula (13) using the results shown in
Fig. 7. As a result of the application of extrapolation, val-
ues� when F = 0 were obtained and compiled in Table 4.
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Measurement level
Poziom pomiarowy

�( )R �( )R
o

0 (crown*) / klucz*) ) 0.175000 0.11500

1 0.127980 0.10173

2 0.044560 0.06988

3 0.025096 0.03358
*) extrapolation shown in Fig. 13 / ekstrapolacja podana na Rys. 13

Table 4. Curvature of the circumferential section of the shell
Tablica 4. Krzywizny wycinka obwodowego pow³oki

Fig. 12. Changes of the curvature of the shell from Fig. 4 during backfilling

Rys. 12. Zmiany krzywizny podczas uk³adania zasypki w pow³oce z Rys. 4
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Z wartoœci �(R
o
) obliczonej wed³ug (13), po uwzglêdnie-

niu sztywnoœci na zginanie pasma obwodowego blachy
pow³oki o szerokoœci a, czyli EI/a, otrzymuje siê moment
zginaj¹cy:

a st¹d naprê¿enia normalne spowodowane zginaniem
w kierunku osi x. Najwiêksze wartoœci � w pow³okach
o kszta³cie ³ukowym, jak w analizowanym przypadku, po-
wstaj¹ w kluczu pow³oki, gdy zasypka osi¹ga poziom klu-
cza (z H

g
� , Rys. 1). Takiej wartoœci nie mo¿na obliczyæ

na podstawie przedstawionej w pracy metodyki, bowiem
poziomy pomiarowe 1, 2, 3, 4, 5, jak na Rys. 3, s¹ oddalone
od klucza. Do oszacowania wartoœci �(F=0) wykorzystuje
siê ekstrapolacjê wykresu �(F) podan¹ na Rys. 13 i Tabl. 4.
Zatem dok³adnoœæ wyniku zale¿y od rozmieszczenia punk-
tów pomiarowych w czêœci górnej pow³oki [6-8].

W przypadku stosowania w badaniach pow³oki pomiarów
odkszta³ceñ jednostkowych (tensometrycznych) wyznacza
siê si³y osiowe i momenty zginaj¹ce w kierunku obwodo-
wym pasma [2, 6, 14]. Wobec tego korzystaj¹c z zale¿noœci
(15) mo¿na równie¿ okreœliæ krzywiznê, tym razem w ana-
lizowanym przekroju, a nie w wycinku pow³oki, jak w ni-
niejszej pracy. Wynik obliczeñ uzyskany ze wzoru:

mo¿na odnosiæ do rezultatów uzyskanych z deformacji pas-
ma obwodowego pow³oki, jak w tej pracy. Zatem wyniki
pomiarów tensometrycznych i obliczonych na tej podstawie
momentów zginaj¹cych podanych w pracach [2, 6, 15-18]
mo¿na bezpoœrednio odnosiæ np. do wykresów podanych na
Rys. 8, 9 i 11. W tym przypadku w wartoœciach M

x
ujmuje

siê poziom odniesienia, co widoczne jest we wzorze:

From the value�(R
o
) calculated according to (13), and after

taking into account the bending stiffness of the circumfe-
rential band of the shell with width a, that is EI/a, the follo-
wing bending moment is obtained:

and from this also normal stresses caused by the bending
in the direction of the x axis. The highest values of � in
the arc-shaped shells, as in the presented case, occur in
the shell crown when the backfill reaches its level
(z H

g
� , Fig. 1). Such a value cannot be calculated on the

basis of the methodology that is presented in the paper, as
measurement levels 1, 2, 3, 4 and 5, as shown in Fig. 3, are
distant from the crown. To estimate the value of �(F = 0),
extrapolation of the diagram �(F), which is given in
Fig. 13 and Table 4, is used. Thus, the accuracy of the re-
sult depends on the distribution of measuring points on
the upper part of the shell [6-8].

In the case of using measurements of unit deformations of
the shell (with strain gauges), axial forces and bending
moments in the circumferential direction of the band are
determined [2, 6, 14]. Therefore, using relation (15) the
curvature can also be determined, but this time in the ana-
lysed cross-section and not in the section of the shell as in
the presented study. The calculation result obtained from
the formula:

can be, as in this paper, referred to the results obtained
from the deformation of the circumferential band of the
shell. Thus, the results of strain gauge measurements and
bending moments, calculated on their basis and given in
[2, 6, 15-18], can be directly related to e.g. the diagrams
presented in Fig. 8, 9 and 11. In this case, the values of
M

x
include the reference level, which is shown in the for-

mula:

218 Czes³aw Machelski

M
EI

a R
R

x

o

o
�


�( ) , (15)

Fig. 13. Estimation of the curvature in the shell crown with the use

of extrapolation of function �(F)

Rys. 13. Szacowanie krzywizny w kluczu pow³oki z wykorzystaniem

ekstrapolacji funkcji �(F)
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Przyrost promienia krzywizny (R R
uw o

� ) zale¿y od znaku
krzywizny �(R

o
), a wiêc momentu zginaj¹cego. Ponadto

porównanie momentów zginaj¹cych i naprê¿eñ normalnych
uzyskanych z przemieszczeñ, czyli wyników pomiarów
geodezyjnych, oraz obliczonych na podstawie odczytów
tensometrycznych (traktowanych jako dok³adne) przedsta-
wiono w pracach [6, 14]. Wyniki te wskazuj¹ na skutecz-
noœæ pomiarów geodezyjnych stosowanych na budowie do
oceny bezpieczeñstwa obiektów gruntowo-pow³okowych
podczas ich budowy.

7. WNIOSKI

W za³o¿eniach projektowych obiektów gruntowo-pow³oko-
wych promieñ krzywizny górnej czêœci pasma obwodowe-
go pow³oki wynosi R. Po zmontowaniu pow³oki z arkuszy
blach falistych i podczas uk³adania zasypki oraz podbudo-
wy z nawierzchni¹, a tak¿e w trakcie eksploatacji obiektu
konstrukcja kszta³tu pow³ok jest z³o¿ona. W pracy analizuje
siê deformacjê górnego wycinka pow³oki z zastosowaniem
jako miary promienia krzywizny. Wyznacza siê go z zale¿-
noœci geometrycznych na podstawie wspó³rzêdnych trzech
punków po³o¿onych na wycinku pow³oki: dwóch punktów
tworz¹cych ciêciwê oraz punktu œrodkowego w kluczu
pow³oki. Te trzy punkty tworz¹ dowolny trójk¹t wpisany
w ko³o o poszukiwanym promieniu krzywizny.

Wspó³rzêdne takiego trójk¹ta zmieniaj¹ swoje po³o¿enie
podczas budowy i eksploatacji obiektu, w zwi¹zku z tym
tworz¹ siê trójk¹ty o dowolnej geometrii. W pracy zapro-
ponowano procedurê transformacji ortogonalnej takich
trójk¹tów, utworzonych ze wspó³rzêdnych punktów po-
miarowych, do trójk¹ta równobocznego o poziomej podsta-
wie. Z uwagi na powstawanie niesymetrycznej deformacji
pow³oki wprowadza siê dodatkowy punkt wierzcho³kowy
o zmiennym po³o¿eniu.

Wyznaczana w ten sposób zmiana promienia krzywizny
pozwala na szacowanie momentów zginaj¹cych i naprê¿eñ
normalnych. Takie wyniki s³u¿¹ do oceny bezpieczeñstwa
pow³oki podczas budowy i u¿ytkowania obiektu. W pracy
podano przyk³ady analizy zmian promienia krzywizny
pow³oki. Rozpatrzono cztery przypadki deformacji pow³o-
ki:

• po monta¿u pow³oki R
o
,

The increase in the radius of curvature (R R
uw o

� ) de-
pends on the sign of curvature �(R

o
), and therefore the

bending moment. Furthermore, a comparison of the bend-
ing moments and normal stresses that were obtained from
the displacements, thus the geodetic measurements, and
those calculated on the basis of strain gauge measure-
ments (treated as precise) is shown in papers [6, 14].
These results indicate the effectiveness of geodetic mea-
surements used on construction sites to evaluate the
safety of soil-steel structures during their construction.

7. CONCLUSIONS

In the design assumptions of soil-steel structures, the ra-
dius of curvature of the upper part of the circumferential
band of the shell is equal to R. After installation of a shell
made of corrugated metal sheets and during backfilling,
and road paving, but also during the exploitation, the
structural shape of the shell is complex. The paper analy-
ses the deformation of the upper section of the shell with
the use of a radius of curvature as a measurement. It is de-
termined from the geometrical relations on the basis of
coordinates of three points located on the section of the
shell: two points forming the chord and the midpoint in
the shell crown. These three points form a random trian-
gle inscribed in a circle with the required radius of curva-
ture.

The coordinates of such a triangle change their position
during the construction and exploitation of a structure, and
therefore new triangles of any geometry are created. The
paper proposes a procedure of orthogonal transformation
of such triangles, which are formed from the coordinates
of the measuring points, to an equilateral triangle with
a horizontal base. Due to the formation of asymmetrical
deformations of the shell, an additional vertex point with
a variable location is introduced.

The change of the curvature radius, which was determined
in this way, allows bending moments and normal stresses
to be estimated. These results are used to assess the safety
of a shell during the construction and exploitation of
a structure. The paper presents examples of analysis of
changes in the curvature radius of a shell. The following
four cases of shell deformation were considered:
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• obiektu podczas uk³adania zasypki gruntowej R
uw

,

• zmian podczas eksploatacji obiektu R(t),

• wyrywkowej kontroli geometrii obiektu ekologicz-
nego R

t
.

Do analizy takich przypadków wystarczaj¹ce s¹ pomiary
geodezyjne z okreœleniem po³o¿enia punktów w uk³adzie
przestrzennym [14].
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