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PROPERTIES OF NUMERICAL SOLUTION OF THE DEFORMATION
AND STABILITY PROBLEM IN SHALLOW CONICAL SHELLS

UNDER EXTERNAL PRESSURE

WLASCIWOSCI ROZWIAZANIA NUMERYCZNEGO ZADANIA
~ DEFORMACJI | STATECZNOSCI MALOWYNIOSLYCH POWLOK
STOZKOWYCH PODDANYCH DZIALANIU CISNIENIA ZEWNETRZNEGO

STRESZCZENIE. W pracy wykonano analize rozwigzania
numerycznego w $rodowisku oprogramowania ANSYS trzech
zadan wyznaczenia deformacji i statecznosci zamknietych
matowyniostych powtok stozkowych, poddanych dziataniu cis-
nienia zewnetrznego: 1) zadania liniowego (bifurkacyjnego)
okreslenia wartosci krytycznej cisnienia; 2) geometrycznie
nieliniowego zadania deformacji i wyboczenia powtoki oraz
wyznaczenia ci$nienia granicznego przy wykorzystaniu osiowo-
symetrycznych elementéw skonczonych (ES); 3) rozwigzania
zadania 2, lecz przy wykorzystaniu czteroweztowych elementéw
powtokowych. Przedstawiono rozwigzania stanu stacjonarnego
powtoki swobodnie podpartej i utwierdzonej. Matowynioste
powtoki stozkowe wykorzystywane sg jako elementy nosne
i ochronne konstrukcji mostowych.

SEOWA KLUCZOWE: cisnienie zewnetrzne, deformacje, pakiet
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stozkowa powioka matowyniosta.

ABSTRACT. This paper presents an analysis of a numerical
solution in the ANSYS software to three problems related to
determination of deformations and stability of closed shallow
conical shells under external pressure: 1) linear (bifurcation)
problem of determining the critical pressure; 2) geometrically
non-linear problem of shell deformation and buckling to
determine the limit pressure using axisymmetric finite elements
(FE); 3) solution to the same problem as set out in 2, yet using
4-node shell elements. The solutions presented in the paper
concern the stationary state of a simply supported and fixed
shell. Shallow conical shells are applied as load bearing and
protective elements of bridge structures.
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1. WSTEP

Problem statecznosci zamknigtych matowyniostych spre-
zystych cienko$ciennych powtok stozkowych poddanych
dziataniu ci$nienia zewngtrznego nalezy do klasycznych
probleméw teorii powlok. W szczegbdlnosci typowe roz-
wiazania dotycza analizy w zakresie liniowym, jak rowniez
badan eksperymentalnych: Alumiae [1], Bajlaard [2], We-
ingarten [3], Grigoliuk [4], Dubois [5], Singer [6, 7], Miha-
siev 1 Tovstik [8], Mushtari [9], Miursiepp [10], Preobra-
zenskij [11], Roditelev [12], Sachenkov [13], Seide [3, 14],
Schiffner [15]. Duzy wktad w rozwoj teorii geometrycznie
nieliniowej analizy deformacji i stateczno$ci liniowospreg-
zystych powtok stozkowych wniesli Alumiae [1], Valishvi-
li[16], Volmir [17, 18], Galimov [9, 19], Grigoliuk i Kaba-
nov [4], Kornishin [20], Mushtari [9], Novozhilov [21],
Shkutin [22-24] oraz Shubin [24]. W wymienionych pra-
cach sformutowano zadania, przedstawiono metody roz-
wiazania 1 wyniki, jak rowniez opinie pozwalajace oceni¢
etapy rozwoju badan w dziedzinie nieliniowej mechaniki
powlok stozkowych. Zagadnieniami pokrewnymi w sto-
sunku do tematu rozwazanego w niniejszym opracowaniu
sa prace Valishvilia [16], Shkutina [22-24] oraz Shubina
[24], w ktorych wykorzystywano nieliniowe réwnania teo-
rii powtok matowyniostych.

W ostatnim dziesigcioleciu przeprowadzono na Ukrainie
wiele badan laboratoryjnych (ponad 100 probek) do-
tyczacych statecznosci matowyniostych zamknigtych
powlok stozkowych obciazonych cisnieniem zewngtrz-
nym, w szerokim zakresie zmian ich geometrii [25, 26]. Po-
réwnano wyniki doswiadczalne z rezultatami obliczen wy-
konanych na podstawie wielu znanych teorii i modeli
obliczeniowych zbudowanych dla powtok idealnych oraz
powlok z poczatkowymi defektami. Uwzgledniono obli-
czenia z wykorzystaniem pakietow oprogramowania (PO)
[25-27], bazujacych na metodzie elementow skonczonych
(MES). Badania te wykazaly, Ze pozostaje szereg nie do ko-
nca rozwiazanych zagadnien omawianego problemu o zna-
czeniu teoretycznym i praktycznym. W szczegdlnosci brak
jest analizy poréwnawczej rozwiazan liniowych i nielinio-
wych zadan statecznosci, zmierzajacej do identyfikacji mo-
delu niebezpiecznego, przy uwzglednieniu kryterium wy-
boczenia powloki. Najskuteczniejszym narzedziem
realizacji wymienionych badan i wykonania prawidtowych
obliczen powtok sa wspolczesne pakiety oprogramowania,
a w szczegdlnosci PO ANSYSS. Biorac pod uwage fakt, ze
matowynioste powtoki stozkowe sa stosowane jako ele-
menty nosne i ochronne konstrukeji, w tym takich o szcze-
golnej odpowiedzialnosci wykorzystywanych w technice

1. INTRODUCTION

The problem of stability of closed, shallow thin-wall con-
ical shells under external pressure belongs to the group of
classical shell-theory problems. In particular, typical so-
lutions concern analyses in the linear range and experi-
mental studies: Alumiae [1], Bajlaard [2], Weingarten
[3], Grigoliuk [4], Dubois [5], Singer [6, 7], Mihasiev and
Tovstik [8], Mushtari [9], Miursiepp [10], Preobrazenskij
[11], Roditelev [12], Sachenkov [13], Seide [3, 14],
Schiffner [15]. The main contributors to the theory of
geometrically non-linear analyses of deformation and sta-
bility of linear elastic conical shells include Alumiae [1],
Valishvili [16], Volmir [17, 18], Galimov [9, 19],
Grigoliuk and Kabanov [4], Kornishin [20], Mushtari [9],
Novozhilov [21], Shkutin [22-24] and Shubin [24]. Their
studies included problem formulation, presentation of the
solution method and of the obtained results, as well as the
authors' opinions enabling an investigation of the re-
search progress on the non-linear mechanics of conical
shells. Non-linear equations of the shallow shell theory
were also used in the works of Valishvili [16], Shkutin
[22-24] and Shubin [24], in which the non-linear equa-
tions of the shallow conical shell theory were applied.

In the last ten years many laboratory research projects
were carried out in Ukraine (using over 100 samples),
concerning the stability of closed shallow conical shells
under external pressure in a large range of geometrical
changes [25, 26]. The research included comparing the
experimental results with the outcomes of calculations
based on a number of accepted theories and computa-
tional models built for ideal shells and shells with initial
defects. The calculations were carried out with software
packages [25-27], based on the finite element method
(FEM). The outcome of these research projects shows
that there are still many outstanding issues of theoretical
and practical significance, which are worth exploring.
They include in particular a comparative analysis of lin-
ear and non-linear solutions of stability problems with the
identification of the unstable model of a shell when apply-
ing the buckling criterion. The most effective tool for car-
rying out such research with correct computations of the
analysed shells are the currently available software pack-
ages, especially ANSYS. Taking into account the appli-
cation of shallow conical shells as load bearing and
protective elements of structures, used also in applica-
tions requiring exceptional reliability such as aircraft and
rocket building, chemical and petrochemical industries as
well as bridge engineering, development of calculation
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samolotowej i rakietowej, w przemysle chemicznym,
petrochemicznym oraz konstrukcjach mostowych.
W zwiazku z tym opracowanie metod obliczeniowych ta-
kich powtok pozostaje waznym i wciaz aktualnym zada-
niem.

Celem niniejszej pracy jest analiza pordwnawcza wynikow
rozwigzan numerycznych w srodowisku ANSYS (ANSYS
Inc. Academic Research, Mechanical Analysis, Release
13.0 customer 298728) trzech zadan wyznaczenia deforma-
cji i wyboczenia zamknigtych matowyniostych powlok sto-
zkowych poddanych dziataniu cis$nienia zewngtrznego:
1) zadania liniowego (bifurkacyjnego) w celu okreslenia
cisnienia krytycznego ¢ (zadanie 1); 2) zadania geome-
trycznie nieliniowego wyznaczenia deformacji i wybocze-
nia powlok w celu okreslenia ci$nienia granicznego ¢'"™
z wykorzystaniem osiowosymetrycznych powlokowych
elementéw skonczonych (ES) (zadanie 2); 3) rozwiazanie
zadania 2 z uwzglednieniem czterowgztowych powtoko-
wych ES (zadanie 3). Rozwazane sa dwa przypadki podpar-
cia powloki: przegubowe nieprzesuwne i sztywne zamoco-
wanie.

2. METODYKA ANALIZY NUMERYCZNEJ

Model geometryczny idealnej zamknigtej powtoki stozko-
wej powstal poprzez obrot tworzacej wokot osi powtoki.
Tréjwymiarowy model obliczeniowy powtoki stozkowej,
wykorzystany do rozwiazania zadan 1 i1 3, utworzono z wy-
korzystaniem elementu czterowgztowego ANSYS FE
SHELL 181, z biblioteki oprogramowania ANSY'S. Jest to
model z czterema punktami weztowymi znajdujacymi si¢
na powierzchni srodkowej, z ktorych kazdy ma szes$¢
stopni swobody: przesunigcia w kierunku odpowiednich
osi lokalnego uktadu wspotrzednych X, Y, Z oraz obro-
tow wokot tych osi (Rys. 1a [28]).

methods for such shells remains a major contemporary is-
sue.

The subject of this research is a comparative analysis of
the outputs of numerical solutions obtained with the
ANSYS software package (ANSYS Inc. Academic Re-
search, Mechanical Analysis, Release 13.0 customer
298728) of three problems with determining the deforma-
tions and buckling of closed shallow conical shells under
external pressure: 1) linear (bifurcation) problem of criti-
cal pressure determination ¢ (problem no. 1); 2) geo-
metrically non-linear problem of shell deformation and
buckling in order to determine the critical pressure ¢"™"
using axisymmetric finite elements (FE) (problem no. 2);
3) solution of problem no. 2, yet using 4-node shell finite
elements (problem no. 3). Two supporting conditions are
considered for the analysed shell: pinned and fixed.

2. METHODOLOGY OF NUMERICAL
ANALYSIS

The geometric model of the ideal closed conical shell was
obtained by rotating the generating line around the shell
axis. The three-dimensional computational model of the co-
nical shell used to solve problems no. 1 and no. 3 was cre-
ated with ANSYS FE SHELL 181 4-node element from the
ANSYS library. It is a model defined by four nodal points
located on the shell middle surface, each having six degrees
of freedom: translational along the respective axes X, Y, Z
of the local system of coordinates and rotational about these
axes (Fig. 1a [28]).

integration points
punkty catkowania

L..

Fig. 1. Geometry of shell elements FE SHELL 181 (a) and

FE SHELL 208 (b) [28]

Rys. 1. Geometria elementéw powtokowych FE SHELL 181 (a)
i FE SHELL 208 (b) [28]
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Element ten, odpowiedni do obliczen powlok cienkoscien-
nych, jest wykorzystywany do rozwiazywania liniowych
inieliniowych zadan z duzymi deformacjami i katami obro-
tow. Ma on cechy liniowej sprezystosci. Do analizy wyko-
rzystano materialy sprezyste izotropowe, ortotropowe i ani-
zotropowe. Do rozwiazania zadania 2 uzyto dwuwezto-
wego elementu osiowosymetrycznego FE SHELL 208
(Rys. 1b [28]). Modele obliczeniowe zostaly zbudowane
przy uzyciu generatora siatek PO. Dana wejsciowa byla
dhugos¢ ES w kierunku promieniowym. Liczba elementéw
skonczonych N zostala wybrana w procesie zaggszczania
siatki az do uzyskania rozwigzania stabilnego, zaréwno
w zakresie rownowagi statycznej, jak rowniez w przypadku

obciazen krytycznych (Rys. 2).

This element, appropriate for thin shell computations, is
used for solving linear and non-linear problems involv-
ing big deformations and large angles of rotation. More-
over, it represents linear elastic behaviour. The
analysed materials are elastic isotropic, orthotropic or
anisotropic. The element used for solving problem no. 2
was axisymmetric 2-node element FE SHELL 208 (Fig. 1b
[28]). The computational models were built with the au-
tomatic default grid generator. The input parameter was
the radial length of finite element. The number of finite
elements N was determined in the process of grid refine-
ment until obtaining a stable solution, both for static and
critical loading conditions (Fig. 2).

Fig. 2. Finite element model of conical shell built of N = 768 (a) and N = 3888 (b) elements
Rys. 2. Model MES powtoki stozkowej ztozony z N = 768 (a) i N = 3888 (b) elementow

Analize numeryczna przeprowadzono dla zadanej geometrii
powlok w szerokim zakresie zmienno$ci wspolczynnika
okreslajacego wzgledna grubos¢ Scianki (R/A =100 + 2000,
gdzie R — promien podstawy stozka, 7 — grubos¢ powloki)
1 kata nachylenia tworzacej do plaszczyzny podstawy (o =
0,5°+ 20°). Grubo$¢ powtoki wyniosta 2 = 0,4 + 16 mm
(badano gtéwnie powloki o grubosci # = 4 mm). Materiat
powtoki stanowita stal 30HGSA (modul Younga E =
200 GPa, wspotczynnik Poissona v = 0,3; granica plastycz-
nosci R, = 1000 MPa). Realizowano obciazenie w postaci
roéwnomiernie roztozonego zewngtrznego ci$nienia po-
przecznego . Warunki podparcia podstawy stozka od-
powiadaly nieprzesuwnemu podparciu przegubowemu
1 utwierdzeniu. Schemat obliczeniowy powtloki dla przy-
padku podparcia przegubowego przedstawiono na Rys. 3a.
Natomiast ci¢zar wlasny powtoki pominigto.

q

/i

2R

The numerical analysis was carried out for the user-
defined shell geometry featuring a wide range of variation
of the relative wall thickness index (R/A = 100 + 2000,
R — cone radius, / - shell thickness) and the base angle
(o0 = 0.5° = 20°) The shell thickness was in the range of
h=0.4+ 16 mm (4 =4 mm was the most common shall
thickness in this research). The shell material was
30HGSA steel (Young modulus of £ =200 GPa, Poisson
ratio of v=0.3 and yield strength of R, = 1000 MPa). The
load was applied as a uniformly distributed external pres-
sure in the lateral direction ¢. Both pinned and fixed base
supporting conditions of a shell were represented. The
loading diagram of a shell with pinned ends is presented
in Fig. 3a. The self-weight of the shell was not taken into

account.

Fig. 3. Loading diagram of the shell with
pinned ends (a) and a mode of stability
loss in problem no. 1 (b)

Rys. 3. Schemat obliczeniowy powtoki
przegubowo-podpartej (a) i posta¢ utraty
statecznosci w zadaniu 1 (b)
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3. WYNIKI ANALIZY NUMERYCZNEJ
3.1. ZADANIE 1

W wyniku rozwigzania problemu liniowego mozna okresli¢
cisnienie krytyczne g, jako wartoS¢ cisnienia odpowia-
dajaca najmniejszej wartosci wlasnej zadania statecznosci
oraz odpowiadajaca jej posta¢ wyboczenia w postaci regu-
larnych wglebien i wybrzuszen przebiegajacych wzdtuz
tworzacej (Rys. 3b). Przy rozwiazywaniu liniowego zada-
nia wartosci wlasnych uwzgledniono deformacje powloki
w zakresie dokrytycznym.

Wiadomo, ze wartos¢ w klasie rozwazanych powtok ¢
zalezy od dwoch bezwymiarowych parametréw geome-
trycznych (R/h 1 kata o) oraz od wskaznikow sprezystosci
materiatu. Nie zalezy natomiast od skali (wymiarow bez-
wzglednych). Na tej podstawie mozliwa jest ocena doktad-
nosci otrzymanych rozwiazan liniowych. W Tabl. 1 przed-
stawiono, w szerokim zakresie grubo$ci powloki oraz dla
roznej liczby elementéw N, wartosci krytyczne ci$nienia
q,, dla dwoch przypadkéw podparcia krawedzi powtoki:
utwierdzenia (utw) i podparcia przegubowego (prz). Zapi-
sano rowniez liczbg fal wyboczenia w kierunku obwodo-
wym 7.

3. NUMERICAL ANALYSIS RESULTS
3.1. PROBLEM NO. 1

The solution of the linear problem enables determining
the critical pressure ¢ as a value corresponding to the
lowest eigenvalue of the stability problem and the corre-
sponding buckling mode, including regular inward and
outward dimples along the generating line (Fig. 3b). The
linear eigenvalue problem was solved taking into account
pre-critical shell deformations.

It is known that in the considered class of shells the value
of g, depends on two dimensionless geometric parame-
ters (R/h and angle o), and on the elastic modulus of the
material. On the other hand it does not depend on the
scale (the absolute dimensions). On this basis it is possi-
ble to assess the accuracy of the obtained linear solutions.
Table I presents the critical pressure values ¢, fora wide
range of shell thickness and different numbers of finite
elements N for fixed (ufw) and pinned (prz) supporting
conditions. It gives also the number of circumferential
waves in buckling n.

Table 1. Values of g, and n for shells with different outside dimensions of R/h = 500; a=10° and different N
Tablica 1. Wartosci q , i n powtok o réznych wymiarach zewnetrznych o R/h = 500; 0=10° i réznym N

h [m] 0.001 = 0.010 0.011 0.012 0.013 0.014 0.015 0.016
R [m] 0.5+5.0 5.5 6.0 6.5 7.0 7.5 8.0
N (FE numer / Liczba ES) 4800 5292 5808 6342 6342 6912 7500
q. (utw) [Pa] 9677 9664 9653 9644 9644 9635 9628
q. (pre) [Pal 8675 8663 8652 8643 8643 8635 8628
n 8/8 8/8 8/8 8/8 8/8 8/8 8/8

Wszystkie powloki miaty takie same parametry geome-
tryczne R/h = 500 i oo = 10° dla réznych grubosci zmie-
niajacych si¢ od 1 mm do 16 mm (z krokiem do 1 mm). Od-
powiednio zmieniane byty warto$ci promienia podstawy R.
Liczba ES dla powtok o grubosci # =1 + 10 mm byla taka
sama 1 wynosita N = 4800. Otrzymane wartosci ci$nienia
krytycznego w wymienionym powyzej zakresie /2, wyzna-
czone z doktadnoscia do 4 cyfr znaczacych, byty identycz-
ne. Dla 2 =10+ 16 mm, liczba N wzrosta od 4800 do 7500.
Okazalo sig, ze tak istotnie zwigkszenie N (az do 56,25%)
spowodowato nieznaczne obnizenie wartosci cisnienia kry-
tycznego g, , ktorego maksymalna wartos¢ (dla N = 7500)
wyniosla tylko 0,51%.

All the shells had the same values of R/h = 500 and
o = 10° with wall thickness in the range of 1-16 mm (at
max. 1 mm increments). The R radius values were
changed as required. For all the shells in the thickness
range of # =1 + 10 mm the number of finite elements
was N = 4800. The critical pressure values obtained in
the above-mentioned range of /# were the same (to four
significant figures). For 2 =10 + 16 mm, the value of N
increased from 4800 to 7500. With such a significant in-
crease in the value of N (up to 56.25%) the value of criti-
cal pressure g, decreased only slightly, by a maximum
0f 0.51% for N =7500.
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Na Rys. 4 przedstawiono zaleznosci ci$nienia krytycznego
odkataa, g, =g, (o), powlok o R/h =500 w calym bada-
nym zakresie zmian kata oo (Rys. 4a) oraz w obszarze
matych katow a (Rys. 4b). Uwzgledniono warunki sztyw-
nego podparcia (krzywa 1) i podparcia przegubowego
(krzywa 2) krawedzi powtoki. Nalezy zauwazy¢, ze w za-
kresie zmian kata o, = 0°-10°, ¢ wzrasta z niewielka nieli-
niowoscia wywotujaca usztywnienie konstrukcji, natomiast
w obszarze o = 10°-20° wzrost ¢, jest bliski zaleznosci li-
niowe;.

Fig. 4 presents the relationship between the critical pres-
sure and o angle, g, = ¢ (o) for shells of R/A =500 in the
whole range of variation of o (Fig. 4a), and in the small
angle region (Fig. 4b). Two edge supporting conditions
are considered: fixed (curve 1) and pinned (curve 2). Note
that in the angle variation region of a = 0°-10° the in-
crease of g, is slightly non-linear, resulting in stiffening
of the structure, becoming almost linear in the region of
o =10°-20°.

30 4

25 4 /

20 L 3 1 / Fig. 4.9, =q(a) relationship for shells
E 1 4 E / of R/h =500 in the whole range of o (a)
= 15 x 2 7 3 and in the small o angle region (b)
c? 10 2 c? / Rys. 4. Zalezno$¢ q .= q (o) dla powtok

1 T 2 o R/h = 500 w catym analizowanym
a) 5 b) // zakresie zmian kata o (a) oraz w
zakresie matych katow a (b)
0 0 é&
0 4 8 12 16 20 0 1 3 4 5
o] o[

3.2. ZADANIE 2

Celem rozwiazania zadania geometrycznie nieliniowego
jest okreslenie zaleznosci przemieszczen (ugigc) powtoki,
glownie jej wierzchotka, a takze poszczegdlnych punktow
na powierzchni, od ci$nienia g. W tym przypadku badano
deformacje i wyboczenie powtoki oraz okre§lono graniczna
warto$¢ ciSnienia g . Na Rys. 5 przedstawiono zalezno$ci
g = q(u ), przemieszczenia u _wierzcholka stozka cienko-
$ciennego od wartosci ci$nienia ¢, dla powloki o R/ = 500
(tu i we wszystkich dalszych zadaniach grubo$¢ powloki
h = 4 mm). Uwzgledniono trzy rozne katy nachylenia
tworzacej do podstawy stozka. W obliczeniach wykorzysta-
no osiowosymetryczne elementy powltokowe FE SHELL
208. Nalezy zauwazy¢, ze w pracy uwzgledniono obciazone
sterowanie przemieszczeniem wierzcholka stozka, realizo-
wane w badaniach eksperymentalnych [24-26], jak i w prak-
tyce inzynierskie;.

Na rysunkach w sposob graficzny przedstawiono proces
utraty stateczno$ci w postaci osiowo-symetrycznego ,,prze-
wijania plaszcza powloki”. Przy stalym ci$nieniu rownym
jego wartosci granicznej g = g, nastgpuje skokowy wzrost
przemieszczenia, bezposrednio, w przyblizeniu do wartosci
podwojonej wysokosci stozka (deformacje powloki poka-
zano na Rys. 5a, gorna czes$¢ stozka jako element sztywny
nie ulega ,,przewinigciu”). Na wykresach ,,przeskoki” za-
znaczono jako strzatki poprowadzone od pierwszego maxi-
mum do statecznie rosnacej czesci wykresu.

3.2. PROBLEM NO. 2

The purpose of solving a geometrically non-linear problem
consists in determining the relationships between pressure
g and displacements (deflections) of the shell, mainly the
apex, but also different points on its surface. The deforma-
tions and buckling of the analysed shell were examined in
this case in order to determine the limit pressure value g . .
The graph in Fig. 5 represents the relationship g = g(u )
between the displacement of the apex of thin conical shell
uz and the value of pressure ¢ for a shell of R/A =500 (the
wall thickness from this point on is # =4 mm). Three base
angles are considered. The calculations are based on a
model built of axisymmetric elements FE SHELL 208. It is
worth considering that the load application control of the
apex displacements, applied both in the experimental re-
search projects [24-26] and engineering practice, has been
taken into consideration in the study.

The figures illustrate the loss of stability as axisymmetric
snapping through of the shell skin. At a constant pressure
equalling the limit value of ¢ = ¢ the displacement val-
ues soar up to about twice the cone height (the shell defor-
mations are shown in Fig. 5a and as it can be seen in the
graph the top part of the cone, being a stiff element, does
not snap through). The “jumps” are marked with arrows
drawn from the first maximum to the region of steadily
growing part of the curve.
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Fig. 5. Graph of q = q(u,) relationship for an apex of conical shell of R/h = 500: a) . = 0.5°, b) a. = 2°, ¢) . = 10°
Rys. 5. Wykres zaleznosci q = q(u,) wierzchotka powtoki stozkowej o R/h = 500: a) o. = 0,5°, b) o = 2°, ¢) a. = 10°

Nalezy wzia¢ po uwage, ze w pracy rozwiazano zadanie
statyki i celem byto okreslenie kolejnych stanéw réwnowa-
gi powloki. Ponadto efekty dynamiczne nie sa uwzglednio-
ne. W rzeczywistej sytuacji, gdy w zakresie pokrytycznym
ci$nienie nie zmienia sig, ,,przeskok” do statecznego
potozenia rownowagi na kolejnej gatezi sciezki obcigzenia
(zapisanej funkcja rosnaca) zachodzi tak, jak zaznaczono
strzatka (linia ciagla) na Rys. 5. Jezeli poza punktem gra-
nicznym cis$nienie zewngtrzne maleje do zera, ,,przeskok”
bedzie przebiegat w kierunku okreslonym linig przerywana
(Rys. 5, a =0,5°).

Nalezy zauwazy¢ zmiang ksztaltu pokrytycznej $ciezki
rownowagi przy wzroscie kata a.. Po przewinigciu stozka,
z powodu pojawienia si¢ ujemnych wartosci ci$nienia ¢ na-
stepuje jakosciowa zmiana deformacji pokrytycznych.
Sciezka réwnowagi ma dwa lokalne minima (pkt 2 i 4,
w wartosciach bezwzglednych — maksima): pierwsze — dla
matych przemieszczen wierzchotka stozka, drugi (bardziej
wyrazne) — w zakresie duzych przemieszczen. Pomiedzy
nimi podci$nienie osiaga prawie zero, tworzac w ten sposob
lokalne maksimum (pkt 3, w warto$ciach bezwzglednych —
minimum). Zwigkszanie kata oo powoduje szybki wzrost
drugiego lokalnego minimum. Ponadto dla o > (7°-8°)
o (R/H = 500) nie zawsze wystepuje stabilizacja powtoki
w zakresie pokrytycznym (obserwowana jako $ciezka row-
nowagi w postaci funkcji rosnacej). Jest to zwiazane z gwalt-
townym zatamaniem przy przejsciu ze $ciezki malejacej na
rosnaca (w obszarze zatamania obydwie czesci powloki sa
praktycznie réwnolegle). Wybor parametréw obliczenio-
wych (4 wskazniki), ktére moga jednoczesnie z powodze-
niem zidentyfikowa¢ warto$¢ granicznego cisnienia ¢ ,

It should be taken into consideration that the problem of
statics has been solved in the study in order to determine
the subsequent shell equilibrium states. Moreover, the dy-
namic effects are not taken into account. In the experi-
mental conditions, when the pressure does not change in
the post-critical range, a “jump” to the stable equilibrium
application on a subsequent branch of a loading path
(marked as the rising function) proceeds the same as it has
been marked by an arrow (a solid line) in Fig. 5. If the ex-
ternal pressure is reduced to zero beyond the limit point,
the “jump” will proceed towards the direction marked by
a dashed line (Fig. 5, a = 0.5°).

Note the change of shape of the post-critical equilibrium
path with the increase of o angle. After snapping through,
a qualitative change of post-critical deformations can be
noted. The equilibrium path has two local minima (points
2 and 4 — becoming maximums when absolute values are
taken): the first one — for small displacements of the cone
apex, the second one (more prominent) — in the larger dis-
placements region. Between these two minima the nega-
tive pressure reaches almost zero, creating in this way a
local maximum (point 3 — becoming a minimum when
absolute values are taken). With an increase of o the sec-
ond local minimum starts to grow rapidly. Moreover, for
a >(7°-8°) (R/H=500) the shell does not always stabilise
in the post-critical region (the equilibrium path is repre-
sented by an increasing curve). This is related to a sudden
change of direction at the transition from the decreasing
to the increasing path (at the turning point region both
parts of the shell are virtually parallel). The choice of
computational parameters (four indexes), which can also
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jak réwniez najmniejszej warto$ci obciazenia krytycznego,
jest niezwykle czasochlonny przy zastosowaniu metody
optymalnej dtugosci tuku. Z drugiej strony, jako ze w za-
kresie nadkrytycznym galaz rosnaca jest niemal pionowa,
poprawnos¢ uzyskanego rozwigzania mozna oszacowac na
podstawie przemieszczen odpowiadajacych gal¢zi ma-
lejacej. Te przemieszczenia powinny by¢ bliskie (z niedo-
miarem) dwukrotnej wysokosci powloki. Jednocze$nie za-
danie okreslania ci$nienia granicznego ¢, przy pomocy
osiowosymetrycznego elementu FE 208 SHELL 208 mo-
zna rozwigza¢ z powodzeniem w catym badanym zakresie
parametrow geometrii powtoki.

Na Rys. 6 dla powtoki przegubowo podpartej o R/A = 500
i o = 4° przedstawiono przekroj pionowy odksztalconej
powtoki odpowiadajacy kolejnym etapom obcigzenia (Rys.
6a), a takze zalezno$¢ przemieszczen wierzcholka stozka
cisnienia (Rys. 6b). W zakresie dokrytycznym w powloce
powstaja obwodowe i promieniowe napr¢zenia stanu mem-
branowego. Po osiagnigciu punktu granicznego na krawe-
dzi powtoki powstaje obrotowo symetryczne zagigcie
w kierunku promieniowym, ktére w zakresie pokrytycz-
nym przemieszcza si¢ od krawedzi do $rodka powloki.
Rownoczesnie, w zaleznosci od wystepujacego ksztattu
osiowosymetrycznej formy wiasnej, wraz z membranowy-
mi napr¢zeniami $ciskajacymi (obszar w poblizu wierz-
chotka stozka) pojawiaja si¢ napr¢zenia promieniowe od
zginania, oraz promieniowe naprezenia rozciagajace, ktore
powstaja na krawedzi powtoki. W zakresie podkrytycznym
spectrum naprezen promieniowych $ciskajacych zmniejsza
sie¢, przesuwajac si¢ w kierunku goérnej cz¢sci stozka.

i v
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) VI \ v
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"""" Qim
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0.065q,, (Il 0.147q,, (V)
-0.030q,, (V)  +1.305q,, (VI

be used effectively to identify the limit pressure value g,
and the smallest critical load value with the arch-length
method, is a very time-consuming process. On the other
hand, with almost vertically rising curve in the
post-critical region, the obtained solution can be verified
on the basis of displacements corresponding to the de-
creasing part of the curve. The displacement values
should be close to but less than twice the shell height. At
the same time, with the axisymmetric finite element FE
SHELL 208 the problem of determining the limit pressure
q,., can be effectively solved in the whole range of geo-
metrical parameters of the shell.

Fig. 6 presents the deformation progress in a vertical
cross-section of a shell with pinned ends of R/A =500 and
o = 4° with in the subsequent load application stages
(Fig. 6a), and the apex displacements vs. pressure curve
(Fig. 6b). The circumferential and radial stresses of the
membrane state appear in the shell pre-critical range. Af-
ter reaching the limit point a rotational-symmetric fold in
the radial direction shows up on the shell edge. It travels
in the post-critical range from the edge to the centre of the
shell. At the same time, depending on a shape of an
axisymmetric eigenmode, the radial stresses from bend-
ing and the radial tensile stresses, which appear on the
shell edge, show up with the membrane compressive
stresses (the area near the cone apex). In the post-critical
range the spectrum of radial compressive stresses de-
creases, moving towards the upper part of the cone.
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Fig. 6. Vertical cross-section of the shell with a = 4° in the process of deformation (a) and apex displacement vs. pressure relationship (b)
Rys. 6. Ksztatt przekroju pionowego powtoki o o = 4° w procesie odksztatcenia (a) oraz zaleznos$¢ przemieszczenia wierzchotka stozka

od cisnienia (b)

Na Rys. 6a zaznaczono wzgledne warto$ci ci$nienia, odpo-
wiadajace kolejnym postaciom wyboczenia (oznaczone

The relative pressure values, corresponding to the subse-
quent forms of buckling (marked with Roman numerals),
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cyframi rzymskimi). Nalezy zauwazy¢, ze ksztatt odpowia-
dajacy ci$nieniu granicznemu (oznaczony linia przery-
wana) rozni si¢ nieznacznie od pierwotnego (wartosci prze-
mieszczen sa mniejsze od grubo$¢ powloki 2 = 4 mm).
Strefa najwickszego ugigcia, ktora jest jednoczesnie strefa
najwigkszych skrocen i krzywizny powtoki, jak wspomnia-
no powyzej, przemieszcza si¢ w procesie odksztatcen od
krawedzi powltoki do jej srodka. Ponadto nie uzyskano re-
zultatu catkowitego ,,odwrdcenia” powloki, nie osiagnigto
takze ksztattu symetrycznego wzgledem osi poziomej. Jest
to spowodowane, jak wspomniano powyzej, duza sztywno-
$cig wierzchotka stozka, a takze warunkami podparcia kra-
wedzi powtoki (np. w utwierdzeniu).

Nalezy réwniez zauwazy¢ gwattowny wzrost wartosci cis-
nienia granicznego g . jako funkcji kata ou. Jest to zwigza-
neze znacznym wzrostem zard6wno napre¢zen membrano-
wych, jak i zginajacych w powloce. W zwiazku z tym,
w Tabl. 2 w punktach ekstremalnych wartosci ¢ = g(u_)
rozpatrywanych powlok podano maksymalne warto$ci na-
prezenia zredukowanych wedtug Misesac | .

were shown on the Fig. 6a. Note that the shape corre-
sponding to the limit pressure (marked with a dashed
line) with displacements smaller than the shell thickness
of h = 4 mm differs only slightly from the initial shape.
The zone of the greatest deflection, being at the same
time the zone of the greatest contractions and the smallest
curvature radius, travels in the process of deformation
from the edge to the centre of the shell. Moreover, neither
complete inversion of the shell nor a shape symmetrical
about the horizontal axis were obtained. This results from
highly stiff apex and edge supporting conditions (for ex-
ample fixed).

Note also a sudden increase in the value of limit pressure
q,., as a function of angle a.. This is related to a signifi-
cant increase of both membrane and bending stresses in
the shell. As such, Table 2 gives the maximum values of
von Mises stress o for the points of extreme values
g = q(u_) for the investigated shells.

Table 2. Maximum von Mises stress c,, . [MPa] for shells with pinned ends of R/h = 500 in different states

of equilibrium

Tablica 2. Maksymalne naprezenie zredukowane wg Misesa ¢

0 R/h = 500 dla réznych stanéw rownowagi

Mis

[MPa] dla powtok podpartych przegubowo

Maximum von Mises stress / Maksymalne napr¢zenie zredukowane wedtug Misesa
G, [MPa]
Point No. / Nr punktu
Angle / Kat

1 2 3 4 5
o=2° 242 62.9 59.8 56.5 117
a=4° 63.2 176 160 352 434

a=10° 222 690 600 1480 -

W Tabl. 2 punktami 1-5 oznaczono: 1 — punkt graniczny;
2 — pierwsze lokalne minimum; 3 — lokalne maksimum; 4 —
drugie lokalne minimum; 5 — punkt na statecznej $ciezce
pokrytycznej (funkcja rosnaca), odpowiadajacy granicznej
warto$ci cisnienia ¢, . Na Rys. 5 punkty naniesiono na
krzywych odpowiednich zaleznosci ¢ = g(u_). Powyzsza
tablica pokazuje, ze wzrost kata o, tak jak w przypadku cis-
nienia granicznego, prowadzi do gwattownego wzrostu na-
prezen w powloce. Co wigcej, wielko§¢ maksymalnych na-
prezen zredukowanych zalezy nie tyle od wartosci cisnienia
g, co od rodzaju deformacji sprezystych powloki odpowia-
dajacych badanym stanom rownowagi. Mozna rowniez za-
obserwowac, ze najmniejsze sposrod maksymalnych war-
to$ci naprgzen zredukowanych okazuja si¢ by¢ te, ktore
powstaja w powloce po osiagnigciu punktu granicznego,

The points designated 1-5 are: 1 — boundary point; 2 — the
first local minimum; 3 — local maximum; 4 — the second lo-
cal minimum; 5 — point on the stable post-critical path (ris-
ing function) corresponding to the limit pressure ¢, . These
data are plotted in the appropriate curves of ¢ = g(u_)
relationship as presented in Fig. 5. According to the ta-
bled data, the increase of o angle causes a rapid increase
in the stresses generated in the shell, similar to the in-
crease of the limit pressure. Moreover, the value of maxi-
mum von Mises stresses depends not as much on the
value of pressure ¢ as on the strain type, corresponding to
the examined states of equilibrium. Note also that the
smallest von Mises stress values are generated in the
shell after reaching the limit point, i.e. equalling the limit
pressure ¢, (point 1). These stresses occur at the shell
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tzn. naprezenia odpowiadajacego ci$nieniu granicznemu
q,,, (pkt 1). Te naprezenia pojawiaja si¢ na krawedzi
powloki 1 we wszystkich powyzszych przypadkach sa one
znacznie nizsze od granicy plastycznosci materiatu. Naj-
wigksze naprezenia zredukowane powstaja w powloce
w ,,przeskoku”, gdy cisnienie osiagnie warto$¢ graniczna
q = q,,- Naprezenia te sa zlokalizowane w poblizu wierz-
chotka powtoki, ich warto$¢ przy duzych wartosciach kata
o moze by¢ znacznie wigksza od warto$ci granicznej
wszystkich charakterystyk wytrzymatosciowych materiatu.

Na wszystkich etapach obciazenia powtoki jej deformacje
sa osiowo symetryczne. Od relacji warto$ci maksymalnych
naprgzen membranowych i zginajacych, jak rowniez mak-
symalnych napr¢zen normalnych promieniowych i obwo-
dowych dla badanych 5 rownowaznych stanow rownowagi
mozna oszacowa¢ warto$ci najwigkszych naprezen dla
powloki o R/h =500 i o = 4°, przedstawionych w Tabl. 3.
Zaprezentowano tam maksymalne naprgzenia: zredukowa-
ne (wg Misesa)G | , rtownowazne membranowe (wg Mise-
sa) o', membranowe promieniowe G, oraz membrano-
we obwodowe c'. Wida¢ tam rowniez, ze do punktu
granicznego w powloce przewazaja membranowe napreze-
nia zredukowane, ktorych wartos¢ odpowiada okoto 2/3
zsumowanych wszystkich naprezen normalnych, z ktérych
w przyblizeniu 2/3 stanowia napr¢zenie obwodowe. W sta-
nie pokrytycznym zwiazek pomigdzy rownowaznymi na-
prezeniami membranowymi i zginajacymi zmienia si¢
znaczaco. Tutaj naprezenia zginajace stanowia 2/3 zsumo-
wanych naprezen catkowitych, a membranowe naprezenia
promieniowe stanowia w gltéwnej czeSci obszaru nad-
krytycznego 1/5 obwodowych naprezen membranowych
1 wraz z rozwojem odksztatcen nadkrytycznych osiagaja
poziom 3/4.

edge and are much lower than the yield point of the ma-
terial for all the above-mentioned cases. The highest
von-Mises stresses are generated in the shell within the
“jump”, when the pressure reaches the limit value of
q=q,,, - These stresses occur near the apex, and for larger
values of base angle o can exceed the limit values of all
the stress-strain properties of the material.

The deformations are axisymmetric at all loading phases
of the shell. From the relationships of the values of maxi-
mum membrane and bending stresses, as well as the max-
imum normal radial and circumferential stresses for the
five examined equivalent states of equilibrium, the great-
est stress values for the shell of R/A =500 and o0 =4° can
be estimated, as presented in Table 3. It gives the maxi-
mum stresses: von Mises stresses ¢, , membrane
stresses (computed as equivalent von Mises stressesc ',
radial membrane stresses ¢! and circumferential mem-
brane stresses 6. Note also that up to the limit point of
the shell von Mises stresses prevail in the membrane
equalling ca. 2/3 of the sum of all normal stresses, 2/3 of
which are circumferential stresses. In the post-critical
state the relationship between the membrane and bending
stresses (computed as von Mises stresses) changes signif-
icantly. Now the bending stresses make up 2/3 of the sum
of total stresses, and radial membrane stresses in the main
part of the post-critical region make up 1/5 of the cir-
cumferential membrane stresses, increasing their share to
3/4 with the development of post-critical deformations.

Table 3. Maximum normal stresses for simply supported shell of R/h = 500 and o = 4° in different states of equilibrium
Tablica 3. Maksymalne naprezenia normalne powtoki swobodnie podpartej o R/h = 500 i o = 4° dla réznych stanéw réwnowagi

Maximum normal stresses / Maksymalne naprgzenia normalne
Point No. / Nr punktu G, [MPa] oy [MPa] c! [MPa] c! [MPa]
1 63.2 41.5 -16.9 -46.6
2 176 50.8 -10.6 -53.7
3 160 453 -11.4 -48.7
4 352 112 -70.9 -129
5 434 145 -123 -166

Tak wige w zakresie dokrytycznym rozpatrywanych
powtok dominuja odksztatcenia Sciskajace i rozciagajace,
a w zakresie pokrytycznym — odksztalcenia gigte. Jest to
zgodne z intuicyjng interpretacja fizyczna zadania.

Therefore, it turns out that for the investigated shells
compressive and tensile deformations prevail in the
pre-critical region and bending deformations prevail in
the post-critical region. This is in line with the intuitive
physical interpretation of the problem.
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3.3. ZADANIE 3

Rozwiazanie zadania odksztalcen geometrycznie nielinio-
wych i wyboczenia powlok otrzymane z wykorzystaniem
czteroweztowych elementéow FE SHELL 181, w przeci-
wienstwie do poprzednio opisanych rozwigzan otrzyma-
nych z wykorzystaniem osiowo symetrycznego FE SHELL
208, ma szereg waznych wtasnosci. W przypadku malego
kata o, dla ktorego wartos¢ cisnienia krytycznego ¢, jest
wigksza niz warto$¢ graniczna g, jak rowniez przy wyko-
rzystaniu osiowosymetrycznych FE SHELL 208, podczas
zwigkszania ci$nienia powstaja osiowosymetryczne defor-
macje podkrytyczne, a nast¢pnie (po osiagnigciu cisnienia
granicznego) roéwniez odksztalcenia nadkrytyczne. Przy
tym warto$ci cis$nien granicznych (wartosci gorna i dolna)
sa zgodne z wynikami uzyskanymi przy uzyciu osiowosy-
metrycznego elementu skonczonego. Jako przyklad na
Rys. 7a przedstawiono zalezno$¢ ¢ = g(u_) wierzchotka
powloki swobodnie podpartej o R/A = 500 i a0 = 0,5°.
Poréwnujac ten zwiazek z zalezno$cia przedstawiong na
Rys. 5, a = 0,5° stwierdzono ich catkowita identycznos¢.
Na Rys. 7 zaprezentowano rowniez formy deformacji
powloki obciazonej cisnieniem g = g w chwili osiagnig-
cia punktu granicznego (pkt 1) w zakresie dokrytycznym
(Rys. 7b), a takze w zakresie statecznej Sciezki pokrytycznej
(pkt 2) (Rys. 7¢), ktore potwierdzaja osiowosymetryczne
do- i podkrytyczne zachowanie rozpatrywanego stozka

cienko$ciennego.
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3.3. PROBLEM NO. 3

The solution to the problem of geometrically non-linear
deformations and buckling of shells obtained with the
4-node finite elements SHELL 181 has a number of im-
portant characteristics, other than the previously de-
scribed solutions obtained with the use of axisymmetric
finite element SHELL 208. In case of a small o angle, for
which the value of critical pressure qcr is greater than the
limit value g, and also in models built of axisymmetric
finite elements FE SHELL 208, pre-critical axisymmetric
deformations occur during increasing the pressure ac-
companied with post-critical deformations when the limit
pressure is obtained. Note that the limit pressure values
(upper and lower) are consistent with the results obtained
with the axisymmetric finite element model. An example
curve of ¢ = g(u_) function for the apex of simply sup-
ported shell of R/h = 500 and o = 0.5° is presented in
Fig. 7a. Comparing the curves in Fig. 7a and in Fig. 5 for
o = 0.5° it can be seen that they are identical. Fig. 7 pres-
ents also the deformation modes of a shell exposed to the
external pressure of ¢ = ¢, at the limit point (point 1) in
the pre-critical region (Fig. 7b) and also in the region of
stable post-critical path (point 2) (Fig. 7¢). It confirms the
axisymmetric behaviour of the analysed thin wall conical
shell in bothcal regions of the curves.

Fig. 7. Relationship q = q(u,) of a shell with pinned ends of R/h = 500 and o = 0.5: a) eigenmodes for q = q, in the pre-critical,

b) post-critical, c) in the states of equilibrium

Rys. 7. Zalezno$¢ g = q(u,) powtoki podpartej przegubowo o R/h = 500 i o = 0,5°: a) ksztattu postaci form witasnych dla g =q,,,
w zakresie dokrytycznych, b) w zakresie pokrytycznych, c) stanéw réwnowagi

W przypadku zwigkszania kata oo do wartosci, przy ktorej
wartosci ciSnienia granicznego g, okazuja sig bliskie
(oszacowanie dolne), jak rowniez wigksze od minimalnej
wartosci ciSnienia krytycznego ¢ (ze spektrum cisnien

For the value of a angle at which the limit pressure ¢,
approaches (lower-bound estimate) and also exceeds the
minimum critical pressure value ¢ (from the critical
pressures spectrum of linear stability problem), there are
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krytycznych zadania liniowego statecznos$ci), istniejg trzy
mozliwe wyniki rozwiazania zadania nieliniowego otrzy-
manego z wykorzystaniem czterowgztowego elementu
powtokowego FE SHELL 181. Pierwsze rozwiazanie ma
migjsce, gdy jego parametry (wielko$¢ obciazenia, krok ite-
racji, parametry metody optymalnej dtugosci tuku) sa do-
brane w taki sposob, ze przy obciazeniu w poblizu punktu
bifurkacji, w trakcie obliczen zwigzanych z poszukiwaniem
stanu rownowagi, pomimo obecnosci bliskich nieosiowosy-
metrycznych standow rownowagi, rozwigzaniem jest stan
osiowosymetryczny.

Przyktad rozwiazania zadania nieliniowego z wykorzysta-
niem elementu FE SHELL 181 przedstawiono na Rys. 8a,
gdzie uwzgledniono zaleznos¢ g = q(u ) dla wierzchotka
powtoki o R/h =500 oraz a = 2°. Ta zalezno$¢ jakosciowo
i ilosciowo odpowiada $ciSle w zaleznosci pokazanej na
Rys. 5 (o = 2°), otrzymanej przy wykorzystaniu elementu
FE SHELL 208.

2
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three possible solutions of non-linear problems ob-
tained with 4-node finite element SHELL 181. The first
solution is when the input parameters (load value, itera-
tion step, parameters of the arc-length method) are such
that with a load near the point of bifurcation in the pro-
cess of computations to find the state of equilibrium the
axisymmetric state is obtained, despite the nearby pres-
ence of non-axisymmetric states of equilibrium.

Fig. 8a presents an example solution of a non-linear prob-
lem using the finite element SHELL 181 taking into ac-
count the relationship ¢ = g(u_ ) for displacement of apex
of shell of R/A =500 and o = 2°. This relationship precise-
ly matches the relationship presented in Fig. 5 (a0 = 2°),
obtained with finite element FE SHELL 208.
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Fig. 8. Relationship g = q(u,) for shells of R/h = 500 and o. = 2° (a, b), and eigenmodes for g = q,,, in the pre-critical (c), post-critical
stable states of equilibrium (d, e), and for the buckling modes of bifurcation solution (f)

Rys. 8. Zalezno$ci q = q(u,) dla powtok o R/h =500 i o = 2° (a, b) i ksztattu postaci form wtasnych dla g = q,,,, w zakresie
dokrytycznych (c), statecznych pokrytycznych stanéw réwnowagi (d, e) oraz postacie wyboczenia rozwigzania bifurkacyjnego (f)

Najmniejsza warto$¢ ciSnienia krytycznego ¢, , uzyskana
z rozwigzania liniowego zadania statecznosci (zadanie 1)
powloki, okazata si¢ nieco mniejsza od obciazenia granicz-
nego g, . Nawykresie zaleznoscig = g(u ) Wart'osc q, za-
znaczono kropka. W tym przypadku proces osiowosyme-

The smallest value of critical pressure qcr, obtained from
the solution to linear stability problem of the shell (prob-
lem no. 1), turned out to be slightly smaller than the limit
pressure g, . In the curve of relationship ¢ = g(u the
value of ¢ . is marked with a dot. In this case the process of
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trycznej deformacji powtoki byt kontynuowany az do
punktu granicznego (punkt 1) (ksztatt powtoki na Rys. 8c)
1 zostat zakonczony (w przypadku statej wartosci cisnienia
q,..) »przeskokiem” do zakresu nadkrytycznego. Przeskok
spowodowany osiowosymetrycznym ,,przewini¢ciem’
powloki (punkt 2) (postac¢ pokrytyczna odksztatcen powto-
ki przedstawiono na Rys. 8d) nastapit, gdy ci$nienie
osiagneto doktadnie warto$¢ graniczng ¢, , otrzymana
przy wykorzystaniu osiowosymetrycznego elementu FE
SHELL 208.

Drugie rozwiazanie zadania nieliniowego z wykorzysta-
niem elementu czterowgztowego FE SHELL 181 otrzyma-
no dla przypadku, gdy parametry rozwiazania reaguja na
obecnos¢ $ciezki nieosiowosymetrycznego stanu roéwno-
wagi i przechodza na nia. Jesli jest to Sciezka stateczna
(funkcja rosnaca) na wykresie ¢ = g(u _), to przejscie jest
widoczne w postaci przeskoku lub zatamania krzywej. Ta-
kie przeksztalcenie mozna nazwac lokalnym wyboczeniem
(bifurkacja), a odpowiadajaca warto$¢ cisnienia — lokalnym
ci$nieniem granicznym qfl”“”l Istota lokalnego wyboczenia
jest bifurkacja geometrycznie nieliniowego procesu defor-
macji w zakresie dokrytycznym. Proces obliczania z przy-
jetym krokiem poczatkowym w tym przypadku jest konty-
nuowany na statecznej $ciezce rownowagi. Wizualizacja
tego procesu jest posta¢ okresowych fal wyboczenia w kie-
runku obwodowym, potozonych w $ciskanej czgsci powto-
ki w poblizu jej krawedzi. Przyktadem takiego rozwiazania
jest zalezno$¢ g = q(u_) otrzymana dla wierzchotka
powloki, pokazana na Rys. 8b. Lokalnemu obciazeniu gra-
nicznemu o warto$ci qlll‘;; = 0,715 kPa odpowiada tutaj
zalamanie gladkiej krzywej. Nalezy zauwazy¢, Ze ci$nienie
krytyczne dla tej powloki wynosi g = 0,734 kPa i jest
nieco wigksze od wartosci qlll‘; Na Rys. 8e przedstawiono
posta¢ wyboczenia powtoki (pkt 3), wykazujaca cztery stre-
fy fal wyboczenia okresowo rozmieszczone w kierunku ob-
wodowym na krawedzi powtoki, a na Rys. 8f — posta¢ wy-
boczenia powloki otrzymang z rozwiazania liniowego
zadania 1. Istotnym wnioskiem tej czgséci analizy jest fakt,
ze W rozwiazaniu liniowym liczba fal w kierunku obwodo-
wym réwniez jest rowna cztery.

Nalezy wzia¢ pod uwage zaleznos¢ g = q(u_) przedsta-
wiong na Rys. 8b i uzupehic jego liniowa dokrytyczna czg-
§¢ $ciezki rownowagi (prosta 1). Sciezke te przedtuzono
uwzgledniajac nieliniowe osiowosymetryczne deformacje
pokrytyczne (krzywa 2). Obydwie $ciezki rownowagi ozna-
czono etykietami odpowiadajacymi punktowi bifurkacji
(9,,= 0,734 kPa) i lokalnego ci$nienia granicznego (qlli‘:: =
0,715 kPa), a takze naniesiono $ciezkg stanéw réwnowagi

powtoki z 4 zageszczeniami (krzywa 3). Poprowadzono

axisymmetric deformation of the shell was continued up to
the limit point (point 1) (shell shape presented in Fig. 8c),
ending with a “jump” to the post-critical region (with a
constant pressure value of g. ). The jump, caused by
axisymmetric snapping through of the shell (point 2) (the
post-critical deformation mode is presented in Fig. 8d), oc-
curred when the pressure reached exactly the limit value of
q,,, obtained with axisymmetric finite element SHELL
208.

The second solution of the non-linear problem obtained
with 4-node finite element SHELL 181 is obtained when
the parameters react to the presence of non-axisymmetric
equilibrium path, and divert to follow its shape. In the
case of stable path (rising function) on the g = g(u . ) graph
such diversion is represented by a jump or turning point
on the curve. This effect may be called local buckling (bi-
furcation), and the corresponding pressure can be called
local limit pressure g 1]:; The essence of local buckling is
bifurcation of the geometrically non-linear process of de-
formation in the pre-critical region of the curve. The com-
putation process with a user-defined initial step is in this
case continued on the stable equilibrium path. This pro-
cess is displayed by periodic circumferential waves in
buckling located in the compressed part of the shell near
the edge. An example of such solution is the q = g(u , ) re-
lationship obtained for the shell apex (Fig. 8b). The local
limit load of ql’i”ni: 0.715 kPa is located on the turning
point of a smooth portion of the curve. Note that for this
shell the critical pressure of ¢ = 0.734 kPa is slightly
higher than CIffi; Fig. 8 presents the shell buckling mode
(point 3), exhibiting four zones of buckling waves distrib-
uted periodically in the circumferential direction on the
shell edge. Fig. 8f shows the shell buckling mode ob-
tained from the linear solution of problem no. 1. An im-
portant observation of this part of analysis is that in the
linear solution there are also four circumferential waves.

The relationship ¢ = g(u . ) presented in Fig. 8b should be
taken into consideration and supplemented with the linear
pre-critical part of the equilibrium path (straight line 1).
This path was extended taking into account the non-linear
axisymmetric pre-critical deformations (curve 2). Both
equilibrium paths are labelled at the bifurcation point
(g, = 0.734 kPa) and at the local limit pressure (qlli‘;; =
0.715 kPa). Moreover, an equilibrium path for the shell
with four compression areas (curve 3) was added to the
graph. Curve 4 was drawn with the appropriate shape
through the above-mentioned bifurcation and limit pres-
sure points. The solid and dashed lines represented stable

and unstable equilibrium paths respectively. The resulting
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takze przez dwa ww. punkty (bifurkacje i ci$nienia granicz-
nego) odpowiednia krzywa 4. Liniami ciaglymi naniesiono
$ciezki stateczne stanu rdwnowagi, przerywang — niesta-
teczne. W rezultacie otrzymano wykres przedstawiony na
Rys. 9. Obejmuje on caly proces opisany powyzej proces
bifurkacji geometrycznie nieliniowych deformacji w zakre-
sie odksztatcen dokrytycznych i wyboczenia rozwazanej
powtoki. Wracajac do mozliwych rozwiazan badanych pro-
bleméw z wykorzystaniem elementem skonczonego FE
SHELL 181 mozna zauwazy¢, ze jesli $ciezka rownowagi,
do ktérej nastepuje przejscie, jest niestabilna, proces ulega
odwroceniu z sekwencyjnym spadkiem pierwotnego cis-
nienia lub przez gwattowne ,,skokowe” zmniejszenie ci$-
nienia i zakonczenie procesu obliczeniowego. Jest to trzeci
wynik geometrycznie nieliniowej analizy powtok tej klasy.

W przypadku poruszania si¢ po stabilnej §ciezce nieosio-
wosymetrycznego stanu rOwnowagi mozna zwroci¢ uwage
na nastepujace zachowanie. W wyniku dalszego obcia-
zania powloki rozwija si¢ posta¢ nieosiowosymetryczna
(przemieszczenie moze wynosic kilka grubosci), a proces
jej rozwoju trwa az do punktu granicznego i prowadzi do
,przeskoku” na stateczna $ciezkg rownowagi, jak rowniez
do nieosiowosymetrycznego stanu rownowagi z inng
liczba fal wyboczenia lub do wspomnianego powyzej za-
konczenie procesu obliczeniowego. Zdaniem autorow po-
myslne zakonczenie obliczen to takie, dla ktorego prze-
mieszczenie wierzchotka stozka jest zblizone do odpowied-
niej wartosci uzyskanej w rozwiazaniu zadania z wykorzy-
staniem osiowosymetrycznego elementu skofczonego
SHELL 208.

W przypadku powlok stozkowych o $rednich i duzych
katach a warto$ci szerokiego spektrum krytycznych warto-
$ci cisnienia, otrzymanych z rozwigzania liniowego zada-
nia statecznosci, okazuja si¢ mniejsze od wartosci granicz-
nej wyboczenia osiowosymetrycznego otrzymanej przy
wykorzystaniu elementow SHELL 181. W tym przypadku
zalezno$¢ przemieszczenia punktoéw powloki od cisnienia
w jeszcze wigkszym stopniu zalezy od zatozonych pierwot-
nie parametrow zadania. Jest to zwigzane ze znacznym
wzrostem mozliwosci wyboczenia lokalnego jako przejécia
do zarowno stabilnego, jak i niestabilnego nieosiowosyme-
trycznego stanu rownowagi. Na Rys. 10a pokazano jako-
sciowa zalezno$¢ g = g(u _ ) dla wierzchotka powltoki o R/ =
50010 =4°, okreslong na podstawie réznych warto$ci para-
metréw zadania.

Na Rys. 10a przedstawiono fragment zaleznosci przy wy-
boczeniu lokalnym. Ksztatt tego wyboczenia, ktore
wystapilo przy wartosci qlll”; =2,120 kPa (pkt 1), pokazano
na Rys. 10b. Jednakze, gdy cis$nienia osiagnie warto$¢

graph is presented in Fig. 9. It depicts the entire
above-described process of bifurcation of geometrically
non-linear deformations in the region of pre-critical de-
formations and buckling of the analysed shell. Coming
back to the issue of solutions to the investigated problems
as may be obtained with the finite element SHELL 181, it
can be noticed that if the equilibrium path to which the
curve diverts is unstable, the process becomes reversed
with a sequential drop of the initial pressure or by rapid,
“stepped” decrease of pressure and termination of the cal-
culation process. It is the third result of geometrically
non-linear analysis of this shell category.

1.2
w4 2|
0.8 i-‘ - _"'
< Iof a3
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Fig. 9. Equilibrium states of a shell with pinned ends of
R/h =500 and o = 2°

Rys. 9. Stany réwnowagi powtoki przegubowo podpartej
oR/h=500i0=2°

When moving on the stable path of non-axisymmetric
state of equilibrium, the following behaviour is observed.
With continued loading of the shell non-axisymmetric
mode of deformation develops (with displacement of a
few times the wall thickness) up to the limit point, leading
to the “jump” to the stable equilibrium path and to
non-axisymmetric state of equilibrium with a different
number of buckling waves, or to the above-mentioned
termination of the calculation process. According to the
authors,, the successful termination of the calculation
process should give apex displacement approximating the
appropriate value obtained when solving the problem
with axisymmetric finite element SHELL 208.

Consider conical shells in the range of medium and large
a angle, for which the values of the wide spectrum of crit-
ical pressures obtained from the solution of linear stabil-
ity problem turn out to be smaller than the limit value of
axisymmetric buckling obtained with the use of SHELL
181. In that case the relationship of the shell points dis-
placement versus the pressure is even more sensitive to
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graniczna (¢, = 3,483 kPa) konfiguracja odksztatcen ulega
zmianie (pkt 2) (Rys. 10c). Jako Ze liczba fal wyboczenia
zwigkszyla sig, w procesie obciazania powloki zaszto jesz-
cze co najmniej jedno przejScie do nowej postaci od-
ksztalcenia, ktorej nie wida¢ na wykresie g = q(u _ ). Jak juz
wspomniano, zaleznos¢ przedstawiona na Rys. 10a ma cha-
rakter jako$ciowy 1 w zasadzie jest charakterystyka powtok
o $redniej warto$ci R/h, a takze $redniej wartosci kata a.. Co
wigcej, przy zwigkszeniu kata oo powigksza si¢ mozliwo$¢
bifurkacji osiowosymetrycznych deformacji na liczne nie-
osiowosymetryczne postaci rownowagi, poniewaz znacz-
nie rozszerza si¢ spektrum tych form. Posrednim na to do-
wodem jest rozszerzenie spektrum krytycznych cisnienia
liniowego zadania statecznos$ci, poddanych obciazeniu gra-
nicznemu. Majac to na uwadze, na Rys. 11 dla powloki
podpartej przegubowo o R/A =500 i o = 4° przedstawiono
widmo pierwszych 10 postaci wyboczenia zadania liniowe-
go 1 odpowiednie wartosci ciSnienia krytycznego ¢, jak
réowniez liczbe fal w kierunku obwodowym n.
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Fig. 10. Qualitative relationship q = g(u,) for the shell apex with
mid-range values of R/h, a angle (a) and buckling mode shapes
forq/ (b)andq,, (c)

Rys. 10. Jakosciowa zaleznos¢ q = q(u,) dla wierzchotka powtoki
o $rednich wartosci R/h i kata a (a) oraz na postacie wyboczenia

loc

dlag (b)ig,, (c)

Nalezy zauwazy¢ osobliwos¢ przejs$cia od deformacii osio-
wosymetrycznej powloki do deformacji nicosiowosyme-
trycznego w przypadku, kiedy ci$nienie graniczne jest sto-
sunkowo niskie, a widmo ci$nien krytycznych, bliskich
cisnieniu granicznemu, sktada si¢ tylko z jednej lub dwdch
postaci (R/h =500, 0 =2°, Rys. 8-9), oraz powlok, w ktorych

the user-defined input parameters. This is related to a
much more probable local buckling resulting in transition
to non-axisymmetric state of equilibrium, both stable and
unstable. Fig. 10a presents the qualitative relationship
g = q(u ) for the apex of the shell of R/A =500 and a. = 4°,
determined with different input parameters values.

The Fig. 10a presents a fragment of relationship for local
buckling. The mode shape of this buckling which
occurred at q"" = 2.120 kPa (point 1) is presented in
Fig. 10b. The deformatlon pattern changes when the pres-
sure reaches the limit value of ¢, = 3.483 kPa (point 2)
(Fig. 10c). The increase in the number of buckling waves
indicates at least one more transition to a new deformation
mode shape which cannot be seen on the graph of g = g(u . )
relationship. The relationship in Fig. 10a is of qualitative
nature and generally applies only to shells of mid-range
values of R/h and o angle. Moreover, the increase of the a
angle value enhances the bifurcation of axisymmetric de-
formations to numerous non-axisymmetric forms of equi-
librium due to significantly increased spectrum of such
forms. This is indirectly proven by the widening of the crit-
ical pressures spectrum of a linear stability problem under
the limit load. This is taken into account in Fig. 11 which
presents the spectrums of the first ten mode shapes for a
linear problem of buckling of a shell with pinned ends of
R/h=500and o =4°, giving the associated critical pressure
values g, and the circumferential waves number 7.

c)

Note the peculiar transition from axisymmetric to
non-axisymmetric deformation of the shell at relatively
low limit pressure, and the spectrum of critical pressure
values, close to the limit pressure, includes only one or
two mode shapes (R/h = 500, o = 2°, Fig. 8-9), as well
as in the case of shells for which the limit pressure is
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cisnienie graniczne jej poprzedzone szerokim widmem
obciazen krytycznych (R/h = 500, oo = 4°, Rys. 10-11).
W pierwszym przypadku ma miejsce przejscie do konfi-
guracji, ktora doktadnie pokrywa si¢ z postacia bifurkacji
wyboczenia (4 fale w kierunku obwodowym) przy ci$nie-
niu krytycznym bliskim granicznemu. W drugim przypad-
ku nie ma tej zbieznoS$ci. Natomiast gdy wartosci krytyczne
1 graniczne obcigzen sa sobie bliskie liczba fal wyboczenia
w przypadku obliczen nieliniowych jest wigksza niz w przy-
padku bifurkacji. W powyzszych przykladach ta nadwyzka
wynosi 1-2 zageszczenia (fale).

q, =3383 Pa
n=10 n=11

q, =3875Pa

preceded by a wide spectrum of critical buckling loads
(R/h =500, a =4°, Fig. 10-11). In the first case there is a
transition to a pattern matching the bifurcation mode
shape of buckling (four circumferential waves) at critical
pressure approaching the limit pressure value. Such
matching does not occur in the second case. Conversely,
when the critical values are close to the limit ones, the
buckling waves numbers are higher in the cases of
non-linear calculations as compared to bifurcation. In the
above described cases this surplus is 1-2 compression
areas (waves).

- q, =4423Pa
=3 n=12

Fig. 11. Lower buckling eigenmodes and the values of q . and n for a simply supported shell with R/h = 500 and o. = 4°
Rys. 11. Widmo nizszych form wtasnych wyboczenia i wartosci q , oraz n dla powtoki swobodnie podpartej o R/h = 500 i a. = 4°

Podobnie jak w przypadku cisnienia krytycznego, otrzyma-
nego z rozwiazania zadania liniowego, warto$¢ ciSnienia
granicznego zadania geometrycznie nieliniowego przy da-
nym kacie o nie zalezy od wartosci bezwzglgdnych wymia-
réw powloki i jest w petni okreslona wzglednym parame-
trem R/h oraz warto$cia modutu spr¢zystosci materiatu.

Similarly to the critical pressure obtained from the linear
problem solution, the limit pressure of the geometrically
non-linear problem at a given value of a angle does not
depend on the absolute dimensions of the shell, and in-
stead it is fully defined by the values of the relative pa-
rameter R/ and E-modulus of the material. According to

Table 4. Values of critical pressure q,,, for shells with fixed ends of a. = 4°
Tablica 4. Wartosci obcigzenia granicznego g, , dla powfok utwierdzonych o o = 4°

qlim [kPa]
R/h
100 250 500 1000 2000
0.4 189.1 27.97 5.231 1.490 0.155
SHELL 181
4.0 189.1 27.97 5.238 1.492 0.157
FE / ES h [mm]
0.4 188.1 33.15 6.820 1.682 0.419
SHELL 208
4.0 188.1 33.15 6.820 1.682 0.419
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Z Tabl. 4 wynika, ze wniosek ten jest aktualny zaré6wno dla
osiowosymetrycznego elementu SHELL 208, jak i cztero-
weztowego elementu SHELL 181. Jednocze$nie nalezy za-
uwazyc¢, ze wartos¢ ¢ ., ktora otrzymywano z wykorzysta-
niem osiowo symetrycznych elementéw skonczonych
SHELL 208 i czteroweztowego elementu FE SHELL 181,
jest taka sama dla matych katow a..

4. WNIOSKI

1. W $rodowisku oprogramowania ANSY'S rozwigzano nu-
merycznie trzy zadania wyznaczenia deformacji i wybo-
czenia zamknigtych matowyniostych sprezystych pow-
ok stozkowych obcigzonych ci$nieniem zewngtrznym
prostopadtym do powierzchni powtoki: 1) zadania linio-
wego (bifurkacyjnego), wyznaczenia ci$nienia krytycz-
nego g, , deformacji w liniowym zakresie dokrytycznym
i wyboczenia przy uzyciu powlokowych elementéw
czworokatnych FE SHELL 181 (zadanie 1); 2) zadania
geometrycznie nieliniowego osiowosymetrycznego
w zakresie deformacji dokrytycznych i pokrytycznych
z okresleniem granicznej wartosci cisnienia g . przy wy-
korzystaniu osiowosymetrycznego skonczonego ele-
mentu powtokowego SHELL 208 (zadanie 2); 3) zadania
geometrycznie nieliniowego deformacji w zakresie
dokrytycznym i pokrytycznym z wyznaczeniem ci$-
nienia granicznego g, przy wykorzystaniu cztero-
weztowego elementu powtokowego FE SHELL 181 (za-
danie 3). Badania przeprowadzono dla przypadkéw
sztywnego zamocowania i nieprzesuwanego swobodne-
go podparcia w zakresie zmian parametroOw geometrycz-
nych (100 < R/h 20001 0,5° <a < 20°).

2. Stwierdzono wysoka doktadno$¢ obliczen zadania 1, li-
niowych rozwiazan w catym zakresie geometrii rozpa-
trywanych powtok.

3. Przedstawiono interpretacjg geometryczna nieliniowego
rozwiazania zadania 2, realizujacego w procesie
obcigzenia powloki jej osiowosymetryczne deformacije
na wszystkich etapach: przed i za punktem granicznym,
az do przewinigcia materialu (z wyjatkiem obszaru
wierzchotka stozka). Pomys$lne rozwiazanie tego proble-
mu jest mozliwe tylko dla wartosci o < (7°-8°), co jest
zwigzane ze ztozono$cia doboru parametréw wejscio-
wych zadania. Jednocze$nie zadanie okre$lenia ci$nienia
granicznego z wykorzystaniem osiowosymetrycznego
elementu FE SHELL 208 ¢, jest z powodzeniem roz-
wiazywane w catym badanym zakresie zmian parame-
trow geometrycznych powloki.

Table 4 this thesis holds true both for the axisymmetric fi-
nite element SHELL 208 and for the 4-node finite ele-
ment SHELL 181. It is important to note that for small o
angles the same values of g are obtained for both the
axisymmetric finite elements SHELL 208 and 4-node fi-
nite elements SHELL 181.

4. CONCLUSIONS

1. In this study ANSY'S software package was used to ob-
tain numerical solutions of three problems of deter-
mining the deformations and buckling of closed,
elastic, shallow conical shells under external pressure
perpendicular to the shell surface as described below:
1) linear (bifurcation) problem of determining the crit-
ical pressure g, , deformations in the pre-critical linear
region and buckling of shell using rectangular finite el-
ements SHELL 181 (problem no. 1); 2) geometrically
non-linear problem related to pre- and post-critical de-
formations to determine the limit pressure qlim using
axisymmetric finite element SHELL 208; 3) geometri-
cally non-linear problem in the pre- and post-critical
region to determine the limit pressure ¢, _using 4-node
finite element SHELL 181 (problem no. 3). Two cases
of supporting conditions were considered fixed and
pinned ones, with the following ranges of geometrical
parameters: 100 < R/h <2000 and 0.5° <a <20°.

2. The linear solutions of problem no. 1 were found to be
highly accurate in the whole range of geometrical pa-
rameters of the analysed shells.

3. The paper presents geometrical interpretation of the
non-linear solution to problem no. 2, effecting in the
loading process the axisymmetric deformations of the
shell in all phases: before and after the limit point, up to
snapping through of the material (except for the apex
region). A successful solution to this problem is possi-
ble only for the angle values of o < (7°-8°) due to the
complexity of selection of the input parameters. Con-
versely, the problem of determining the critical pres-
sure is successfully solved in the whole studied range
of changes of the geometrical shell parameters when

using the axisymmetric finite element SHELL 208
208

9 tim -

4. The outcome of the analysis with finite element
SHELL 181 (problem no. 3) matches the solution to
problem no. 2, when the minimum value of critical
pressure g in problem no. 1 is lower than the limit
pressure qnnf determined in the problem no. 2, which is
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4. Zastosowanie elementu skonczonego FE SHELL 181
(zadanie 3) daje wynik catkowicie zgodny z opisanym
powyzej rozwigzaniem zadania 2 w przypadku, gdy mi-
nimalna wartos¢ ci$nienia krytycznego ¢, liniowego
zadania 1 jest nizsza od ci$nienia granicznego qﬁgf
okreslonego w zadaniu 2, typowego dla matych katow
o 1 matych wartosci R/h. W przypadku, gdy g, < qlzlom8
charakter deformacji w zakresie dokrytycznym i wynik
obliczen istotnie zaleza od przyjetych wartosci parame-
trow uktadu. W miarg zwigkszania obciazenia oryginal-
ne rozwiazanie na $ciezce osiowosymetrycznych
stanow réwnowagi, po osiagnigciu okreslonych punk-
tow osobliwych, ktorych potozenie zalezy od wartosci
parametréw poczatkowych, przechodzi zazwyczaj na
sciezki rownowagi charakteryzujace si¢ okresowymi
zageszczeniami w kierunku obwodowym. Istota tego
przejscia jest bifurkacja pierwotnie nieliniowych osio-
wosymetrycznych deformacji w zakresie dokrytycz-
nym. Warto$¢ ci$nienia granicznego g, w zadaniu 3
w tym przypadku zmniejsza si¢ i zalezy od poczatko-
wych wartosci parametrow obliczen. Weryfikacja pra-
widlowosci powstatych rozwiazaf i wartosci ¢’
odbywa si¢ poprzez obserwacj¢ przemieszczenia wierz-
chotka stozka, ktore powinno by¢ wartoscia zblizona do
podwojonej wysokosci powtoki (z wytaczeniem pow-
tok o a0 ~ (15° - 20°)).

5. Dla danej wartosci kata o wartosci g, zadania geome-
trycznie nieliniowego, jak rOwniez wartosci ¢, , nie za-
leza od bezwzglednych rozmiaré6w powtloki. Sa nato-
miast w pelni okreslone przez parametry R/h, modut
sprezystos$ci materiatu, co potwierdzito rozwiazanie za-
dania 2 i zadania 3. Jednakze warto$ci graniczne ¢
uzyskane z wykorzystaniem tych elementéw skonczo-
nych sa zgodne tylko dla matych katéw o.

6. W wykorzystanej przez autorow wersji PC ANSYS nie
zaimplementowano opcji realizujacych zadanie bifur-
kacji geometrycznie nieliniowego zadania wyznaczania
deformacji w zakresie dokrytycznym.
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