
STRESZCZENIE. Praca poœwiêcona jest zastosowaniu teorii

zbiorów rozmytych do wyznaczania maksymalnej wartoœci si³y

wzd³u¿nej, dzia³aj¹cej na g³adk¹ pow³okê cylindryczn¹, przegu-

bowo podpart¹ na koñcach, w aspekcie statecznoœci i wy-

trzyma³oœci przy rozmytej informacji o charakterystykach geome-

trycznych promienia i gruboœci pow³oki. Sformu³owane zadania

optymalizacji odnosz¹ siê do klasy CCP – modeli programowania

rozmytego (ang. chance constrained programming). Zosta³ opra-

cowany algorytm modelowania symulacyjnego z wykorzysta-

niem metody Monte Carlo. Przeprowadzono eksperymenty

obliczeniowe. Przedstawiona metoda mo¿e znaleŸæ zasto-

sowanie przy projektowaniu mostów i dróg szynowych w wa-

runkach niepe³nych lub zmiennych w czasie danych zadania.

S£OWA KLUCZOWE: modelowanie, pow³oka, rozmyta infor-

macja.

ABSTRACT. The paper deals with the application of the fuzzy

sets theory for determining the maximum axial load of a

pin-supported smooth cylindrical shell surface. It takes into

account the stability and strength criteria, using fuzzy shell

radius and plate thickness data. The formulated optimisation

problems relate to fuzzy chance-constrained programming

(CCP) models. A Monte-Carlo simulation modelling algorithm is

proposed. Computational experiments were performed as part

of the study. The proposed method can be used for designing

and assessing the load-bearing capacity of structures such

as bridges and railroads when faced with incomplete or

time-varying input data.
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1. WSTÊP

W rzeczywistych zadaniach projektowania konstrukcji no-
œnych dane zadania maj¹ zwykle charakter deterministycz-
ny. Niekiedy zdarza siê, ¿e niektóre z nich posiadaj¹ cha-
rakter losowy, mog¹ mieæ równie¿ miejsce przypadki
pe³nego braku informacji. Dostêpna jest znaczna liczba pu-
blikacji, w których do projektowania [1-3] stosuje siê pode-
jœcie probabilistyczne polegaj¹ce na przewidywaniu zarów-
no losowej noœnoœci konstrukcji, jak i uwzglêdnieniu
obci¹¿eñ losowych. Wielkoœæ losow¹ mo¿na opisaæ za po-
moc¹ wybranej funkcji rozk³adu prawdopodobieñstwa oraz
odpowiednich parametrów, które to wielkoœci maj¹ wp³yw
na uzyskane rozwi¹zania. W trakcie projektowania mog¹
wyst¹piæ ró¿ne rodzaje losowoœci, a mianowicie: niekom-
pletnoœæ informacji niezbêdnych do projektowania, nieja-
sny, rozmyty i niedok³adny opis danych, co prowadzi do
koniecznoœci u¿ycia takich pojêæ jak „niedok³adnoœæ” czy
„rozmytoœæ” [4], jak równie¿ do koniecznoœci okreœlanie
danych za pomoc¹ przedzia³ów wartoœci [5].

Wprowadzenie do rozwa¿añ wielkoœci losowych powodu-
je, ¿e metody analizy tak okreœlonych zadañ zasadniczo
ró¿ni¹ siê od metod badañ deterministycznych mechaniki
budowli, a tak¿e optymalnego projektowania konstrukcji
(OPK). Rozwi¹zuj¹c zadanie optymalnego projektowania
z wykorzystaniem podejœcia deterministycznego otrzymuje
siê rozwi¹zanie, które mo¿e wykazywaæ du¿¹ wra¿liwoœæ
na zmianê wartoœci parametrów. Nawet nieznaczne zmiany
danych rozpatrywanego zadania mog¹ spowodowaæ, ¿e
rozwi¹zanie nie wykazuje cech rozwi¹zania optymalnego.
Optymalna noœnoœæ nie jest zapewniona, poniewa¿ kon-
strukcja nie wykazuje niektórych albo wszystkim cech kon-
strukcji optymalnej. Wówczas pojawia siê pytanie o tak
zwan¹ tolerancyjnoœæ rozwi¹zania. W tym przypadku pod
pojêciem tolerancyjnoœci procedury rozumie siê okreœlenie
granicznych wartoœci przedzia³ów, mo¿liwych do zaakcep-
towania zmian danych niedok³adnych, „surowych” czy
„nieobrobionych”. W ten sposób na równi z determini-
stycznymi sformu³owaniami zadañ, naukowy i praktyczny
sens ma zastosowanie bardziej ogólnych zadañ mechaniki
budowli i OPK.

Niniejsza praca poœwiêcona jest zastosowaniu teorii anali-
zy rozmytych zbiorów danych do wyznaczenia noœnoœci
g³adkiej przegubowo podpartej pow³oki cylindrycznej,
z uwzglêdnieniem warunków statecznoœci i wytrzy-
ma³oœci. Podstaw¹ analizy jest stwierdzenie, ¿e ka¿dy
zbiór rozmyty posiada górne i dolne przybli¿enia utworzo-
ne w klasie opisów ekwiwalentnych. Inaczej mówi¹c,
zbiór rozmyty mo¿e byæ okreœlony przez dwójkê zbiorów

1. INTRODUCTION

In real-life design problems related to the design of
load-bearing structures the data are generally of deter-
ministic nature. Random data occur sometimes, as well as
cases of a complete lack of information. There are many
publications describing probabilistic design [1-3] with
predicting both the random load-bearing capacity as well
as random loads. A random quantity can be described
with a chosen probability distribution function and ade-
quate parameters whose values influence the obtained so-
lutions. Randomness arising during design may occur due
to: incomplete input information, unclear, fuzzy and im-
precise description of data resulting in the need to intro-
duce the notions of “imprecision” and “fuzziness” [4], as
well as to use intervals rather than single values [5].

Introduction of random values makes the analytical meth-
ods used for problems defined in that way essentially dif-
ferent from the deterministic methods used in building
mechanics studies and from the optimal structural design
methods. Solving an optimal design problem by using de-
terministic approach can yield a solution which can be
highly sensitive to variation of parameters. Even small
changes of the input data may deprive the solution of the
optimum design characteristics. Then the optimum
load-bearing capacity will not be ensured if the designed
structure lacks some or all optimal design characteristics.
Then there arises a question of so-called tolerance of the
obtained solution. In the case under analysis the tolerance
of the procedure translates to defining the bounds of inter-
vals in which the variation of data – imprecise, raw or un-
processed – is within acceptable limits. Thus, on equal
basis with the deterministic problem formulations, gener-
ating more general building mechanics and optimal de-
sign problems is reasonable from both scientific and
engineering perspectives.

This paper is devoted to the application of the fuzzy in-
put data sets theory for determining the load-bearing ca-
pacity of a pin-supported smooth cylindrical shell in
terms of stability and strength. The fundamental as-
sumption is that each fuzzy set has upper and lower ap-
proximations created in the equivalence class of
formulae. In other words: a fuzzy set can be defined by
two definable sets [6]. In the analysed design problem
the fuzzy data are the chosen geometric parameters of
the shell: plate thickness and shell radius. The presented
analytical models together with the theory of mathe-
matical programming fall in the category of fuzzy
chance-constrained programming (CCP) models. In the
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dok³adnych [6]. Rozmytymi danymi w rozpatrywanym za-
daniu projektowania s¹ wybrane charakterystyki geome-
tryczne pow³oki – gruboœæ i promieñ. Przedstawione mode-
le analizy wraz z teori¹ programowania matematycznego
nale¿¹ do klasy CCP – modeli programowania rozmytego
(ang. chance constrained programming). W procesie pro-
jektowania czy rewitalizacji istniej¹cych obiektów in¿y-
nierskich, projektanci bardzo czêsto spotykaj¹ siê z proble-
mem niepe³nych danych czy wrêcz ich braku. Prace
badawcze maj¹ce na celu wdro¿enie do praktyki in¿ynier-
skiej metod analizy zbiorów rozmytych s¹ wiêc aktualne
i stale podejmowane w wielu oœrodkach naukowych. Zda-
niem autorów przedstawiona metoda mo¿e byæ z powodze-
niem wykorzystana do projektowania i oceny obiektów
mostowych i drogowych.

2. SFORMU£OWANIE ZADANIA

Rozpatrywana jest izotropowa, przegubowo podparta na
koñcach, ko³owa pow³oka cylindryczna o zadanej d³ugoœci
L. Materia³ pow³oki charakteryzuje siê: modu³em sprê¿y-
stoœci E, wytrzyma³oœci¹ materia³u na œciskanie w kierunku
obwodowym �

0
, wspó³czynnikiem Poissona v. Pow³oka

jest obci¹¿ona wzd³u¿ osi œciskaj¹c¹ si³¹ N . Zak³ada siê, ¿e
informacja o parametrach geometrycznych – gruboœci h
i promieniu pow³oki R – nie s¹ ca³kowicie deterministycz-
ne, a mianowicie:

H h H� �� � , R R R� �� � ,

gdzie H � , H � , R � , R � s¹ zbiorami, okreœlonymi w prze-
dzia³ach:

H a b� � [ , ]
1 1

, H c d� � [ , ]
1 1

,

R a b� � [ , ]
2 2

, R c d� � [ , ]
2 2

,
(1)

przy czym spe³niony jest warunek:

0 � � � �c a b d
i i i i

, i �1 2, . (2)

W charakterze ograniczeñ fizycznych przyjêto nastêpuj¹ce
zale¿noœci [4]:

P N
KP

M � , P N
KP

C � , P N
R

� , (3)

P Bh
KP

M � 2 , B E v� �2 3 1 2� / ( ) , (4)

P C h R
KP

C � 3 , C E L� � 3 2/ , (5)

P D h R
R

� , D � 2
0

�� . (6)

gdzie:

P
KP

R
– obci¹¿enie krytyczne utraty statecznoœci ide-

alnej ko³owej pow³oki cylindrycznej,

design of new or renewal of existing structures carrying
traffic the problem of incomplete or even a complete lack
of data are often a challenge to the designers. Hence, re-
search projects aimed at implementing fuzzy set analyti-
cal methods to the engineering practice are highly
relevant and undertaken at numerous research centres.
The authors are of the opinion that this method can be
successfully used in designing new and evaluating exist-
ing bridges and road structures.

2. PROBLEM FORMULATION

The structure in consideration is an isotropic, circular, cy-
lindrical shell of a specified length L, pinned at the ends.
The shell material has the following parameters: modulus
of elasticity E, compressive strength in the circumferential
direction �

0
, Poisson’s ratio v. The shell is loaded with

axial compressive force N along the axis. It is assumed
that the geometric parameters, i.e. the plate thickness h
and shell radius R are not fully deterministic, that is:

H h H� �� � , R R R� �� � ,

where H � , H � , R � , R � are the sets defined in the follow-
ing ranges:

H a b� � [ , ]
1 1

, H c d� � [ , ]
1 1

,

R a b� � [ , ]
2 2

, R c d� � [ , ]
2 2

,
(1)

and the values meet the following criterion:

0 � � � �c a b d
i i i i

, i �1 2, . (2)

The physical constraints are imposed by adopting the fol-
lowing relationships [4]:

P N
KP

M � , P N
KP

C � , P N
R

� , (3)

P Bh
KP

M � 2 , B E v� �2 3 1 2� / ( ) , (4)

P C h R
KP

C � 3 , C E L� � 3 2/ , (5)

P D h R
R

� , D � 2
0

�� . (6)

where:

P
KP

R
– critical load for stability of an ideal, circular

cylindrical shell,

P
KP

C
– critical load for stability of the shell axis,

P
R

– compressive strength of the shell.

The relationships (3-6) are approximate relationships for
critical loads:
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P
KP

C
– obci¹¿enie krytyczne utraty statecznoœci osi

pow³oki,

P
R

– wytrzyma³oœæ pow³oki na œciskanie.

Zale¿noœci (3-6) stanowi¹ przybli¿one zale¿noœci dla
obci¹¿eñ krytycznych:

• pierwsze ograniczenie w (3) okreœla mo¿liwoœæ
miejscowej utraty statecznoœci pow³oki,

• drugie – ogranicza wartoœci parametrów h i R z uwz-
glêdnieniem mo¿liwoœci globalnej utraty stateczno-
œci zarówno p³aszcza, jak i osi pow³oki,

• trzecie ograniczenie w (3) równie¿ dotyczy parame-
trów h i R z uwzglêdnieniem jednak mo¿liwoœci
zniszczenia pow³oki pod wp³ywem œciskania si³¹ N .

Parametry h i R, w takiej postaci jak zapisano w (1), s¹ nie-
okreœlone. Rodzaj nieokreœlonoœci to niedok³adnoœæ oraz
zgrubnoœæ danych. Wprowadzono nastêpuj¹ce oznaczenia:
	

1
� h, 	

2
� R, 	 	 	�{ , }

1 2
– wektor wielkoœci rozmytych,

u N� ,{ , , , }E v L �
0

– zbiór sta³ych wielkoœci zadania.

Wtedy:

g B g C g D
1 1

2

2 1 2

3

3 1 2
( ) ( ) ( )	 	 	 	 	 	 	 	� 
 � 
 � . (7)

Wprowadzono do rozwa¿añ zdarzenie rozmyte A , pole-
gaj¹ce na tym, ¿e dla niektórych	 i u spe³nione bêd¹ jedno-
czeœnie trzy ograniczenia (3), tj.:

A g u g u g u� � � �{ ( ) , , }
1 2 3

	 	 	( ) ( ) . (8)

Poziom ufnoœci dla zdarzenia rozmytego A wyra¿a siê
miar¹ Tr A( ) [6, 7].

Celem optymalizacji jest okreœlenie maksymalnej wartoœci
wielkoœci u, czyli takiej, dla której spe³nione bêdzie ograni-
czenie:

Tr A( ) � � , (9)

gdzie: � – rozmyty poziom ufnoœci (0 1� �� ), tj.:

u uTr A
u

* arg{max ( ) }� � � . (10)

Definicja 1. Niech zbiorem zdarzeñ elementarnych � bê-
dzie dowolny zbiór elementów, a  – pewien ustalony
uk³ad podzbiorów zbioru �. Za³o¿ono, ¿e spe³nione bêd¹
nastêpuj¹ce warunki:

1) � � ,

2) je¿eli dla zbiorów A� oraz B �, to równie¿:

A B� � i A B� �,

3) je¿eli zbiór A�, to dla jego dope³nienia A zachodzi
A �.

• the first constraint in (3) defines the possibility of
local loss of stability by the shell,

• the second constraint limits the values of h and R in
relation to the possibility of global loss of stability of
both the shell surface and axis,

• the third constraint in (3) also limits the values of h
and R in relation to the compressive failure of the
shell under force N .

Parameters h and R as written in equation (1) are unspeci-
fied. This is due to imprecise and coarse-grained data. Let
us introduce the following notations:
	

1
� h, 	

2
� R, 	 	 	�{ , }

1 2
– vector of fuzzy data,

u N� ,{ , , , }E v L �
0

– set of the problem constants.

Therefore:

g B g C g D
1 1

2

2 1 2

3

3 1 2
( ) ( ) ( )	 	 	 	 	 	 	 	� 
 � 
 � . (7)

Now let us introduce a fuzzy event A in which for some
values of 	 and u the three constraints of (3) are satisfied
simultaneously, i.e:

A g u g u g u� � � �{ ( ) , , }
1 2 3

	 	 	( ) ( ) . (8)

The confidence level for the fuzzy event A is expressed by
the measure Tr A( ) [6, 7].

The objective of optimisation is to define the maximum va-
lue of quantity u, i.e. the value for which the following con-
straint is satisfied:

Tr A( ) � � , (9)

where: � – fuzzy confidence level (0 1� �� ), i.e.:

u uTr A
u

* arg{max ( ) }� � � . (10)

Definition 1. Let us have any set of elements as the set of
elementary events � and  being some specific configu-
ration of � subsets. Let’s suppose the following con-
straints are satisfied:

1) � � ,

2) if the sets are such that A� and B � then also:

A B� � and A B� �,

3) if the sets are such that A�, then A � holds true for
the complement A.

The pre-defined class of subsets  is called Borel � – al-
gebra [8].

Definition 2. Suppose � is a non-empty set. Suppose A is
� – algebra of � subsets, � is an element on A and � is an
additive function of sets yielding non-negative real val-
ues. Then the space of approximation is defined by the
following four objects � � �, , ,A :
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Ustalona klasa podzbiorów  nazywa siê � – algebr¹ lub
cia³em zbiorów borelowskich [8].

Definicja 2. Niech � bêdzie zbiorem niepustym. Niech A
jest � – algebr¹ podzbiorów �, a � – jest elementem na A,
oraz � – nieujemn¹ o wartoœciach rzeczywistych, addy-
tywn¹ funkcj¹ zbiorów. Wtedy nastêpuj¹ce cztery obiekty
� � �, , ,A okreœlaj¹ przestrzeñ przybli¿eñ.

Definicja 3. Wielkoœæ rozmyta zapisana w postaci
	([ , ],[ , ])a b c d , c a b d� � � jest funkcj¹ mierzaln¹ w prze-
strzeni przybli¿eñ ( , , , )� � A do prostej rzeczywistej, dla
której � � � �{ }x c x d , � � � �{ }x a x b ,	( )x x� ,� �x �
i � �� .

Definicja 4. Wielkoœæ rozmyta 	 z przestrzeni przybli¿eñ
( , , , )� � A jest funkcj¹ z � do prostej rzeczywistej � –
zbiór uniwersalny (pe³ny) taki, ¿e dla ka¿dego zbioru bore-
lowskiego � z � spe³niona jest zale¿noœæ:

{ ( }� 	 �� � �� � A . (11)

Definicja 5. Dolne i górne przybli¿enia wielkoœci rozmytej
	 okreœlane s¹ w nastêpuj¹cy sposób:

	 	 � �� �{ ( ) �, 	 	 � �� �{ ( ) �, 	 	� . (12)

Definicja 6. Niech 	 – pewna wielkoœæ rozmyta zadana na
obszarze przybli¿eñ ( , , , )� � A , a g

i
: � � �i – funkcje

ci¹g³e, i �1 2 3, , . Wtedy doln¹ i górn¹ granicê oceny pozio-
mu ufnoœci dla zdarzenia rozmytego A z (8) okreœla siê od-
powiednio [6]:

Tr A
g u i

i( )
{ ( ( )) , , , }

{ }
�

� � �� �

� �

� 	 � 1 2 3
, (13)

Tr A
g u i

i( )
{ ( ( )) , , , }

{ }
�

� � �� �

� �

� 	 � 1 2 3
. (14)

Ogólna ocena poziomu ufnoœci bêdzie równa:

Tr A Tr A Tr A( ) ( ( ) ( ))� �
1

2
, (15)

przy czym:

0 1� �Tr A( ) . (16)

Zdarzenie rozmyte A powinno zaistnieæ, je¿eli poziom uf-
noœci dla niego jest równy 1 oraz nie zachodzi, je¿eli ta war-
toœæ jest równa 0.

3. MODELOWANIE SYMULACYJNE

Wy¿ej wymienione definicje stanowi¹ podstawy rozmyte-
go modelowania symulacyjnego. W dalszej czêœci artyku³u
przestawiono g³ówne jego etapy.

Definition 3. A fuzzy quantity written as 	([ , ],[ , ])a b c d ,
c a b d� � � is a measurable function in the space of ap-
proximation ( , , , )� � A in relation to a real straight line
for which: � � � �{ }x c x d , � � � �{ }x a x b , 	( )x x� ,
� �x � and � �� .

Definition 4. Fuzzy quantity 	 from the space of approxi-
mation ( , , , )� � A is a function from � in relation to the
real straight line �– a universal set (complete), such that
for each Borel set � from � the following relationship
holds true:

{ ( }� 	 �� � �� � A . (11)

Definition 5. The upper and lower approximations of the
fuzzy quantity 	 are defined as follows:

	 	 � �� �{ ( ) �, 	 	 � �� �{ ( ) �, 	 	� . (12)

Definition 6. Suppose 	 is a fuzzy quantity specified on
the space of approximation ( , , , )� � A , and g

i
: � � �i

– continuous functions, i �1 2 3, , . Then the lower and the
upper bounds of the confidence level estimation for the
fuzzy event A from (8) are defined as follows [6]:

Tr A
g u i

i( )
{ ( ( )) , , , }

{ }
�

� � �� �

� �

� 	 � 1 2 3
, (13)

Tr A
g u i

i( )
{ ( ( )) , , , }

{ }
�

� � �� �

� �

� 	 � 1 2 3
. (14)

The general confidence level estimation is calculated
with the following equation:

Tr A Tr A Tr A( ) ( ( ) ( ))� �
1

2
, (15)

and:

0 1� �Tr A( ) . (16)

A fuzzy event A should occur for the confidence level of 1
and not occur for the confidence level of 0.

3. SIMULATION MODELLING

The above described definitions are the basis of fuzzy
simulation modelling. The main steps of such modelling
are described below.

Step 1. Numbers� � �
1 2
, ,... ,

n
are randomly selected from

a non-empty set � according to the statistical measure �
using the uniform distribution rulesU ( , )0 1 from the the-
ory of probability. The output of this step are numbers
	 	 	

1 2
, ,... ,

n
and for the analysed problem n � 2.
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Etap 1. Dokonano wyboru z niepustego zbioru � w sposób
losowy stosownie do miary �, liczb � � �

1 2
, ,... ,

n
, wyko-

rzystuj¹c prawa rozk³adu równomiernego U ( , )0 1 z teorii
prawdopodobieñstwa. W wyniku tego etapu modelowania
otrzymano liczby 	 	 	

1 2
, ,... ,

n
, przy czym w zadaniu przy-

jêto n � 2.

Etap 2. Dokonano wyboru, w sposób analogiczny jak w eta-
pie 1, liczb � � �

1 2
, ,... ,

n
z niepustego zbioru � stosownie

do miary�. W wyniku tego etapu modelowania otrzymano
wielkoœæ 	 	 	 	�{ , ,... , }

1 2 n
.

Etap 3. Wyznaczono, odpowiednio dla ka¿dego 	
i

i 	
i
,

wartoœci g
j j
( )	 i g

j i
( )	 , j �1 2 3, , ; i �1 2, .

Etap 4. Za³o¿ono, ¿e dla dowolnego u wartoœæ wielkoœci
N u( ) jest liczb¹ ca³kowit¹, spe³niaj¹c¹ warunek
g u

j n
( ( ))	 � � dla n N�1 2, ,... , ; j �1 2 3, , .

W analogiczny sposób przyjêto, ¿e wartoœæ wielkoœci N u( )
jest liczb¹ ca³kowit¹, spe³niaj¹c¹ warunek: g u

j n
( ( ))	 � �

dla n N�1 2, ,... , ; j �1 2 3, , .

Etap 5. Zgodnie z (15) za³o¿ono, ¿e maksymalna wartoœæ u
powinna spe³niaæ warunek:

Tr A
N u N u

N
( )

( ) ( )
�

�
�

2
� , (17)

gdzie N – oznacza zadan¹ liczbê wszystkich wyborów.

Etap 6. Powy¿sza procedura stanowi³a podstawê algorytmu
wyznaczania najwiêkszej wartoœci funkcji celu u. Do obli-
czeñ funkcji celu wykorzystano metodê Monte Carlo.

4. PRZYK£ADY LICZBOWE

Zgodnie z wy¿ej opisan¹ procedur¹ modelowania rozmyte-
go przeprowadzono kilka eksperymentów liczbowych przy
za³o¿eniu nastêpuj¹cych danych:

E � �8,16 104 MPa,�
0

�162 MPa, v � 0,3, L � 300 cm,

V � � 5 kN,V � � 200 kN.

W przypadku zmiennej V u V� �� � przyjêto liczbê kro-
ków równ¹ 5000. Liczba kroków dla górnego i dolnego ob-
szaru przybli¿eñ wynios³a 200. Liczbê prób w celu wyzna-
czenia najwiêkszej wartoœci, przyjêto na poziomie 500.

Eksperyment 1

Wartoœæ � poziomu ufnoœci zosta³a ustalona na poziomie
� � 0,99995.

Dolne i górne przybli¿enie parametrów h i R ustalono przy
za³o¿eniu: a b c d

1 1 1 1
� � � � 0,07 cm, a b

2 2
10� � cm,

c
2

� 9,999 cm, d
2

10� cm.

Step 2. In the same way as in Step 1 numbers� � �
1 2
, ,... ,

n

are selected from non-empty set � appropriately to the
statistical measure �. This step returns the value of
	 	 	 	�{ , ,... , }

1 2 n
.

Step 3. The values g
j j
( )	 and g

j i
( )	 , j �1 2 3, , ; i �1 2,

are determined for each 	
i

and each 	
i

respectively.

Step 4. It is assumed that for any u the value of parameter
N u( ) is an integer for which the following equation holds
true: g u

j n
( ( ))	 � � for n N�1 2, ,... , ; j �1 2 3, , .

Likewise, it is assumed that the value of parameter N u( ) is

an integer for which the following equation holds true:

g u
j n
( ( ))	 � � for n N�1 2, ,... , ; j �1 2 3, , .

Step 5. According to (15) it is assumed that the following
should hold true for the maximum value of u:

Tr A
N u N u

N
( )

( ) ( )
�

�
�

2
� , (17)

where N is the specified number for all selections.

Step 6. The above procedure was used as the basis for de-
fining the algorithm for determination of the maximum
value of objective function u. The objective function cal-
culations were done using the Monte-Carlo method.

4. NUMERICAL EXAMPLES

The above-described fuzzy modelling procedure was
used to perform a few numerical experiments with the fol-
lowing data:

E � �8.16 104 MPa,�
0

�162 MPa, v � 0.3, L � 300 cm,

V � � 5 kN,V � � 200 kN.

For the variable V u V� �� � the assumed number of
steps was 5000. The number of steps for the upper and
lower approximations was 200. The sample size to deter-
mine the maximum value was assumed at 500.

Experiment No. 1

Parameter � of a confidence level was taken at level � =
0.99995.

The lower and upper approximations of the parameters
h and R were determined assuming: a b c d

1 1 1 1
� � � �

0.07 cm, a b
2 2

10� � cm, c
2

� 9.999 cm, d
2

10� cm.

The mean value of force of u* = 71.184 kN was obtained
at the standard deviation of � � 41kN. The value of stan-

dard deviation was calculated as � � D where D is the

dispersion.
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Wyznaczona wartoœæ œrednia si³y jest równa u* � 71,184kN

przy odchyleniu standardowym� � 41kN. Wartoœæ� � D ,

gdzie: D – dyspersja.

Eksperyment 2

W tym eksperymencie nieznacznie zosta³y zmienione gra-
nice obszaru poszukiwania dla parametrów h i R. W przy-
padku dolnego przybli¿enia przyjêto: a b

1 1
� = 0,07 cm,

c
1

� 0,06998 cm, d
1

� 0,0702 cm. W przypadku górnego
przybli¿enia przyjêto: a b

2 2
10� � cm, c

2
� 9,999 cm,

d
2

10� cm. Wyznaczona wartoœæ œrednia si³y jest równa

u* � 71,164kN. W przypadku za³o¿onej liczby 20 prób od-

chylenie standardowe jest równe 48 kN.

W pierwszym i drugim eksperymencie odchylenie od roz-
wi¹zania zadania postawionego w sposób deterministyczny
(u* � 71,251kN) wynosi³o oko³o 0,1%. W tym przypadku
parametry zdeterminowanego rozwi¹zania zosta³y przyjête
na poziomie h � 0,07 cm i R �10 cm.

Na Rys. 1 i 2 przedstawiono ilustracje geometryczne okre-
œlania dolnego i górnego przybli¿enia zbioru zakresu da-
nych wejœciowych w przypadku prowadzonych ekspery-
mentów obliczeniowych.

Eksperyment 3

Obszary wyznaczania h i R zadano z wykorzystaniem
nastêpuj¹cych parametrów przybli¿eñ:

c
1

� 0,05 cm, a
1

� 0,06 cm, b
1

� 0,08 cm, d
1

� 0,09 cm;

c
2

� 8 cm, a
2

9� cm, b
2

11� cm, d
2

12� cm.

Wyniki eksperymentu obliczeniowego (numerycznego)
przedstawiono w Tabl. 1.

Experiment No. 2

In the experiment No. 2 the interval limits for parameters
h and R have been slightly modified. The values adopted
for the lower approximation: a b

1 1
� = 0.07 cm, c

1
=

0.06998 cm, d
1
= 0.0702 cm. The values adopted for the

upper approximation:a b
2 2

10� � cm, c
2
= 9.999 cm, d

2
=

10 cm. This yielded the average force value of u* �
71.164 kN. For the adopted sample number of 20 the stan-
dard deviation is 48 kN.

In both experiments the deviation from the solution of the

problem considered in deterministic terms (u* = 71.251 kN)
was about 0.1%. In that case the parameters of the determi-
nate solution had the values of: h = 0.07 cm and R = 10 cm.

Fig. 1 and Fig. 2 provide geometrical representation of the
lower and upper approximations of the input data set as
used in the experiments carried out in this study.

Experiment No. 3

In the experiment No. 3 the h and R interval was specified
using the following approximation parameters:

c
1

� 0.05 cm, a
1

� 0.06 cm, b
1

� 0.08 cm, d
1

� 0.09 cm;

c
2

� 8 cm, a
2

9� cm, b
2

11� cm, d
2

12� cm.

The results of the computational experiment are pre-
sented in Table 1.

Experiment No. 4

In the experiment No. 4 the h and R interval was specified
using the following approximation parameters:

c
1

� 0.03 cm, a
1

� 0.05 cm, b
1

� 0.09 cm, d
1

� 0.11 cm;

c
2

� 4 cm, a
2

6� cm, b
2

14� cm, d
2

16� cm.
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Upper approximation / Górne przybli¿enie

Lower approximation / Dolne przybli¿enie

h

c
1

d
2

a
1

b
1

R

Upper approximation / Górne przybli¿enie

Lower approximation / Dolne przybli¿enie

c
2

a
2 b

2

d
1

Fig. 1. Example of graphical presentation of the sets of h and R

quantities

Rys. 1. Przyk³ad przestawienia w postaci odcinkowej zbioru

wielkoœci h oraz R
Fig. 2. Graphical representation of the determination of the upper

and lower approximations for variable h

Rys. 2. Graficzna ilustracja okreœlania górnego i dolnego

przybli¿enia w przypadku zmiennej h

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11

h [cm]



Eksperyment 4

Obszary wyznaczania h i R okreœlono nastêpuj¹cymi para-
metrami przybli¿eñ:

c
1

� 0,03 cm, a
1

� 0,05 cm, b
1

� 0,09 cm, d
1

� 0,11 cm;

c
2

� 4 cm, a
2

6� cm, b
2

14� cm, d
2

16� cm.

W Tabl. 2 przedstawiono wyniki eksperymentu 4.

Eksperyment 5

W tym eksperymencie ustalono obszar poszukiwania h
i R przy za³o¿eniu nastêpuj¹cych parametrów przybli¿eñ:

c
1

� 0,01 cm, a
1

� 0,06 cm, b
1

� 0,08 cm, d
1

� 0,09 cm;

c
2

� 7 cm, a
2

9� cm, b
2

11� cm, d
2

13� cm.

Tabl. 3 zawiera zestawienie wyników tego eksperymentu.

Eksperyment 6

Zawê¿ono obszar poszukiwania h i R przy za³o¿eniu nastê-
puj¹cych parametrów:

c
1

� 0,065cm, a
1

�0,068 cm, b
1

� 0,072cm, d
1

� 0,075cm;

c
2

� 9 cm, a
2

� 9,5 cm, b
2

�10,5 cm, d
2

11� cm.

Wyniki eksperymentu przedstawiono w Tabl. 4.

Eksperyment 7

W tym eksperymencie w celu okreœlenia h i R ustalono na-
stêpuj¹cy zakres przybli¿eñ:

c
1

� 0,068cm, a
1

� 0,069 cm, b
1

� 0,071cm, d
1

� 0,072cm;

c
2

� 9,8 cm, a
2

� 9,9 cm, b
2

�10,1cm, d
2

�10,2 cm.

The results of the experiment No. 4 are presented in Ta-
ble 2.

Experiment No. 5

In the experiment No. 5 the h and R interval was specified
using the following approximation parameters:

c
1

� 0.01 cm, a
1

� 0.06 cm, b
1

� 0.08 cm, d
1

� 0.09 cm;

c
2

� 7 cm, a
2

9� cm, b
2

11� cm, d
2

13� cm.

The results of the experiment No. 5 are presented in Ta-
ble 3.
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Fuzzy confidence level
Rozmyty poziom

ufnoœci
�

The mean force
Wartoœæ œrednia

si³y
u* [N]

Standard deviation
Odchylenie
standardowe

� [N]

0.1 86553 538.7

0.3 77256 514.2

0.4 73797 534

0.5 71243 490.8

0.6 68420 322

0.7 65902 200.4

0.8 62510.2 341.6

0.9 58658 456

0.95 54794 335.6

0.98 50605 316.8

1 44997 489

Table 1. Results of the numerical experiment No. 3
Tablica 1. Wyniki eksperymentu numerycznego 3

Table 2. Results of the numerical experiment No. 4
Tablica 2. Wyniki eksperymentu numerycznego 4

Fuzzy confidence level
Rozmyty poziom

ufnoœci
�

The mean force
Wartoœæ œrednia

si³y
u* [N]

Standard deviation
Odchylenie
standardowe

� [N]

0.4 77438 1477

0.5 69598 580.9

0.6 62822 814

0.8 47640 1154

0.9 36770 471.6

0.95 28953 641

1 13396 608

Table 3. Results of the numerical experiment No. 5
Tablica 3. Wyniki eksperymentu numerycznego 5

Fuzzy confidence level
Rozmyty poziom

ufnoœci
�

The mean force
Wartoœæ œrednia

si³y
u* [N]

Standard deviation
Odchylenie
standardowe

� [N]

0.1 88728 342

0.2 79238 319

0.3 74590 359

0.35 73023 359

0.4 71584 327

0.45 70023 319.5

0.5 69323 492

0.6 66993 311.6

0.7 64315 460

0.8 61600 370

0.9 57504 554

0.95 52082 397.5

1 40175 269



Wyniki obliczeñ, otrzymane w wyniku eksperymentu 7,
przedstawiono w Tabl. 5.

Eksperyment 8

Przy za³o¿eniu: c
1

� 0,0654 cm, a
1

� 0,0692 cm, b
1

�
0,0706 cm, d

1
� 0,0708 cm; c

2
� 9,95 cm, a

2
9 98� , cm,

b
2

�10,02 cm, d
2

�10,05 cm otrzymano wyniki przedsta-
wione w Tabl. 6

Eksperyment 9

Rozpatrzono obszar, który jest „prawie równy” determini-
styczym parametrom przy poziomie ufnoœci � = 0,99995.
Przy tym za³o¿ono, ¿e c a b d

1 1 1 1
� � � � 0,07 cm, c

2
�

9,999 cm, a
2

10� cm, b
2

�10 cm, d
2

10� cm. W wyniku

Experiment No. 6

In the experiment No. 6 the h and R interval was bounded
by the following parameters:

c
1

� 0.065 cm, a
1

� 0.068 cm, b
1

� 0.072 cm, d
1

� 0.075 cm;

c
2

� 9 cm, a
2

� 9.5 cm, b
2

�10.5 cm, d
2

11� cm.

The results of the experiment No. 6 are presented in Ta-
ble 4.

Experiment No. 7

The following approximation parameters were used in the
experiment No. 7:

c
1

� 0.068 cm, a
1

� 0.069 cm, b
1

� 0.071cm, d
1

� 0.072 cm;

c
2

� 9.8 cm, a
2

� 9.9 cm, b
2

�10.1cm, d
2

�10.2 cm.

The calculation results are presented in Table 5.

Experiment No. 8

For the approximation parameters of c
1

� 0.0654cm, a
1

�
0.0692 cm, b

1
� 0.0706 cm, d

1
� 0.0708 cm and c

2
�

9.95 cm, a
2

998� . cm, b
2

�10.02 cm, d
2

�10.05 cm the
output results are presented in Table 6.

Experiment No. 9

The interval considered in the experiment No. 9 is “al-
most equivalent” to deterministic parameters at the con-
fidence level of � = 0.99995 with the following values:
c a b d

1 1 1 1
� � � � 0.07 cm; c

2
= 9.999 cm, a

2
= 10 cm,

b
2
= 10 cm, d

2
= 10 cm. The following results were

obtained: u* =71184 N, � = 41 N (giving 0.094% devia-
tion from the deterministic solution).
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Table 4. Results of the numerical experiment No. 6
Tablica 4. Wyniki eksperymentu numerycznego 6

Fuzzy confidence level
Rozmyty poziom

ufnoœci
�

The mean force
Wartoœæ œrednia

si³y
u* [N]

Standard deviation
Odchylenie
standardowe

� [N]

0.1 76338 204

0.2 74268 201

0.3 73234 164

0.4 72130 –

0.45 71643 74

0.5 71204 182

0.6 70256 138

0.7 69199 –

0.8 68132 152

0.9 66518 419

1 61297 675

Table 5. Results of the numerical experiment No. 7
Tablica 5. Wyniki eksperymentu numerycznego 7

Fuzzy confidence level
Rozmyty poziom

ufnoœci
�

The mean force
Wartoœæ œrednia

si³y
u* [N]

Standard deviation
Odchylenie
standardowe

� [N]

0.1 72564 134

0.2 72008 178

0.4 71435 129

0.45 71252 163

0.5 71204 106

0.6 70895 107

0.7 70612 248

0.8 70166 140

0.9 69814 53

1 68062 431

Table 6. Results of the numerical experiment No. 8
Tablica 6. Wyniki eksperymentu numerycznego 8

Fuzzy confidence level
Rozmyty poziom

ufnoœci
�

The mean force
Wartoœæ œrednia

si³y
u* [N]

Standard deviation
Odchylenie
standardowe

� [N]

0.1 71675 129

0.3 71427 130

0.4 71262 149

0.5 71111 111

0.7 70789 188

0.9 70650 62

1 70064 105



obliczeñ otrzymano u* = 71184 N,� = 41 N (odchylenie od
rozwi¹zania deterministycznego wynosi 0,094%).

Eksperyment 10

Rozpatrzono obszar z parametrami przy poziomie ufnoœci
� = 0,99995: c

1
� 0,06998 cm, a

1
� 0,07 cm, b

1
� 0,07 cm,

d
1

� 0,0702 cm; c
2

� 9,999 cm, a
2

10� cm, b
2

�10 cm,
d

2
�10 cm.

Otrzymano wartoœæ u* =71164 N oraz � = 48 N (odchyle-
nie od deterministycznego rozwi¹zania wynosi 0,1%).

Na Rys. 3-5 przedstawiono wyniki zale¿noœci maksymalnej
si³y osiowej od przyjêtego poziomu ufnoœci w przypadku
kilku przeprowadzonych eksperymentów numerycznych.

5. WNIOSKI

1. W pracy przedstawiono metodê analizy, w której
uwzglêdniono dane w postaci zbiorów rozmytych. Me-
todê wykorzystano do rozwi¹zania wybranego zadania
mechaniki budowli, obliczeñ pow³oki cylindrycznej,
w którym zbiorem danych rozmytych s¹ wybrane para-
metry geometryczne (gruboœæ pow³oki i promieñ).

2. Przedstawiony przyk³ad dotyczy optymalizacji zadania
wyznaczenia noœnoœci pow³oki, z uwzglêdnieniem wa-
runków ogólnej i miejscowej utraty statecznoœci i wy-
trzyma³oœci materia³u.

3. Do rozwi¹zania zadania wykorzystano metody i algo-
rytmy teorii programowania rozmytego. Do budowy
modeli programowania rozmytego CCP, przyjêto roz-
wi¹zania symulacyjne z wykorzystaniem metody Mon-
te Carlo.

Experiment No. 10

The interval considered in the Experiment No. 9 is at the
confidence level of � = 0.99995: c

1
� 0.06998 cm, a

1
�

0.07 cm, b
1

� 0.07 cm, d
1

� 0.0702 and c
2

� 9.999 cm,
a

2
10� cm, b

2
�10 cm, d

2
�10 cm.

The following results were obtained: u* =71164 N and

� = 48 N (giving 0.1% deviation from the deterministic
solution).

The graphs in Figs. 3-5 present the relationship between
the maximum axial force and the adopted confidence
level for the subsequent numerical experiments.
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Fig. 3. The graph showing the results of the computational

experiments No. 3 and No. 4

Rys. 3. Graficzna ilustracja wyników eksperymentów

obliczeniowych 3 i 4

Fig. 4. The graph showing the results of the computational

experiments No. 5 and No. 6

Rys. 4. Graficzna ilustracja wyników eksperymentów

obliczeniowych 5 i 6

Fig. 4. The graph showing the results of the computational

experiments No. 7 and No. 8

Rys. 4. Graficzna ilustracja wyników eksperymentów

obliczeniowych 7 i 8
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4. Wiarygodnoœæ proponowanego podejœcia jest œciœle
okreœlona. Jak oczekiwano, zwê¿enie zakresu „danych
wejœciowych” doprowadza do otrzymania wyniku
dok³adnego (zdeterminowanego).

5. Przedstawiona w pracy analiza ma na celu przybli¿enie
czytelnikom metod obliczeniowych teorii zbiorów roz-
mytych, które coraz czêœciej znajduj¹ zastosowanie
przy projektowaniu i ocenie noœnoœci wspó³czesnych
konstrukcji mostowych i drogowych w warunkach nie-
pe³nych lub zmiennych w czasie danych zadania.
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5. CONCLUSIONS

1. This paper presents the method of analysis using fuzzy
data sets. It has been used for solving a problem from
the area of structural mechanics, namely cylindrical
shell calculations in which the fuzzy data set includes
chosen geometric parameters (shell radius and plate
thickness).

2. The example concerns optimization of the problem of
the maximum axial force determination in terms of
both the global and local loss of stability and the
strength of material.

3. The problem was solved using the fuzzy programing
methods and algorithms. The chance programming
models were built using Monte-Carlo simulations.

4. The reliability of the proposed approach is precisely
defined. As expected, narrowing down the input inter-
val produced accurate (determinate) outcome.

5. The analysis has been presented to give the insight into
the computing method of the fuzzy sets theory which is
becoming an ever more popular tool used in designing
new and evaluating existing bridges as well as road
structures when incomplete or time-varying input data
are taken into account.
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