
STRESZCZENIE. W artykule przedstawiono wybrane elementy

analizy dynamicznej kolejowego obiektu mostowego zlo-

kalizowanego w ci¹gu Centralnej Magistrali Kolejowej (CMK).

Zakres obliczeñ obejmowa³ rozwi¹zanie zadania w³asnego

konstrukcji (teoretyczna analiza modalna) z u¿yciem kilku modeli

obliczeniowych o zró¿nicowanym sposobie dyskretyzacji

(dok³adnoœci) oraz wyznaczenie dynamicznej odpowiedzi przês³a

(analiza czasowa – ca³kowanie równañ ruchu) na przejazdy

poci¹gów du¿ych prêdkoœci HSLM zgodnie z PN-EN 1991-2.

Uzyskane wyniki obliczeñ porównano z aktualnymi zaleceniami

normowymi i przepisami kolejowymi dotycz¹cymi kolei du¿ych

prêdkoœci.
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ABSTRACT. This article presents chosen elements of a

dynamic analysis of a rail bridge located on the CMK trunk

railway line in Poland. The solution of an eigenvalue problem for

the structure (a theoretical modal analysis) using several

computational models created with different discretization

methods (different accuracy levels) is presented. The dynamic

response of the bridge span (time-history analysis – integration

of equations of motion) to loading with HSLM train models as

per PN-EN 1991-2 is determined. The results were compared

with the current code and regulations relating to high-speed rail

systems.
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1. WSTÊP

Identyfikacja parametrów dynamicznych kolejowych kon-
strukcji mostowych znajduje odzwierciedlenie w aktualnej,
lecz nieujednoliconej formie wymogów dotycz¹cych kolei
du¿ych prêdkoœci. Dok³adnoœæ i zakres obliczeñ dynamicz-
nych zwi¹zany jest z planowanymi prêdkoœciami ruchu
poci¹gów v na danej linii kolejowej. W œwietle obo-
wi¹zuj¹cej wiedzy mo¿na wyró¿niæ cztery przedzia³y prêd-
koœci ruchu poci¹gów i zwi¹zane z nimi zakresy wykony-
wanych analiz dynamicznych:

• v � 160 km/h – dynamiczny charakter obci¹¿enia
uwzglêdniany jest za pomoc¹ obci¹¿enia quasi-sta-
tycznego pomno¿onego przez wspó³czynniki dyna-
miczne (podejœcie klasyczne stosowane w wielu
dotychczas obowi¹zuj¹cych normach do projekto-
wania obiektów mostowych),

• 160 km/h < v � 200 km/h – w przypadku niektórych
typów konstrukcji, przy okreœlonych w normach
PN-EN proporcjach czêstotliwoœci form giêtnych
i skrêtnych drgañ w³asnych, analiza dynamiczna
mo¿e byæ ograniczona wed³ug PN-EN 1991-2 [1] do
rozwi¹zania zadania w³asnego (teoretyczna analiza
modalna). W przeciwnym wypadku konieczne jest
wyznaczenie dynamicznej odpowiedzi konstrukcji na
obci¹¿enie wymuszaj¹ce (analiza czasowa),

• 200 km/h < v � 350 km/h – w tym zakresie wed³ug
PN-EN 1991-2 [1] wymagana jest pe³na analiza
dynamiczna obiektu mostowego obejmuj¹ca teo-
retyczn¹ analizê modaln¹ (wyznaczenie czêstoœci
i form drgañ w³asnych) oraz analizê czasow¹ (wy-
znaczenie dynamicznej odpowiedzi konstrukcji na
przejazdy normowych poci¹gów modelowych, np.
poprzez numeryczne ca³kowanie równañ ruchu),

• v > 350 km/h – zakres prêdkoœci ruchu poci¹gów
nie objêty normami, w którym regu³y projektowa-
nia okreœlane s¹ indywidualnie w odniesieniu do
konkretnego typu linii kolejowej przez wyspecjali-
zowane oœrodki naukowo-badawcze.

Analizy dynamiczne s¹ wykonywane na potrzeby oceny
mo¿liwoœci przystosowania istniej¹cych obiektów kolejo-
wych do du¿ych prêdkoœci ruchu lub w projektowaniu no-
wych konstrukcji. Przeprowadza siê je uwzglêdniaj¹c zapi-
sy normowe [1 - 3], [7 - 10], kolejowe standardy techniczne
[4 - 6] oraz literaturê techniczn¹ [11 - 24].

W artykule przedstawiono wyniki pe³nej analizy dyna-
micznej zespolonej, stalowo-betonowej konstrukcji noœnej
kolejowego obiektu in¿ynieryjnego. Identyfikacja cech dy-
namicznych konstrukcji obejmowa³a wyznaczenie metod¹

1. INTRODUCTION

Identification of the dynamic characteristics of railway
bridges is reflected in the current, not yet consistent form
of specifications for high-speed rail (HSR) systems. The
accuracy and the scope of the dynamic calculations is de-
fined by the expected running speed v on the line in con-
sideration. The following four speed ranges and the
associated scopes of dynamic analyses are defined based
on the current state of knowledge:

• v � 160 km/h – the dynamic effects of load are taken
into account by multiplying the effects of quasi-static
loading by the dynamic factors (a classical approach
which has been used in developing a number of rail-
way bridge design standards),

• 160 km/h < v � 200 km/h – for certain types of
structures and certain proportions of bending and tor-
sional mode shapes of free vibration as given in the
European Standards the dynamic analysis can be re-
duced according to PN-EN 1991-2 [1] to solving an
eigenvalue problem (a theoretical modal analysis).
Otherwise it becomes necessary to determine the dy-
namic response of the structure to the external excita-
tion force (a time-history analysis),

• 200 km/h < v � 350 km/h – the full dynamic analysis
is required according to PN-EN 1991-2 [1] compris-
ing theoretical modal analysis (determining of natu-
ral frequencies and mode shapes) and time-history
analysis (determining the dynamic response of the
structure to train model loading for example by nu-
merical integration of the equations of motion)

• v > 350 km/h – these speeds are not covered by the
standard and, as such, bespoke design guidelines are
used, developed specifically for a given type of rail-
way line by highly specialised research centres.

The dynamic analyses are performed to evaluate upgrading
potential of existing bridges to the HSR requirements or as
part of design of new built structures. The references in-
clude the provisions of general standards [1 - 3], [7 - 10],
railway codes of practice [4 - 6] and publications [11-24].

This paper presents the results of a full dynamic analysis
of a composite steel-concrete deck of a railway bridge.
Identification of the dynamic characteristics of the struc-
ture included calculating natural frequencies and mode
shapes through a theoretical modal analysis carried out
with different computational models of different levels of
discretization. The dynamic response of the deck to
HSLM-A train model according [1] was also determined
using the Newmark’s direct integration method.
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teoretycznej analizy modalnej czêstotliwoœci i postaci
drgañ w³asnych modeli obliczeniowych o ró¿nym stopniu
dyskretyzacji. Okreœlono równie¿ odpowiedŸ dynamiczn¹
ustroju na przejazdy poci¹gów du¿ych prêdkoœci HSLM-A
wed³ug PN-EN [1], metod¹ bezpoœredniego ca³kowania
równañ ruchu Newmarka.

Analizowany most zlokalizowany jest w km 113+449 linii
CMK (Rys. 1 i 2), w pobli¿u miejscowoœci Siedlów
po³o¿onej oko³o 30 km na po³udnie od Opoczna. Prze-
szkod¹ jest rzeka Czarna i jej teren zalewowy. Obecnie
(2012 r.) maksymalna dozwolona prêdkoœæ poci¹gów na li-
nii, w miejscu lokalizacji obiektu, wynosi 160 km/h. W dal-
szej perspektywie planowana jest jednak przebudowa wy-
branych odcinków linii CMK, celem dostosowania ich do
du¿ych prêdkoœci ruchu v = 300 km/h.

The analysed bridge is located on the trunk line CMK at km
133+449 (Fig. 1 and Fig. 2) near Siedlów, a village located
ca. 30 km to the south of Opoczno in Poland. The bridge
spans the river Czarna and the adjacent flood plain. Curren-
tly (2012) the permissible line speed at the bridge location
is 160 km/h. However, there are plans to upgrade selected
sections of the CMK trunk line to accommodate trains with
running speed of v = 300 km/h.

The bridge under analysis was designed for NC load rat-
ing in the late 1960s according to [7 - 8], [10] to carry a
railway line over the Czarna river. The bridge was com-
pleted in the mid 1970s. It is a four-span simply supported
structure with the track structures separated by a longitu-
dinal expansion (movement) joint (Fig. 2 and Fig. 3). The
length of each span between centres of supports (effective
design span) is ca. Lt = 23.40 m and the overall length of
each girder is ca. Lc = 24.0 m. The total length of the
bridge deck is ca. 96.8 m.
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Fig. 1. Overview of the bridge over Czarna river, located on the CMK trunk line at km 113+449

Rys. 1. Widok ogólny mostu nad rzek¹ Czarn¹ zlokalizowany w km 113+449 CMK
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Fig. 2. Scheme of the bridge – side view

Rys. 2. Schemat mostu – widok z boku

2. DESCRIPTION OF THE STRUCTURE



Ustrój noœny jest konstrukcj¹ zespolon¹, z³o¿on¹ ze sta-
lowego dwukomorowego dŸwigara skrzynkowego ze
stali St3M i ¿elbetowej p³yty wspó³pracuj¹cej wykonanej
z betonu marki „250” (Rw = 250 kG/cm 2 ). Przekrój
skrzynkowy sk³ada siê z trzech œrodników 1500 � 12 mm
w rozstawie 150 cm, trzech pasów górnych, zespolonych
z p³yt¹, z blach 300�22 mm oraz wspólnego pasa dolnego
3250 � 20 mm. W komorach przekroju wykonstruowano
stê¿enia wewnêtrzne wykonane z k¹towników, teowników
i dwuteowników oraz wzmocnienia z ¿eber (Rys. 3). P³yta
¿elbetowa ma gruboœæ 200÷250 mm. Na krawêdziach
zewnêtrznych p³yty betonowej wykonstruowano gzymsy
¿elbetowe z betonu marki „150” (Rw = 150 kG/cm 2 ),
stanowi¹ce boczne œciany koryta balastowego. Typowy
przekrój poprzeczny pokazano na Rys. 3. Przyczó³ki i pod-
pory poœrednie wykonano jako masywne, monolityczne,
posadowione bezpoœrednio w œciance szczelnej. Tor
sk³ada siê z podk³adów strunobetonowych PS94 z przy-
twierdzeniem SB3 i szyn S60, na podsypce t³uczniowej.

The bridge deck is a composite structure made of steel
double-cell box girder, steel class St3M interacting with
a reinforced concrete slab made of class “250” concrete
(Rw = 250 kG/cm 2 ). The girder cells are made up of
three 1500 � 12 mm webs spaced 150 cm apart, three top
flanges made of 300 � 22 mm steel plate, bonded to the
concrete topping slab and a common bottom flange of
3250 � 20 mm in size. Inside the cells there are braces
made of steel angle, tees or I-beams and stiffening ribs
(Fig. 3). The topping slab has a varying thickness of
200-250 mm. The concrete slab has raised edges made
of class “150” concrete (Rw = 150 kG/cm 2 ) which func-
tion as sides of the ballast pan. A typical cross-section is
presented in Fig. 3. The bridge deck is supported on
solid, in-situ concrete abutments and intermediate piers
resting on shallow (spread) foundations surrounded by
sheet piling. The tracks are made of pre-tensioned
sleepers, SB3 rail fastenings and S60 rails laid on bal-
last.
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2. CHARAKTERYSTYKA OBIEKTU

Obiekt nad rzek¹ Czarn¹ zapro-
jektowano pod koniec lat 60-tych
XX wieku zgodnie z [7 - 8], [10]
na obci¹¿enie taborem kolejowym
klasy NC. Wybudowany zosta³
w po³owie lat 70-tych. Most jest
konstrukcj¹ czteroprzês³ow¹, przy
czym ka¿de przês³o stanowi od-
dzielna belka swobodnie podpar-
ta, zdylatowana pod³u¿nie, nieza-
le¿nie dla ka¿dego toru (Rys. 2
i 3). Poszczególne przês³a maj¹
rozpiêtoœæ teoretyczn¹ wynosz¹c¹
Lt � 23,40 m, a d³ugoœæ ca³kowita
jednej belki to Lc � 24,0 m. Ca³-
kowita d³ugoœæ ustroju noœnego
wynosi w przybli¿eniu 96,8 m.

Fig. 3. Scheme of the bridge – a typical cross-section

Rys. 3. Schemat mostu – typowy przekrój poprzeczny
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3. PODSTAWY TEORETYCZNE ANALIZ
DYNAMICZNYCH

3.1. ZAGADNIENIE W£ASNE

Pe³na analiza modalna obejmuje wyznaczenie wspó³czyn-
ników t³umienia, rozprzêganie uk³adu równañ ruchu opi-
suj¹cego dynamikê modelu i identyfikacjê w³asnoœci dyna-
micznych obiektu. Jest metod¹ dyskretyzacji konstrukcji
o ci¹g³ym rozk³adzie parametrów i jednoczeœnie metod¹ re-
dukcji modelu. Dzieli siê na analizê modaln¹ teoretyczn¹,
eksperymentaln¹ i eksploatacyjn¹. Zagadnienie w³asne mo-
¿na interpretowaæ jako teoretyczn¹ analizê modaln¹, która
stanowi czêœæ znacznie szerszej analizy dynamicznej kon-
strukcji okreœlanej w literaturze jako analiza modalna [25].

W teoretycznej analizie modalnej konstrukcji rozwi¹za-
niem zadania w³asnego jest ustalenie okolicznoœci, w któ-
rych równanie ruchu pozbawione sk³adników reprezen-
tuj¹cych opory ruchu i si³ê wzbudzaj¹c¹ mo¿e mieæ
niezerowe rozwi¹zanie [26]. Czêstoœci drgañ w³asnych
otrzymane na podstawie rozwi¹zania zagadnienia w³asne-
go s¹ indywidualn¹ cech¹ rozwa¿anego obiektu i nie zale¿¹
od czynników zewnêtrznych. Drgania w³asne nie s¹ zatem
procesem fizycznym ale opisuj¹ pewn¹ dyspozycjê ustroju.

W analizie dynamicznej obiektów kolejowych, zgodnie
z aktualnym stanem wiedzy i wymogami formalnymi, czê-
stotliwoœci f [Hz] i formy drgañ w³asnych wyznacza siê
z kilku powodów:

• stanowi¹ informacjê o dynamicznym zachowaniu
siê konstrukcji pod k¹tem dominuj¹cych postaci
drgañ w³asnych i ich proporcji oraz wra¿liwoœci
konstrukcji na pewne formy drgañ,

• determinuj¹ koniecznoœæ ewentualnego wykony-
wania analizy czasowej (odpowiedŸ dynamiczna)
w przypadku konstrukcji, na których przewiduje siê
ruch poci¹gów z prêdkoœciami v < 200 km/h,

• w analizie czasowej (odpowiedzi dynamiczna) z wy-
korzystaniem metody Newmarka (ca³kowanie rów-
nañ ruchu) stosuje siê je w procedurze okreœlenia
wspó³czynników proporcjonalnoœci t³umienia maso-
wego i konstrukcyjnego w modelu Reylaigha,

• w analizie czasowej konstrukcji wykonywanej nu-
merycznie metod¹ superpozycji modalnej stanowi¹
podstawowy parametr metody – sposób (macierz)
transformacji równania ruchu okreœlany jest na pod-
stawie rozwi¹zania problemu w³asnego.

3. THEORETICAL BASIS OF DYNAMIC
ANALYSES

3.1. EIGENVALUE PROBLEM

A full modal analysis includes determining the damping
factors, uncoupling of the equations of motion describing
the dynamic behaviour of the model and identification of
its dynamic characteristics. It comprises discretizing a
structure with continuous distribution of parameters and
reduction of the size of the obtained numerical model.
Three types of modal analysis can be distinguished: theo-
retical, experimental and operational. The eigenvalue
problem can be classified as a theoretical modal analysis
which is an element of a much wider dynamic analysis of
the structure termed modal analysis [25].

In the theoretical modal analysis of the structure the
eigenvalue problem is solved by determining the condi-
tions under which a non-zero solution can be obtained for
the equation of motion without components representing
resistance and excitation force [26]. The natural fre-
quency values obtained by solving the eigenvalue prob-
lem are specific to the analysed structure and independent
of any external factors. As such, free vibration, rather
than being a physical process, describes a certain disposi-
tion of the structural system.

The natural frequencies f [Hz] and mode shapes are de-
termined as part of the dynamic analysis of railway
bridges, according to the current practice and formal re-
quirements because they:

• provide information on the dynamic behaviour of
the system in terms of prevailing free vibration
mode shapes and their proportions and sensitivity of
the structure to certain vibration mode shapes,

• define the need for a time-history analysis (dynamic
response) for structures located on lines with per-
missible line speed of v < 200 km/h,

• are used to determine the mass-proportional and
stiffness-proportional damping coefficients of the
Reylaigh model in the time-history analysis (dy-
namic response) using the Newmark’s method (in-
tegration of the equations of motion),

• are the primary input for modal superposition
method used in the time-history analysis – the trans-
formation matrix of the equation of motion is deter-
mined on the basis of solution of eigenvalue problem.
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3.2. INTERAKCJA OBCI¥¯ENIA
KOLEJOWEGO Z KONSTRUKCJI¥

W analizie dynamicznej kolejowych obiektów in¿ynieryj-
nych istotn¹ rolê odgrywaj¹ zadania drgañ uk³adów, w któ-
rych nastêpuje interakcja pomiêdzy obiektem in¿ynierskim
a poci¹giem. Z punktu widzenia projektanta obiektu wa¿ne
jest wyznaczenie wytê¿enia elementów noœnych ustroju
bez okreslenia zachowania siê pojazdu. W tym celu stosuje
siê dyskretno-ci¹g³e modele ustrojów noœnych, w których
belka lub p³yta mostowa modelowana jest jako uk³ad
ci¹g³y, opisywany równaniami ró¿niczkowymi cz¹stkowy-
mi, natomiast poci¹g, lub jego pojedyncza oœ, odpowiada
modelowi dyskretnego oscylatora [27]. Rozwi¹zanie za-
gadnienia drgañ uk³adu tego typu wymaga zastosowania
procedury dyskretyzacji wzglêdem zmiennych przestrzen-
nych z wykorzystaniem np. metody elementów skoñczo-
nych (MES) lub metody ró¿nic skoñczonych (MRS). W ten
sposób otrzymuje siê sprzê¿ony uk³ad równañ ró¿niczko-
wych zwyczajnych, który mo¿na rozwi¹zaæ stosuj¹c znane
algorytmy: metodê ró¿nic centralnych, metodê Newmarka,
Rungego-Kutty i inne [27].

Drgania uk³adu most-tor-poci¹g (MTP), w przypadku
poci¹gów poruszaj¹cych siê z du¿ymi prêdkoœciami, maj¹
charakter przestrzenny i nieliniowy. Wynika to m.in. z ine-
rcyjnego charakteru obci¹¿enia poci¹giem, charakterystyk
sprê¿ysto-t³umi¹cych zawieszenia poci¹gu i samej konstru-
kcji torowiska, a tak¿e wê¿ykowania i uderzeñ bocznych
zestawów ko³owych o szyny. Z³o¿onoœæ zagadnienia powo-
duje trudnoœci w sformu³owaniu algorytmów matematycz-
nych i fizycznych umo¿liwiaj¹cych symulacjê tych proce-
sów. Obszerne zasady obliczania tych uk³adów przed-
stawiono w [15 - 16], [19], [23 - 24], [27 - 28]. Wymagaj¹
one jednak wyspecjalizowanych procedur numerycznych
niedostêpnych w wiêkszoœci stosowanych powszechnie
komercyjnych programach komputerowych wykorzy-
stuj¹cych MES.

W wielu opracowaniach uk³ad MTP dzieli siê na szereg
wspó³zale¿nych poduk³adów: konstrukcja noœna mostu,
tor kolejowy na moœcie, ruchome pojazdy szynowe. Tak
dok³adne symulowanie drgañ wymaga precyzyjnego okre-
œlenia geometrii, materia³ów konstrukcyjnych, rozk³adu
masy i wiêzów, a ponadto zdefiniowania w³aœciwoœci
sprê¿ystych i t³umi¹cych wyodrêbnionych poduk³adów
i na³o¿onych na nie wiêzów (po³¹czeñ) oraz okreœlenia
zmian konfiguracji poduk³adów w czasie [15]. Osobnym
zagadnieniem jest matematyczne modelowanie uk³adu
MTP. Przepisy [1], [5 - 6] umo¿liwiaj¹ uproszczone po-
traktowanie tego zagadnienia. Z uwagi na brak znajomoœci

3.2. VEHICLE / STRUCTURE INTERACTION

Vibration problems in systems in which interaction be-
tween the bridge and the vehicle takes place are an impor-
tant part of dynamic analyses of railway bridges. From
the point of view of the bridge engineer one of the pri-
mary issues is to determine the stress-strain status of the
load-bearing components with undefined behaviour of
the railway vehicle. For this purpose discrete-continuous
models of bridge decks are used, in which the girder or
deck is modelled as a continuous system described by
partial differential equations while the train or a single
axle is represented by discrete oscillator model [27]. The
problem of vibrations in a system of this type requires ap-
plication of discretization procedure in relation to spatial
variables using, for example, the Finite Elements Method
(FEM) or Finite Difference Method (FDM). In this way
we obtain a coupled set of ordinary differential equations
which can be solved by employing one of the available
methods, including, without limitation, central differ-
ences method, Newmark method, Runge-Kutta method,
etc. [27].

The vibrations of the train/track/bridge system generated
by trains running at a high speed are spatial and non-linear
in character. The factors responsible for that include iner-
tial nature of load, spring-damping characteristics of the
rolling stock suspension and of the track structure itself, as
well as swaying and side impacts of wheel assemblies. The
complexity of the problem causes problems in formulating
the mathematical and physical algorithms needed to simu-
late these processes. The rules of carrying out numerical
analyses of such systems are extensive and are presented in
[15 - 16], [19], [23 - 24], [27 - 28]. However, such analyses
require highly-specialised numerical procedures which are
not available in most of the popular and commercially
available finite-element computer programs.

In a number of studies the train/track/bridge system is sub-
divided into interacting sub-systems: load bearing struc-
ture, track installed on the bridge and the moving vehicle.
Such precise simulation of vibration requires precise defi-
nition of the geometry, structural materials, distribution of
mass and stiffness fixed points and, moreover, defining the
spring and damping characteristics of the identified
sub-systems and superimposed stiffness fixed points (con-
nections), as well as determining the changes in the
sub-systems configuration over time [15]. Mathematical
modelling of the train/track/bridge system is a separate
issue. The provisions of [1], [5 - 6] allow for a simplified
approach to this problem. A number of parameters are
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na etapie projektowania lub weryfikacji numerycznej kon-
strukcji mostu, jej parametrów takich jak: sprê¿ystoœæ i t³u-
mienie konstrukcji torowiska czy charakterystyki zawiesze-
nia wózków jezdnych poci¹gów poruszaj¹cych siê aktual-
nie lub planowanych na danej linii kolejowej. Z tego powo-
du oraz z uwagi na trudnoœci w przewidzeniu typów
poci¹gów, które bêd¹ siê porusza³y po modernizowanej li-
nii, analizy dynamiczne przeprowadza siê zwykle zgodnie
z PN-EN [1] (zawiera regu³y dla poci¹gów poruszaj¹cych
siê z prêdkoœciami v < 350 km/h), na podstawie „normo-
wych” poci¹gów modelowych du¿ych prêdkoœci HSLM-A
oraz HSLM-B [5 - 6], [12 - 14], [29].

3.3. DYNAMICZNA ODPOWIED�
UK£ADU

W rzeczywistych konstrukcjach in¿ynierskich, modelowa-
nych jako uk³ady jednowymiarowe, dwuwymiarowe i trój-
wymiarowe, do rozwi¹zania równañ ruchu niezbêdne jest
zastosowanie metod numerycznych. W przypadku analizo-
wanego mostu (Rys. 1, 2, 3), obliczenia odpowiedzi dyna-
micznej ustroju noœnego (reakcji konstrukcji na obci¹¿enia
wymuszaj¹ce) przeprowadzono za pomoc¹ modu³u
DYNA œrodowiska SOFiSTiK [30]. Wykorzystano algo-
rytm bezpoœredniego ca³kowania równañ ruchu Newmarka
(metoda ca³kowania „krok po kroku”). Jest to metoda
numerycznego rozwi¹zywania znanego równania równo-
wagi elementów konstrukcji w zadaniach dynamicznych:

Mu(t) Cu(t) Ku(t) P(t)�� �� � � , (1)

w którym:

M – macierz mas charakteryzuj¹ca rozk³ad masy
(bezw³adnoœæ) elementów konstrukcji,

C – macierz t³umienia charakteryzuj¹ca w³asno-
œci t³umi¹ce systemu konstrukcyjnego,

K – macierz sztywnoœci charakteryzuj¹ca proporcje
sztywnoœci (d³ugoœci, momenty bezw³adnoœci,
przekroje) elementów sk³adowych struktury,

P(t) – macierz obci¹¿eñ w funkcji czasu (widmo
obci¹¿enia),

�� , �u(t) u(t) u(t), – wektor przyspieszenia, prêdkoœci i prze-
mieszczeñ uogólnionych.

W metodzie Newmarka równanie równowagi macierzowej
(1) dotyczy analizowanej chwili t k t� � (k = 1, 2, 3...) i
przyjmuje postaæ (2). To równanie wraz z zale¿noœciami
na prêdkoœæ (3) i przemieszczenia (4) stanowi uk³ad rów-
nañ metody:

unknown at the time of bridge design or numerical verifi-
cation of the structure, including: elasticity and damping
behaviour of the track structure and characteristics of the
bogie suspension of the vehicles which run or will be run-
ning on the line. For this reason as well as due to some
uncertainties as to the types of trains which will be run-
ning on the modernised line the dynamic analyses are
most often carried out according to PN-EN [1] (which
gives rules for trains with running speed of v < 350 km/h)
with application of HSLM-A and HSLM-B train models
[5 - 6], [12 - 14], [29].

3.3. DYNAMIC RESPONSE OF THE
ANALYSED SYSTEM

For solving equations of motion defined for real life struc-
tures, modelled as one-dimensional, two-dimensional
and three-dimensional systems numerical methods must
be employed. In the present research module DYNA of
the SOFiSTiK package [30] was used to predict the dy-
namic response of the deck (reaction of the structure to an
external excitation force) (Figs. 1, 2, 3). The equations of
motion were integrated with the Newmark’s direct inte-
gration algorithm (step-by-step integration method). It is
a numerical method for solving known equilibrium equa-
tions in dynamic analyses:

Mu(t) Cu(t) Ku(t) P(t)�� �� � � , (1)

where:

M – mass matrix defining the mass distribution
(inertia) of the structure components,

C – damping matrix characterising the damping
properties of a structural system,

K – stiffness matrix defining the stiffness propor-
tions (lengths, moments of inertia, sections) of
the structural components,

P(t) – matrix of time-varying force (response spec-
trum),

�� , �u(t) u(t) u(t), – acceleration, velocity and total displace-
ment vectors.

In the Newmark method the equilibrium equation (1) con-
cerns the analysed point in time t k t� � (k = 1, 2, 3...) and
thus it takes form (2). This equation is coupled with the
velocity (3) and displacement (4) relationships to give the
following system of equations of the Newmark method:
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w którym:

�t – krok ca³kowania,

t k t� � � – punkty czasowe, w których poszukiwana
jest równowaga uk³adu,

	 
, – parametry stabilnoœci i dok³adnoœci metody,

u t k t( )� � � – przemieszczenie, prêdkoœæ i przyspie-
szenie w analizowanej chwili czasowej.

T³umienie (macierz t³umienia) w zagadnieniach dynamiki
przyjmowane jest najczêœciej jako t³umienie modalne (ma-
sowo-sztywnoœciowe, proporcjonalne, Rayleigha). T³umie-
nie masowe jest proporcjonalne do pêdu masy, natomiast
sztywnoœciowe jest proporcjonalne do prêdkoœci reakcji
sprê¿ystej. Oznacza to, ¿e macierz t³umienia C konstruowa-
na jest jako pewna proporcja macierzy mas M i macierzy
sztywnoœci K, zgodnie ze wzorem:

C M K� �	 � , (5)

w którym: 	, � – wspó³czynniki proporcjonalnoœci t³umie-
nia zewnêtrznego i wewnêtrznego wyznaczane na podsta-
wie udzia³u poszczególnych postaci i czêstotliwoœci drgañ
w³asnych oraz liczby t³umienia. W analizowanym obiekcie
wspó³czynniki proporcjonalnoœci oszacowano zgodnie
z wymaganiami systemu z zale¿noœci [30]:

	
� 


�
� � �

�

4
1 2

1 2

f f

f f
, (6)

�
�



�

�( )f f
1 2

, (7)

w których:

� – liczba t³umienia (procent t³umienia kryty-
cznego),

f
1
, f

2
– czêstotliwoœci drgañ w³asnych.

Wartoœæ t³umienia jest inna dla ka¿dej czêstotliwoœci w³as-
nej. W zwi¹zku z tym, w praktyce t³umienie dobierane jest
w odniesieniu do przedzia³u interesuj¹cych (dominuj¹cych)
drgañ w³asnych, co skutkuje zani¿eniem liczby t³umienia
w analizowanym zakresie czêstoœci i zawy¿eniem poza tym
zakresem. W wiêkszoœci programów MES parametry 	 i �
s¹ dobierane (proponowane) automatycznie, co zwalnia

where:

�t – integration step,

t k t� � � – points in time for which equilibrium of
the system is sought,

	 
, – stability and accuracy parameters,

u t k t( )� � � – displacement, velocity and acceleration
at the point in time concerned.

Modal damping (mass- and stiffness-proportional damp-
ing, a.k.a. Rayleigh damping) is the type of damping
(damping matrix) typically applied in dynamic analyses.
The mass damping is proportional to the momentum of
mass and the stiffness-proportional damping is propor-
tional to the rate of elastic response. This means that the
damping matrix C is made by combining the mass matrix
M and the stiffness matrix K at specific proportions ac-
cording to the following formula:

C M K� �	 � , (5)

where: 	, � – coefficients of proportionality of internal
and external damping calculated according to the percent-
ages of the respective free vibration mode shapes and fre-
quencies and the damping ratio value. In the subject
analysis the coefficients of proportionality were esti-
mated according to the system requirements using the fol-
lowing relationships [30]:

	
� 


�
� � �

�

4
1 2

1 2

f f

f f
, (6)

�
�



�

�( )f f
1 2

, (7)

where:

� – damping ratio (coefficient of critical damp-
ing),

f
1
, f

2
– natural frequencies.

For different natural frequencies different damping ratios
are obtained. Hence, in practical engineering, damping is
determined for a chosen range of natural frequencies (pre-
vailing ones) resulting in underrated values of damping
ratio in the analysed frequency range and overrated values
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u¿ytkownika z koniecznoœci ka¿dorazowej dog³êbnej anali-
zy zagadnienia. Mo¿na je oszacowaæ tylko z pewnym przy-
bli¿eniem na podstawie zale¿noœci przedstawionych w nor-
mach lub skorzystaæ z wyników badañ wykonanych na
obiektach o podobnej konstrukcji opisywanych w literatu-
rze. Na etapie projektowania konstrukcji nie jest mo¿liwe
dok³adne okreœlenie parametrów t³umienia, natomiast
w przypadku konstrukcji istniej¹cych wymaga to kosztow-
nych badañ.

4. PODSTAWY FORMALNE ANALIZ
DYNAMICZNYCH OBIEKTÓW
KOLEJOWYCH

W nieaktualnych polskich normach [8 - 9] dynamiczny cha-
rakter obci¹¿enia kolejowego uwzglêdniano w analizach
quasi-statycznych, poprzez zwiêkszenie obci¹¿enia statycz-
nego mno¿onego przez wspó³czynnik dynamiczny � (nie
uwzglêdnia rezonansu). Normy [1 - 2] prezentuj¹ odmienne
jakoœciowo podejœcie do zagadnieñ dynamicznych obiek-
tów kolejowych, których zakres znacznie rozbudowano
w porównaniu do wczeœniejszych przepisów [8 - 9], [21],
[31]. W PN-EN zamieszczono diagram okreœlaj¹cy czy wy-
magana jest zaawansowana analiza dynamiczna (analiza
czasowa). Algorytm ma zastosowanie do typowych, nie-
skomplikowanych obiektów mostowych obci¹¿onych
poci¹gami poruszaj¹cymi siê z prêdkoœciami do 200 km/h.
Przy prêdkoœciach v > 200 km/h analiza taka jest obo-
wi¹zkowa. Wymaga rozwi¹zania zagadnienia w³asnego –
wyznaczenia podstawowych cech (parametrów) dynamicz-
nych konstrukcji, tj. czêstotliwoœci f i postaci drgañ
w³asnych. W obliczeniach dynamicznej odpowiedzi uk³adu
na obci¹¿enia wymuszaj¹ce uwzglêdniana jest interakcja
drgaj¹cego uk³adu i obci¹¿enia [15 - 16], [19], [27 - 28],
przy czym norma dopuszcza pewne uproszczenia w tym
zakresie. Obci¹¿enie poci¹giem traktowane jest jako bezi-
nercyjne, natomiast interakcjê uk³adu MPT oszacowuje siê
w sposób poœredni za pomoc¹ korekty parametrów t³umie-
nia. Uproszczone uwzglêdnianie tych zjawisk prowadzi do
przeszacowania wartoœci przyspieszeñ w modelu nume-
rycznym w stosunku do obiektu rzeczywistego [1], [13],
a wiêc jest korzystne dla bezpieczeñstwa. Z uwagi na „pro-
jektowy” charakter zaleceñ zawartych w Eurokodach, bez-
piecznego oszacowania wspomnianych efektów dokonuje
siê, poprzez zwiêkszenie (nadwy¿kê) wartoœci t³umienia ��
dodawan¹ do dolnej granicy wartoœci t³umienia zgodnie
z zale¿noœci¹:

� � �
TOTAL

� � � , (8)

beyond this range. Most finite element programs have de-
fault values of 	 and � eliminating the need of an in-depth
analysis of the problem. Otherwise, these values can be
estimated with some approximation using the relation-
ships provided in the relevant standards or on the basis of
published experimental data obtained for structures of
similar design. Accurate determination of the damping
parameters, while impracticable at the design stage, for
existing structures would require expensive research.

4. FORMAL BASIS OF DYNAMIC
ANALYSES OF RAILWAY BRIDGES

In the quasi-static analyses defined by the withdrawn Pol-
ish Standards [8 - 9] the dynamic effects of rolling stock
load was accounted for by applying dynamic factor �
(ignoring resonance effects) to the calculated static load.
The dynamic behaviour of railway bridges is much more
considered in the current European Standards [1 - 2]
as compared to the previously binding codes [8 - 9],
[21], [31]. The European Standard provides a flow chart
for determining whether a complete dynamic
(time-history) analysis is required. This algorithm ap-
plies to typical, simple structures with train speeds up to
200 km/h. Such analyses are obligatory for maximum
train speeds exceeding 200 km/h. These cases require
solving of an eigenvalue problem i.e. determining the
primary dynamic features (parameters) of the structure:
natural frequencies f and mode shapes of free vibration.
The dynamic response of the system to the excitation
force is calculated with taking into account the interac-
tion between the vibrating system and the load [15 - 16],
[19], [27 - 28] with some simplifications being allowed
for by the standard. It disregards the inertia effect of
loading by train and the train/track/bridge dynamic in-
teraction is estimated indirectly by adjusting the values
of the damping parameters. Simplified approach to these
phenomena leads to some overrating the acceleration
values in the numerical model in relation to the actual
structure [1], [13] which is good from the point of view
of safety. Due to “design” nature of the Eurocode recom-
mendations the above-mentioned effects can be safely
estimated by using the additional damping value ��
added to the lower limit of the coefficient of critical
damping according to the following equation:

� � �
TOTAL

� � � , (8)
where:

� – lower limit of the coefficient of critical damp-
ing [%],
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w którym:

� – dolna granica procentu t³umienia krytycznego
[%],

�� – nadwy¿ka t³umienia uwzglêdniaj¹ca wspó³-
dzia³anie poci¹gu i konstrukcji w funkcji L, dla
rozpiêtoœci L < 30 m.

Nadwy¿kê t³umienia �� mo¿na odczytaæ, z zawartego
w [1] nomogramu (Rys. 4) lub wyznaczyæ ze wzoru ana-
litycznego:

�� �
�

� � �

0,0187 0,00064

1 0,0441 0,0044 0,000255

L L

L L L

2

2 3
, [%]. (9)

�� – additional damping to account for the
train-bridge interaction in relation to the span
length L for the span lengths greater than 30 m.

The additional damping �� may be figured out from the
nomograph provided in [1] (Fig. 4) or calculated with the
following formula:

�� �
�

� � �

0.0187 0.00064

0.0441 0.0044 0.000255

L L

L L L

2

2 31
, [%]. (9)

As it can be seen in the graph (Fig. 4) the peak of the
damping ratio coincides with span length of ca. 15.0 m.
Most of the composite railway bridges located in Poland
on the CMK “high-speed” line have span lengths in the
range 20.0-30.0 m. This results in relative small damping
values with the additional damping value not exceeding
0.3% and ca. 0.8% total damping value.

5. MODAL ANALYSIS - FREE VIBRATION

5.1. OBJECTIVE AND SCOPE OF
COMPARATIVE CALCULATIONS

Free vibration comparative calculations were carried out
to determine the effect of the model accuracy class on
the obtained results. The objective was to find the accu-
racy level required to determine the main, physically
possible free vibration mode shapes for these structures,
taking into account the excitation load conditions
(HSML according to the European Standard).
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Fig. 4. Graph of additional damping �� [%]

as a function of span length L [m]

according to PN-EN [1]

Rys. 4. Wykres t³umienia dodatkowego �� [%]

jako funkcji d³ugoœci przês³a L [m]

wed³ug PN-EN [1]
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Jak widaæ na wykresie (Rys. 4), maksymalna liczba t³umie-
nia dotyczy rozpiêtoœci przês³a oscyluj¹cej wokó³ wartoœci
15,0 m. W wiêkszoœci mostów kolejowych o konstrukcji
zespolonej wybudowanych w Polsce, w ci¹gu linii „du¿ych
prêdkoœci” (CMK), rozpiêtoœci dochodz¹ do 20,0÷30,0 m.
Powoduje to, ¿e w konstrukcjach tych t³umienie jest sto-
sunkowo niewielkie – liczba t³umienia dodatkowego nie
przekracza 0,3 %, a ca³kowitego oko³o 0,8 %.

5. ANALIZA MODALNA - DRGANIA
W£ASNE

5.1. CEL I ZAKRES OBLICZEÑ
PORÓWNAWCZYCH

Obliczenia porównawcze drgañ w³asnych przeprowadzono
w celu okreœlenia wp³ywu klasy modelu numerycznego
analizowanego mostu na otrzymywane wyniki. Starano siê
odpowiedzieæ na pytanie jaki poziom dok³adnoœci modelu
numerycznego jest konieczny do okreœlenia podstawo-
wych, fizycznie mo¿liwych form drgañ w³asnych tego typu
obiektów, bior¹c pod uwagê strukturê obci¹¿enia wymu-
szaj¹cego (modele poci¹gów du¿ych prêdkoœci HSLM
wed³ug PN-EN).



5.2. MODELE OBLICZENIOWE

Na potrzeby identyfikacji drgañ w³asnych konstrukcji wy-
konano, w trzech systemach komputerowych, piêæ modeli
numerycznych, o zró¿nicowanym stopniu dyskretyzacji.
Charakterystykê odwzorowañ numerycznych przedstawio-
no w Tabl. 1. Wizualizacje wykonanych modeli oblicze-
niowych przedstawiono na Rys. 5 - 9. W przyjêtych ozna-
czeniach litera „e” oznacza typ elementu skoñczonego (e1 –
belkowy lub prêtowy, e 2 – element pow³okowy, e 3 –
bry³owy) natomiast „p” wymiar przestrzeni, w której anali-
zowano zagadnienie (p1 – jednowymiarowa, p2 – dwuwy-
miarowa, p³aska, p3 – uk³ad trójwymiarowy).

5.2. COMPUTATIONAL MODELS

The total of five numerical models with different level of
discretization were developed for identification of free vi-
brations of the analysed structure. The modelling details
are presented in Table 1. Moreover, the models are dis-
played in Figs. 5 - 9. In the adopted notation system “e”
denotes the type of finite element (e1 – beam or bar, e 2 –
shell, e 3 – solid) and “p” denotes the finite element space
(p1 – one-dimensional, p2 – two-dimensional, flat and p3 –
three-dimensional).
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Table 1. Characteristics of analysed numerical model
Tablica 1. Charakterystyka analizowanych modeli numerycznych

Fig. 5. Model 1 - single beam of class e1, p2 (Robot Millennium)

Rys. 5. Model 1 - jednobelkowy klasy e1, p2 (Robot Millennium)
Fig. 6. Model 2 - single beam of class e1, p3 (SOFiSTiK)

Rys. 6. Model 2 - jednobelkowy klasy e1, p3 (SOFiSTiK)

Model 1 Model 2 Model 3 Model 4 Model 5

Computation system
System obliczeniowy

Robot Millennium SOFiSTiK Robot Millennium Robot Millennium ABAQUS

Model class
Klasa modelu

e1, p 2 e1, p 3 e1, p 3 e1+e2, p 3 e1+e2, p 3

Model design
Typ modelu

single-beam, 2D
jednobelkowy

p³aski

single-beam, 3D
jednobelkowy
przestrzenny

3D frame
rama przestrzenna

3D shell and beam
pow³okowo-belkowy

przestrzenny

3D shell and beam
pow³okowo-belkowy

przestrzenny

Finite element type
Typ elementu
skoñczonego

Euler-Bernoulli beam
prêt Bernoulliego

Timoshenko beam
belka Timoszenki

Euler-Bernoulli beam
prêt Bernoulliego

3-node trilateral and
4-node quadrilateral
elementy trójk¹tne

3-wêz³owe
i czworok¹tne

4-wêz³owe

linear and quadratic
approximation

elements
elementy skoñczone

o aproksymacji
liniowej

i kwadratowej

Box section modelled
Modelowanie przekroju
skrzynkowego

as bars
jako prêty

as bars
jako prêty

as bars separated
from the section

jako prêtywydzielone
z przekroju

shell elements
elementami

pow³okowymi

shell elements
elementami

pow³okowymi

V and X braces modelled
Modelowanie stê¿eñ
V i X

not available
brak

not available
brak

bar elements
elementy prêtowe

bar elements
elementy prêtowe

bar elements
elementy prêtowe



5.3. WYNIKI OBLICZEÑ DRGAÑ
W£ASNYCH

Czêstotliwoœci i postacie drgañ w³asnych s¹ cechami dyna-
micznymi kolejowych konstrukcji mostowych stano-
wi¹cymi podstawê dok³adniejszych analiz dynamicznych w
œwietle aktualnych przepisów [1 - 2], [5 - 6]. Umo¿liwiaj¹
okreœlenie podatnoœci konstrukcji na wybrane formy defor-
macji (giêtne pionowe, giêtne poziome, skrêtne, giêtno-
skrêtne). W przeprowadzonych symulacjach zbadano czy
istotne jest równie¿ okreœlenie wy¿szych czêstotliwoœci
drgañ, które dotycz¹ zwykle pracy poszczególnych elemen-
tów sk³adowych ustrojów noœnych, takich jak: p³yta pomo-
stu, blachy œrodników lub pasów, stê¿eñ itd., z punktu wi-
dzenia mo¿liwoœci generowania drgañ konstrukcji mosto-
wej przez poci¹gi poruszaj¹ce siê z du¿ymi prêdkoœciami.
W zwi¹zku z tym, nie bez znaczenia jest stopieñ dyskrety-
zacji struktur umo¿liwiaj¹cy obliczenia dynamicznej odpo-
wiedzi uk³adu z akceptowaln¹ technicznie dok³adnoœci¹
i jednoczesnym ograniczeniem rozmiaru zadania numery-
cznego. Z tego powodu rozbudowane modele pow³okowe
stosuje siê zwykle jako odwzorowania referencyjne, umo¿-
liwiaj¹ce oszacowanie podstawowych czêstotliwoœci drgañ
w³asnych i kalibracjê modeli uproszczonych stosowanych
do analiz metodami bezpoœredniego ca³kowania równañ ru-
chu lub superpozycji modalnej [13].

Wizualizacje podstawowych form drgañ w³asnych i odpo-
wiadaj¹ce im czêstotliwoœci f ró¿nych modeli obliczonych
w kilku systemach komputerowych przedstawiono na
Rys. 10 - 14. Zestawienie porównawcze czêstotliwoœci za-
mieszczono w Tabl. 2.

5.3. RESULTS OF FREE VIBRATION
CALCULATIONS

The natural frequencies and mode shapes are the dynamic
characteristics of railway bridges which, in accordance
with the current regulations [1 - 2], [5 - 6], are used as in-
puts for more detailed dynamic analyses. Using these pa-
rameters it is possible to determine the sensitivity of the
structure to certain deformation modes (vertical bending,
horizontal bending, torsional, combined bending and tor-
sional). Under this research simulations were carried out to
verify the relevance of higher frequencies which generally
concern the behaviour of the respective components of the
deck i.e. the slab, web plates, flange plates, braces, etc.
from the point of view of bridge structure vibrations gener-
ated by high-speed rail traffic. Thus an appropriate level of
discretization must be found, which ensures satisfactory
accuracy level of the calculated dynamic response of the
system without undesired increase of the computation bur-
den. For this reason, extensive shell models are generally
used as reference representations used for estimating the
fundamental natural frequencies and calibrating simplified
models used in direct integration of equations of motion or
modal superposition techniques [13].
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Fig. 7. Model 3 - three-dimensional frame of class e1, p3

(Robot Millennium)

Rys. 7. Model 3 - rama przestrzenna klasy e1, p3

(Robot Millennium)

Fig. 9. Model 5 - beam-shell model of class e1+e2, p3 (ABAQUS)

Rys. 9. Model 5 - pow³okowo-belkowy klasy e1+e2, p3 (ABAQUS)

Fig. 8. Model 4 - beam-shell model of class e1, p3

(Robot Millennium)

Rys. 8. Model 4 - pow³okowo-belkowy klasy e1, p3

(Robot Millennium)



Figures 10 - 14 present the main natural mode shapes and
their corresponding frequencies f calculated for different
models generated by several computer systems. The fre-
quencies are compared in Table 2.
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a)

b)

Fig. 10. Chosen natural frequencies and modes of vibration of the load carrying structure Model 1 of class e1, p1 (Robot Millennium):

a) f
1

= 5.16 Hz (vertical bending, single half-sine wave), b) f
2

= 20.66 Hz vertical bending, two half-sine wave (complete sine wave),

c) f
4

= 46.47 Hz (vertical bending, three half-sine wave)

Rys. 10. Wybrane czêstotliwoœci i postacie drgañ w³asnych ustroju noœnego Model 1 klasy e1, p1 (Robot Millennium): a) f
1

= 5,16 Hz

(giêtna pionowa, fala pojedyncza), b) f
2

= 20,66 Hz (giêtna pionowa, fala podwójna), c) f
4

= 46,47 Hz (giêtna pionowa, fala potrójna)

c)

Fig. 11. Chosen natural frequencies and modes of vibration of the load carrying structure Model 2 of class e1, p3 (SOFiSTiK):

a) f
1

= 4.54 Hz (vertical bending), b) f
2

= 15.40 Hz (vertical bending), c) f
3

= 15.75 Hz (horizontal bending), d) f
5

= 26.53 Hz (first torsional)

Rys. 11. Wybrane czêstotliwoœci i postacie drgañ w³asnych ustroju noœnego Model 2 klasy e1, p3 (SOFiSTiK): a) f
1

= 4,54 Hz (giêtna

pionowa), b) f
2

= 15,40 Hz (giêtna pionowa), c) f
3

= 15,75 Hz (giêtna pozioma), d) f
5

= 26,53 Hz (pierwsza skrêtna)

a) b)

c)
d)
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Fig. 12. Chosen natural frequencies and modes of vibration of

the load carrying structure Model 3 of class e1, p3 (Robot Millennium):

a) f
1

= 4.41 Hz (vertical bending), b) f
2

= 7.40 Hz (horizontal bending),

c) f
3

= 14.85 Hz (vertical bending)

Rys. 12. Wybrane czêstotliwoœci i postacie drgañ w³asnych ustroju

noœnego Model 3 klasy e1, p3 (Robot Millennium): a) f
1

= 4,41 Hz

(giêtna pionowa), b) f
2

= 7,40 Hz (giêtna pozioma), c) f
3

= 14,85 Hz

(giêtna pionowa)

a) b)

c)

Fig. 13. Chosen natural frequencies and modes of vibration of the load carrying

structure Model 4 of class e1+e2, p3 (Robot Millennium): a) f
1

= 4.79 Hz (vertical

bending), b) f
2

= 7.90 Hz (horizontal combined bending and torsional),

c) f
4

= 17.78 Hz (vertical bending)

Rys. 13. Wybrane czêstotliwoœci i postacie drgañ w³asnych ustroju noœnego

Model 4 klasy e1+e2, p3 (Robot Millennium): a) f
1

= 4,79 Hz (giêtna pionowa),

b) f
2

= 7,90 Hz (giêtno-skrêtna pozioma), c) f
4

= 17,78 Hz (giêtna pionowa)

a)

b)

c)

Fig. 14. Chosen natural frequencies and modes of vibration of the load carrying

structure Model 5 of class e1+e2, p3 (ABAQUS): a) f
1

= 4.40 Hz (vertical bending),

b) f
2

= 6.56 Hz (horizontal combined bending and torsional),

c) f
4

= 13.15 Hz (vertical bending)

Rys. 14. Wybrane czêstotliwoœci i postacie drgañ w³asnych ustroju noœnego

Model 5 klasy e1+e2, p3 (ABAQUS): a) f
1

= 4,40 Hz (giêtna pionowa),

b) f
2

= 6,56 Hz (giêtno-skrêtna pozioma), c) f
4

= 13,15 Hz (giêtna pionowa)

a)

c)

b)
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W Tabl. 3 przedstawiono wyniki obliczeñ czêstotliwoœci
drgañ w³asnych modelu belkowo-pow³okowego (Model 5)
przeprowadzone w systemie ABAQUS, w dwóch warian-
tach aproksymacji, tj. liniowej i kwadratowej, z zastosowa-
niem siatki elementów o ró¿nym zagêszczeniu. Z zestawie-
nie wynika, ¿e gêstoœæ siatki wp³ywa nieznaczenie na
rozwi¹zanie. Im gêstsza siatka lub wy¿szy stopieñ aproksy-
macji tym struktura numeryczna jest mniej przesztywniona
i czêstotliwoœæ minimalnie ni¿sza.

5.4. OCENA WYNIKÓW OBLICZEÑ DRGAÑ
W£ASNYCH W KONTEKŒCIE ZALECEÑ
NORMOWYCH

Wartoœci uzyskane z najprostszego modelu belkowego,
w przestrzeni dwuwymiarowej (klasye1 , p2 ), wykonanego
w systemie Robot Millennium, w przypadku wy¿szych
czêstotliwoœci odbiegaj¹ znacznie od wyników uzyska-
nych w innych modelach. Odwzorowania tej klasy pozwa-
laj¹ jedynie oszacowaæ podstawowe pionowe formy drgañ
w³asnych przy niskich czêstotliwoœciach. Nie umo¿liwiaj¹
uzyskania informacji o drganiach skrêtnych, w zwi¹zku
z czym s¹ nieprzydane w okreœlaniu wra¿liwoœci konstruk-
cji na skrêtne formy deformacji wymaganej przez [1]. Po-
stacie drgañ w³asnych silnie zale¿¹ od warunków brzego-
wych, które w przyjêtym modelu odwzorowano w sposób

Table 3 presents the calculated natural frequencies of
beam and shell model (Model 5) carried out with
ABAQUS system using two approximation variants: lin-
ear and quadratic and different grid refinements levels.
As it can be seen, the grid density has little effect on the
results. Increasing the grid density or the degree of ap-
proximation makes the numerical structure excessively
stiff and slightly reduces the frequency.

5.4 ANALYSIS OF FREE VIBRATION
CALCULATION RESULTS AGAINST THE
EUROPEAN STANDARD REQUIREMENTS

The values obtained with the most basic beam model in
2D space (class e1 , p2 ) made in Robot Millennium for
higher frequencies differ markedly from the values ob-
tained with other models. Therefore, application of rep-
resentations of this class is limited to estimating the main
vertical mode shapes of low frequency natural vibra-
tions. They are not capable of determining the sensitivity
of structure to torsional deformation, as required by [1].
The natural vibration mode shapes depend heavily on the
boundary conditions, which are represented in the model
in a simplified way in that the model does not provide ac-
curate representation of the bearing system of the actual
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Table 3. Selected natural frequencies obtained in multi-level discretization with Model 5
Tablica 3. Wybrane czêstotliwoœci drgañ w³asnych uzyskane z wielopoziomowej dyskretyzacji wykonane
w ramach Modelu 5

Linear approximation
Aproksymacja liniowa

Quadratic approximation
Aproksymacja kwadratowa

Grid size / Podzia³
coarse

zgrubny
moderate

œredni
fine

dok³adny
coarse

zgrubny
moderate

œredni
fine

dok³adny

Finite element size / Wymiar elementu [m] 0.30 0.15 0.075 0.30 0.15 0.075

Unknown / Niewiadome 33852 106272 404598 95484 305004 867192

No.
Lp.

f [Hz]

1 4.3978 4.3992 4.399 4.4043 4.4069 4.4015

2 6.3256 6.2594 6.1286 6.5776 6.5587 6.3289

3 12.013 11.933 11.880 12.273 12.248 12.067

4 12.927 12.851 12.703 13.137 13.156 12.930

5 14.039 13.976 13.887 14.304 14.303 14.041

6 18.136 18.082 18.064 18.315 18.343 18.183

7 20.593 20.367 20.251 21.367 21.291 20.762

8 21.682 21.554 21.509 21.965 22.096 21.745



uproszczony – niewystarczaj¹co dok³adnie odzwierciedlo-
no uk³ad ³o¿yskowania realnej konstrukcji, który zapewnia
m.in. blokadê k¹ta skrêcenia przekrojów podporowych.
Powodem rozbie¿noœci s¹ równie¿ ograniczenie rozwi¹za-
nia do p³aszczyzny pionowej i zastosowanie zbyt niskiej
klasy elementów skoñczonych – model prêta Bernoulie-
go-Eulera oraz trudnoœci w precyzyjnym odzwierciedleniu
sztywnoœci przekroju stalowo-betonowego (sprowadzone
charakterystyki geometryczne przekrojów).

Na podstawie przeprowadzonych symulacji mo¿na stwier-
dziæ, ¿e w przypadku modelu belkowego w przestrzeni
trójwymiarowej (e1 , p3 ) zbudowanego w systemie SOFi-
STiK, zaobserwowano zadawalaj¹c¹ zbie¿noœæ wyników
w stosunku do najbardziej rozbudowanego pow³okowo-
belkowego odwzorowania referencyjnego (Model 5) wy-
konanego w systemie ABAQUS . Zastosowanie elementu
skoñczonego w postaci belki Timoshenki umo¿liwi³o uzy-
skanie poprawnych wyników w stosunkowo prostym mo-
delu numerycznym (Model 2). W przypadku belki Timo-
szenki k¹t deformacji elementu nie odpowiada k¹towi
czystego zginania jak w belce Bernouliego-Eulera. U¿yty
element wzbogacony jest o wp³yw odkszta³cenia postacio-
wego (uwzglêdnia wp³yw œcinania) oraz korektê z uwagi
na skrêcanie skrêpowane. Na wartoœci drgañ skrêtnych
znaczny wp³yw mia³o pominiêcie zdegradowanych (usz-
kodzonych) gzymsów realnej konstrukcji.

Z³o¿one postacie drgañ poszczególnych elementów kon-
strukcyjnych uwidaczniaj¹ siê w odwzorowaniach klasy
e1 +e 2 , p3 , a pojawiaj¹ siê dopiero przy czêstotliwoœciach
przekraczaj¹cych f = 21 ÷ 24 Hz (drgania œrodników).
Z uwagi na strukturê obci¹¿enia kolejowego zakres drgañ
konstrukcji istotny przy sprawdzaniu dopuszczalnych war-
toœci przyspieszeñ pionowych przêse³ a z dotyczy czêstotli-
woœci nie przekraczaj¹cej f

max
= 20 Hz [6], [32]. Stosunek

najni¿szej czêstotliwoœci drgañ skrêtnych mostu (czysta
forma skrêtna bez zginania) do pierwszej czêstotliwoœæ
drgañ giêtnych pionowych uzyskanej w Modelu 5
(ABAQUS) wynosi n

T
= min f

2
= 12,25 Hz / n

0
= f

1
=

4,40 Hz = 2,78 > 1,2. W œwietle PN-EN [1] analizowana
konstrukcja jest wiec niewra¿liwa na drgania skrêtne.
Wszystkie otrzymane wartoœci czêstotliwoœci drgañ skrêt-
nych z ró¿nych modeli spe³niaj¹ powy¿szy warunek nor-
mowy. Czyste formy skrêtne drgañ (bez zginania) wystê-
puj¹ w modelach z u¿yciem belkowych elementów
skoñczonych przy czêstotliwoœciach 19,83 Hz (rama prze-
strzenna – Model 3) i 26,53 Hz (belka Timoshenki w prze-
strzeni trójwymiarowej – Model 2). W modelach naj-
dok³adniejszych belkowo-pow³okowych (klasy e1 +e 2 , p3 )
te postacie drgañ pojawiaj¹ siê przy ni¿szych czêstotliwo-
œciach o zbli¿onych wartoœciach – 13,63 Hz w Modelu 4

structure, which defines the maximum angle of torsion at

support sections. Another reason of the above-mentioned

difference is limiting of the solution to the vertical plane

and too low finite elements class (Euler-Bernoulli beam

model) and problems with accurate representation of the

stiffness of composite steel-concrete section (corrected

geometrical parameters of sections).

The performed simulations allow us to state that there is

sufficient degree of fit between the results obtained with a

beam model in 3D space (e1 , p3 ) made in SOFiSTiK sys-

tem and the results obtained with the most sophisticated,

shell and been reference representation (Model 5) made

in ABAQUS system. With Timoshenko beam finite ele-

ment correct results were obtained with a relatively sim-

ple numerical model (Model 2). In the case of the

Timoshenko beam the deformation angle of element is

not equivalent to pure bending angle as in the case of Eu-

ler-Bernoulli beam. The element is expaned with the ef-

fect of shape deformation (includes the effect of shearing)

and correction to account for torsional restraint. The val-

ues of torsional vibration were considerably affected by

ignoring the deteriorated (damaged) fascia panels of the

actual structure.

The composite vibration modes of the respective compo-

nents can be seen in e1 +e 2 , p3 representations and appear

at frequencies higher than f = 21 - 24 Hz (web vibra-

tions). Taking into account the structure of the traffic load,

the limit of structure vibration relevant for verifying the

maximum allowable vertical acceleration of spans az is

defined by the maximum frequency value of f
max

= 20 Hz

[6], [32]. The ratio of the lowest frequency of torsional vi-

bration (pure torsion without bending) to the first fre-

quency of vertical bending obtained with Model 5

(ABAQUS) is n
T

= min f
2

= 12.25 Hz / n
0

= f
1

= 4.40 Hz

= 2.78 > 1.2. As such, the structure is insensitive to tor-

sional vibration, according to [1]. The above requirement

of the standard is fulfilled by all the torsional vibration

frequencies obtained with the models used in this re-

search. Pure torsional mode shapes (without bending) oc-

cur in beam finite element models at two frequencies:

19.83 Hz (spatial frame – Model 3) and 26.53 Hz

(Timoshenko beam system in 3D space – Model 2). In the

most accurate, beam and shell models (classes e1 +e 2 , p3 )

these mode shapes appear at lower frequencies, which are

quite similar in the two models, namely 13.63 Hz in

Model 4 (Robot Millennium) and 12.25 Hz in Model 5

(Abaqus), the latter being the most accurate model of all.

This is due to taking into consideration the stiffness of
braces and spatial character of the structure. The minimum
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(Robot Millennium) oraz 12,25 Hz w najdok³adniejszym
Modelu 5 (Abaqus). Wynika to z uwzglêdnienia w odwzo-
rowaniach tej klasy sztywnoœci stê¿eñ (skratowañ) oraz
przestrzennego charakteru konstrukcji. Minimalna czêsto-
tliwoœæ drgañ bocznych (giêtnych poziomych), z ró¿nych
modeli numerycznych, przekracza 1,2 Hz, a wiêc spe³nia
warunki normowe, tj. f

h
= 7,40 Hz > f

h0
= 1,2 Hz.

6. ANALIZA CZASOWA – ODPOWIED�
DYNAMICZNA UK£ADU

6.1. ZA£O¯ENIA I ZAKRES ANALIZY
CZASOWEJ

W celu wyznaczenia charakterystyk dynamicznych kon-
strukcji – czêstotliwoœci i postaci drgañ w³asnych, roz-
wi¹zano problem w³asny wykorzystuj¹c piêæ modeli obli-
czeniowych konstrukcji o ró¿nym stopniu dyskretyzacji.
Analizê czasow¹ przeprowadzono na modelach belkowych
z uwzglêdnieniem mas niekonstrukcyjnych. Zgodnie z
PN-EN [1] pominiêto dok³adne [15 - 16], [19], [27 - 28]
okreœlenie efektu wspó³dzia³ania mas pojazdu, resorowania
z konstrukcj¹ najazdow¹ i konstrukcj¹ przês³a. Efekt ten
uwzglêdniono w sposób uproszczony, w przypadku kon-
strukcji o rozpiêtoœci przêse³ L < 30,0 m, poprzez naddatek
zwiêkszaj¹cy wartoœæ t³umienia �� dodawany do dolnej
wartoœci t³umienia konstrukcyjnego � = 0,5% wed³ug [1].
Zastosowano model t³umienia proporcjonalnego, masowo-
sztywnoœciowego (Reylaigha) [30]. Przyjêto przedzia³
(krok) czasowy �t = 0,01 s.

Wykonane obliczenia mia³y na celu okreœlenie czy kon-
strukcja spe³nia warunki stanów granicznych noœnoœci
(SGN) i u¿ytkowalnoœci (SGU). W odniesieniu do SGN
sprawdzano czy wartoœci si³ wewnêtrznych wywo³anych
oddzia³ywaniami dynamicznymi nie przekraczaj¹ odpo-
wiadaj¹cych wartoœci od modelu obci¹¿enia statycznego
z okresu projektowania. W przypadku SGU okreœlano czy
maksymalne ugiêcia pionowe przês³a u z oraz maksymalne
przyspieszenia pionowe przês³a a z nie przekraczaj¹ warto-
œci uznanych w przepisach za dopuszczalne [1 - 7], [10].

6.2. MODEL OBLICZENIOWY I OBCI¥¯ENIA
KONSTRUKCJI

W obliczeniach dynamicznych wykorzystano model belko-
wy (Rys. 15 i 16) w uk³adzie przestrzennym (e1 , p3 ). Zasto-
sowano element skoñczony typu Timoshenko wzbogacony
o efekt œcinania. Klasê modelu obliczeniowego przyjêto
z uwagi na ograniczenie rozrostu zadania numerycznego.

frequency of lateral (horizontal bending) vibration ob-
tained with different models always exceeds 1.2 Hz, this
meeting the standard requirement of f

h
= 7.40 Hz > f

h0
=

1.2 Hz.

6. TIME-HISTORY ANALYSIS – DYNAMIC
RESPONSE OF THE SYSTEM

6.1. ASSUMPTIONS AND SCOPE

The dynamic response characteristics of the structure,

namely free vibration frequency and mode shapes were

determined by solving an eigenvalue problem using five

computational models of the structure of different level of

discretization. Beam systems were used in the time-history

analysis, taking into account non-structural masses. De-

tailed determination of the effect of sprung mass interac-

tion with the approach slab and with the bridge spans was

omitted [15 - 16], [19], [27 - 28] as allowed by the Euro-

pean Standard [1]. This effect was taken into account in

a simplified manner for bridge spans of L < 30.0 m by in-

creasing the lover structural damping value � = 0.5% with

additional damping value �� according to [1]. Mass- and

stiffness-proportional (Reylaigh) damping model was

applied [30]. The time step was �t = 0.01 s.

The purpose of the calculations was to analyse the bridge

for both ultimate limit state (ULS) and service limit state

(SLS) conditions. The ULS analysis was carried out by

checking whether the internal forces excited by the dy-

namic actions do not exceed the relevant values from the

static load model applied during initial bridge design

work. The SLS analysis was carried out by checking if the

maximum vertical deflections of the bridge span u z and

the maximum vertical acceleration values a z are within

the code limits [1 - 7], [10].

6.2. COMPUTATIONAL MODEL AND LOADS
ON THE STRUCTURE

The dynamic calculations were carried out on a beam
model (Figs. 15 and 16) set in a 3D space (e1 , p3 ). The
Timoshenko beam finite element was used, modified to
include shearing. Excessive computations were avoided
by choosing appropriate class of computational model.
The level of discretization was taken in the same way for
example in [13], [15 - 16]. The beam systems, modified
to include shearing and shell systems related to enclosed
box girders give satisfactory and consistent results,
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Analogiczny stopieñ dyskretyzacji przyjêto m.in. w pra-
cach [13], [15 - 16]. Modele prêtowe, uwzglêdniaj¹ce œci-
nanie, i pow³okowe, odniesione do zamkniêtych dŸwiga-
rów skrzynkowych, daj¹ zadowalaj¹ce i zbie¿ne wyniki,
wy³¹czaj¹c strefy wystêpowania efektów lokalnych [11].
Wynika to m.in. z ma³ej podatnoœci przekrojów skrzynko-
wych na skrêcanie, która nie generuje z³o¿onych postaci
deformacji przy niskich czêstotliwoœciach.

Konstrukcjê obci¹¿ano strumieniami si³ skupionych, symu-
luj¹cych oddzia³ywania poci¹gów modelowych HSLM-A
(wykorzystano poci¹gi typów A1÷A10 ró¿ni¹ce siê liczb¹
i d³ugoœci¹ wagonów pasa¿erskich, rozstawami osi wózków
jezdnych i naciskami na oœ) zgodnie z [1] i schematem
obci¹¿enia przedstawionym na Rys. 17. Przeprowadzono
obliczenia dla 10 typów pojazdów HSLM, w zakresie prêd-
koœci v = 160 ÷ 360 km/h, ze skokiem prêdkoœci co 10 km/h.
W sumie przeprowadzono 200 symulacji przejazdów
poci¹gów.

except for places subjected to local effects [11]. The fac-
tors responsible for that include low sensitivity of box
sections to torsional deformation thus avoiding complex
deformation modes at low frequencies.

The structure was loaded with series of point loads simu-
lating the action of HSLM-A train model (A1-A10 train
types were used with different coach numbers and
lengths, bogie axle spacing and axle load) according to
[1] and loading case illustrated in Fig. 17. Calculations
were carried out for ten (10) types of HSLM train models
and 160-360 km/h running speeds in 10 km/h increments.
Two hundred (200) moving load simulations were carried
out in total.
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Fig. 15. Design cross-section of the analysed structure

Rys. 15. Przekrój obliczeniowy konstrukcji

Fig. 16. Numerical model class e1, p3

Rys. 16. Model numeryczny konstrukcji klasy e1, p3

Fig. 17. HSLM-A load case

Rys. 17. Schemat obci¹¿enia kolejowego HSLM-A
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6.3. WYNIKI DYNAMICZNEJ ODPOWIEDZI
KONSTRUKCJI

Wybrane wyniki analizy czasowej przedstawiono w formie
wykresów:

• przebiegów czasowych wybranych wielkoœci (prze-
mieszczenia u z , przyspieszenia a z , momenty zgi-
naj¹ce w œrodku przês³a M y max

) – Rys. 18 ÷ 21,

• zale¿noœci badanych wielkoœci od prêdkoœci ruchu
z zakresu v = 160 ÷ 360 km/h i poci¹gów modelo-
wych z grupy HSLM-A (A1÷A10) – Rys. 22 ÷ 24.

6.3 RESULTS OF THE DYNAMIC
RESPONSE SIMULATIONS

The selected results of the time-history analyses are dis-
played as:

• time-history diagrams of certain parameters (displace-
ment u z , acceleration a z , midspan bending moments
M y max

) – Figs. 18 - 21,

• diagrams relating the studied parameters to the
speed of the train in the range v = 160 - 360 km/h
for different HSLM-A train models (A1-A10) –
Figs. 22 - 24.
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Fig. 18. Midspan deflection u

z
as a function of time for

HSLM-A4 train running at 180 km/h

Rys. 18. Zmiany ugiêcia œrodka przês³a u
z

w funkcji czasu

dla przejazdu poci¹gu HSLM-A4 z prêdkoœci¹ 180 km/h
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Fig. 19. Bending moment M
y

as a function of time

for HSLM-A3 train model running at 230 km/h

Rys. 19. Zmiany momentu zginaj¹cego M
y

w funkcji czasu

dla przejazdu poci¹gu HSLM-A3 z prêdkoœci¹ 230 km/h

Fig. 21. Vertical acceleration component at midspan a
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as a

function of time for HSLM-A4 train model running at 360 km/h
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Fig. 23. Deck bending moments M
y max

[kNm] vs. running speed of HSLM–A1-A10 train models v [km/h] (M
stat NC� � – initial "design"

static moment from NC load corrected with dynamic factor)

Rys. 23. Zale¿noœæ momentów zginaj¹cych w ustroju noœnym M
y max

[kNm] od prêdkoœci ruchu v [km/h] poci¹gów modelowych

HSLM–A1÷A10 (M
stat NC� � – projektowy moment statyczny od obci¹¿enia NC uwzglêdniaj¹cy wspó³czynnik dynamiczny)
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Fig. 24. Deck deflection u
z

[mm] vs. running speed of HSLM–A1-A10 train models v [km/h] (u
z stat NC� – initial static deflection in NC

load case)

Rys. 24. Zale¿noœæ ugiêæ ustroju noœnego u
z

[mm] od prêdkoœci ruchu v [km/h] poci¹gów modelowych HSLM–A1÷A10

(u
z stat NC� – ugiêcie statyczne „projektowe” od schematu NC)
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Fig. 22. Deck acceleration a
z

[m/s2] vs. running speed of HSLM–A1-A10 train models v [km/h]

Rys. 22. Zale¿noœæ przyspieszeñ ustroju noœnego a
z

[m/s2] od prêdkoœci ruchu v [km/h] poci¹gów modelowych HSLM–A1÷A10

v [km/h]

45.0

40.0

35.0

30.0

25.0
20.0
15.0
10.0

5.0
0.0

1
6
0

1
7
0

1
8
0

1
9
0

2
0
0

2
1
0

2
2
0

2
3
0

2
4
0

2
5
0

2
6
0

2
7
0

2
8
0

2
9
0

3
0
0

3
1
0

3
2
0

3
3
0

3
4
0

3
5
0

3
6
0

HSLM-A9

a
z dop

HSLM-A7
HSLM-A5

HSLM-A3

HSLM-A1

HSLM-A1

HSLM-A5

HSLM-A9

HSLM-A2

HSLM-A6

HSLM-A10

HSLM-A3

HSLM-A7

a
z dop

HSLM-A4

HSLM-A8

26000
24000
22000
20000
18000
16000
14000
12000
10000
8000
6000
4000
2000

0

1
6
0

1
7
0

1
9
0

1
8
0

2
0
0

2
1
0

2
2
0

2
3
0

2
4
0

2
5
0

2
6
0

2
7
0

2
8
0

2
9
0

3
0
0

3
1
0

3
2
0

3
3
0

3
4
0

3
5
0

3
6
0

HSLM-A9
HSLM-A7

HSLM-A5

HSLM-A3

HSLM-A1

M
� stat- NC

M
� stat- NC

HSLM-A1 HSLM-A2 HSLM-A3

HSLM-A5 HSLM-A6 HSLM-A7

HSLM-A9 HSLM-A10

HSLM-A1 HSLM-A2 HSLM-A3 HSLM-A4

HSLM-A5 HSLM-A6 HSLM-A7 HSLM-A8

HSLM-A9 HSLM-A10 u
z stat- NC

HSLM-A9
HSLM-A7

u
z stat- NC

HSLM-A5

HSLM-A3

HSLM-A1

55.0
50.0
45.0
40.0
35.0
30.0
25.0
20.0
15.0
10.0

5.0
0.0

1
6
0

1
7
0

1
8
0

1
9
0

2
0
0

2
1
0

2
2
0

2
3
0

2
4
0

2
5
0

2
6
0

2
7
0

2
8
0

2
9
0

3
0
0

3
1
0

3
2
0

3
3
0

3
4
0

3
5
0

3
6
0



6.4. OCENA WYNIKÓW ANALIZY
CZASOWEJ POD K¥TEM ZALECEÑ
NORMOWYCH PN-EN

W analizowanym, zgodnie z PN-EN, moœcie, decyduj¹cym
„niespe³nionym” kryterium by³y najczêœciej wartoœci przy-
spieszeñ pionowych konstrukcji a z (Rys. 22). W zasadzie,
ju¿ przy prêdkoœciach ruchu poci¹gów v > 160 km/h
w konstrukcji pojawiaj¹ siê pionowe przyspieszenia
przês³a przekraczaj¹ce „obliczeniow¹” wartoœæ dopusz-
czaln¹ a

z dop
=3,5 m/s 2 , wymagan¹ przepisami [1], [5 - 6],

mimo, i¿ zagro¿enie rozluŸnieniem podsypki wystêpuje
przy przyspieszeniach rzêdu ~7 m/s 2 [13]. Przy prêdko-
œciach ruchu 170 < v < 240 km/h przyspieszenia az s¹ oko³o
2 ÷ 4 krotnie wiêksze od wartoœci dopuszczalnej, natomiast
dla prêdkoœci v > 300 km/h przekraczaj¹ wartoœæ graniczn¹
4 ÷ 12 krotnie. Przy prêdkoœci ruchu poci¹gów modelo-
wych HSLM-A przekraczaj¹cej v = 280 km/h momenty
wywo³ane oddzia³ywaniami dynamicznymi (Rys. 23)
znacznie przekracza³y wartoœæ „projektowych” momen-
tów wywo³anych oddzia³ywaniami statycznymi [29] ze
wspó³czynnikiem dynamicznym � od obci¹¿enia schema-
tem NC (poci¹g normalny ciê¿ki wed³ug normy [8]). Po-
dobnie ugiêcia dynamiczne œrodka przês³a u z by³y wiêksze
od wartoœci projektowej (u

z proj
= 16,3 mm), ale w przypad-

ku prêdkoœci v < 280 km/h spe³nia³y wymogi wszystkich
analizowanych norm (Rys. 24).

Wykonane obliczenia dynamicznej odpowiedzi konstrukcji
wykaza³y, ¿e w ustroju noœnym zwiêkszone efekty dynami-
czne pojawiaj¹ siê w zakresie prêdkoœci v � 170÷240 km/h
(Rys. 22 - 24). Najwiêksze efekty dynamiczne pojawiaj¹ siê
przy prêdkoœciach przekraczaj¹cych v = 280 km/h. Przy
prêdkoœciach v > 340 km/h momenty i ugiêcia „dynamicz-
ne” ponad dwukrotnie przekraczaj¹ „statyczne” wielkoœci
projektowe. Tak znaczne przyrosty analizowanych wielko-
œci fizycznych (przemieszczenia, przyspieszania, momenty
zginaj¹ce) przy prêdkoœciach v > 280 km/h, œwiadcz¹ o wy-
stêpowaniu efektów rezonansowych (w modelu numerycz-
nym). Jest to spowodowane kilkoma czynnikami. Jednym
z nich jest s³abe t³umienie. Wartoœæ t³umienia krytycznego
przyjêta na podstawie zaleceñ PN-EN jest na poziomie
0,7%. Jak œwiadcz¹ wyniki badañ pod próbnym obci¹¿e-
niem dynamicznym, t³umienie rzeczywistych konstrukcji
jest wiêksze. W tym kontekœcie, warto zaznaczyæ, ¿e okre-
œlanie t³umienia w PN-EN stanowi „bezpieczne” oszaco-
wanie dolne. Wynika to z „projektowego” charakteru zale-
ceñ normowych. Przeszacowanie wartoœci t³umienia na
etapie obliczeñ projektowych jest niebezpieczne, gdy¿
mog³oby skutkowaæ niedoszacowaniem przemieszczeñ

6.4. EVALUATION OF THE TIME-HISTORY
ANALYSIS RESULTS AGAINST THE
EUROPEAN STANDARD REQUIREMENTS

The value which in most cases was responsible for not
satisfying the European Standard criteria was the vertical
acceleration a z (Fig. 22). Generally, the design criterion
of a

z dop
=3.5 m/s 2 as given in [1], [5 - 6], is exceeded

when the train speed exceeds 160 km/h although the risk
of ballast loosening occurs at a higher value, namely 7
m/s 2 [13]. In the speed range of 170-240 km/h the values
of vertical acceleration az are ca. 2-4 times greater than
the maximum allowable limit, which increases to 4-12
times for speeds greater than 300 km/h. For the HSLM-A
trains running at speeds greater than v = 280 km/h the mo-
ments resulting from dynamic actions (Fig. 23) consider-
ably exceeded the static design moments [29] increased
by application of the dynamic load factor � for NC load
case (standard heavy train according to [8]). Similarly the
dynamic midspan deflections u z exceed the initial design
value (u

z proj
= 16.3 mm), although for speeds lower than

280 km/h they satisfied the criteria of all the invoked stan-
dards (Fig. 24).

The dynamic response calculations show that dynamic ef-
fects increase at speeds in the range of ca. 170-240 km/h
(cf. Figs. 22-24). The greatest dynamic effects are ob-
served at speeds greater than 280 km/h. When the speed
increases to more than 340 km/h the moments and deflec-
tions related to dynamic action exceed the initial design
“static” values. Such a great increase in value of the ana-
lysed physical parameters (displacements, accelerations,
bending moments) for speeds greater than 280 km/h sug-
gests the influence of resonance effects (in the numerical
model). There are a few factors responsible for that. One
of them is low damping. The critical damping value of
0.7% was adopted according to the European Standard
provisions. The actual damping value is greater which
can be figured out from the results of dynamic load tests
carried out on the structure. In this context it must be
noted that the European Standard define damping value
as the low (conservative) estimate. This is because the
standard requirements are intended to serve as design
guidance. Overrating the damping efficiency at the de-
sign stage is dangerous as it could result in underrating
the displacement and acceleration values of the actual
structure. Besides, in situ determination of the damping
ratio is generally limited to the structure alteration pro-
jects. For new-built structures the only way is to take the
value obtained in field for a structure of a similar design.
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i przyspieszeñ drgaj¹cej, rzeczywistej konstrukcji. Poza
tym, okreœlenie liczby t³umienia „in situ” dotyczy w prakty-
ce tylko obiektów przebudowywanych. W przypadku mo-
stów nowoprojektowanych mo¿na jedynie przyj¹æ t³umie-
nie zbadane na podobnych konstrukcjach.

Kolejnym czynnikiem, który spowodowa³ znaczne prze-
kroczenia wartoœci statycznych mo¿e byæ przyjêty liniowy
model t³umienia. Jak wykazano w pracy [33] przyjêcie nie-
liniowego modelu t³umienia powoduje znaczne zmniejsze-
nie amplitud wielkoœci fizycznych przy du¿ych prêdko-
œciach. Jednak dobór parametrów t³umienia w modelu
nieliniowym wymaga du¿ego doœwiadczenia, popartego
wykonaniem szeregu badañ doœwiadczalnych na realnych
obiektach.

Podstawow¹ przyczyn¹ wystêpowania efektów rezonanso-
wych powy¿ej prêdkoœci 280 km/h jest zarówno przyjêty
model konstrukcji jak i model obci¹¿enia, na co zwrócono
uwagê np. w opracowaniu [13]. Zgodnie z PN-EN w anali-
zie obci¹¿enia modelowano za pomoc¹ strumienia si³ sku-
pionych, a wiêc pominiêto dok³adne okreœlenie wp³ywu
masy i resorowania poci¹gu (efekt ten uwzglêdniono w spo-
sób uproszczony zgodnie z PN-EN). W modelu numerycz-
nym nie uwzglêdniono poza tym sprê¿ystoœci elementów
torowiska (podsypka t³uczniowa, podk³ady, mocowanie
szyn, szyny). Te uproszczenia wynikaj¹ z braku znajomoœci
tych parametrów. Normowe modele poci¹gów du¿ych prê-
dkoœci HSLM-A i HSLM-B nie przedstawiaj¹ rzeczywiste-
go taboru kolejowego, a wiêc nie jest mo¿liwe okreœlenie
charakterystyk ich zawieszeñ. Dok³adnoœæ obliczeñ, które
w przypadku analiz na potrzeby projektowe s¹ jedynie osza-
cowaniem dynamicznego zachowania siê konstrukcji, mo¿-
na zwiêkszyæ, je¿eli dysponuje siê wynikami badañ podat-
noœci elementów torowiska, ale przede wszystkim – jeœli
znany jest konkretny typ taboru kolejowego przewidziane-
go do stosowania na rozpatrywanej linii kolejowej oraz cha-
rakterystyki jego zawieszenia.

7. WNIOSKI

Przedstawiona analiza dynamiczna dotyczy przypadku
szczególnego, niemniej jednak na jej podstawie mo¿na
wyci¹gn¹æ pewne stwierdzenia ogólne, s³uszne w odniesie-
niu do szerszej klasy zagadnieñ obejmuj¹cych dynamikê
mostów kolejowych.

Na podstawie obliczeñ drgañ w³asnych uk³adu, z wykorzy-
staniem modeli obliczeniowych o ró¿nym stopniu dyskre-
tyzacji (szczegó³owoœci), mo¿na stwierdziæ, ¿e struktury
belkowe klasy e1 , p3 zbudowane z elementów skoñczo-
nych typu Timoshenko (s¹ to elementy wzbogacone o efekt

The much higher values, as compared to the initial static
values can also be attributed to adoption of the linear
damping model. As it is demonstrated in [33] adopting a
non-linear damping model significantly reduces the am-
plitudes of physical parameters at high speeds. However,
the non-linear model requires a lot of experience, supple-
mented with a number of experimental in-field tests to
take the damping parameters at appropriate values.

The primary cause of resonance effects appearing for
speeds greater than 280 km/h is the adopted model, in-
cluding both the structure design and the load case ap-
plied, as reported for example in [13]. In compliance with
the applicable European Standard in the present research
loading was modelled by series of point loads, thus omit-
ting a detailed determination of the sprung mass effect
(this effect has been included in a simplified manner in
accordance with the relevant European Standard). More-
over, the numerical model used in this research ignores
the elastic behaviour of the track components (ballast,
sleepers, rail fastening system, rails). The reasons of these
simplifications is unavailability of the relevant input data.
HSLM-A and HSLM-B model trains are load cases rather
than representations of real trains and, as such, it is not
possible to determine their suspension characteristics.
The accuracy of computations, which at the design stage
are limited to predicting the dynamic behaviour of the de-
signed structure, may be increased by feeding the track
flexibility data and – much more importantly – by feeding
the information on the rolling stock which will be used on
the analysed line, including in particular suspension pa-
rameters.

7. CONCLUSIONS

Although the dynamic analysis presented in this article
concerns a specific case it can still be used to draw some
general conclusions holding true for a wider range of
problems pertaining to the dynamic behaviour of railway
bridges.

The results of free vibration analyses carried out with
computational models of differet levels of discretizations
(different accuracies) allow us to state that e1 , p3 beam
structures built of Timoshenko beam finite elements
(modified to include shearing, eccentric position of the
reference axis and correction for torsional restraint) en-
able estimating the torsional mode shapes at a satisfactory
accuracy, as compared to more sophisticated representa-
tions. Simplified single-beam models (e1 , p2 ) built of
lower class beam elements and 3D beam systems arranged

298 Henryk Zobel, Artur Zbiciak, Rados³aw Oleszek, Rafa³ Michalczyk, Przemys³aw Mossakowski



œcinania, mimoœrodowe po³o¿enie osi odniesienia i korektê
ze wzglêdu na skrêcanie skrêpowane), umo¿liwiaj¹ oszaco-
wanie form skrêtnych, w zakresie dok³adnoœci technicznej
obliczeñ, w stosunku do odwzorowañ bardziej zaawan-
sowanych. Uproszczone modele jednobelkowe (e1 , p2 )
zbudowane z elementów prêtowych ni¿szych klas, a tak¿e
belkowe trójwymiarowe, w postaci ramy przestrzennej
(e1 , p3 ), mog¹ zafa³szowywaæ obraz dyspozycji dynamicz-
nej uk³adu, mimo i¿ s¹ wystarczaj¹co dok³adne do popra-
wnego i bezpiecznego zaprojektowania konstrukcji w przy-
padku obci¹¿eñ statycznych. Formy skrêtne pojawiaj¹ siê
zazwyczaj przy wysokich czêstotliwoœciach, a wiêc intuicy-
jnie powinny byæ brane pod uwagê modele dok³adniejsze.

Skomplikowane postacie deformacji elementów sk³ado-
wych konstrukcji mo¿liwe s¹ do zidentyfikowania w roz-
budowanych, przestrzennych strukturach belkowo-
pow³okowych klasy e e1 2� , p3 . Formy drgañ tego typu
dotycz¹ pojedynczych blach pasów i œrodników, ¿eber
usztywniaj¹cych, stê¿eñ (skratowañ), p³yty pomostu i wy-
stêpuj¹ przy wysokich czêstotliwoœciach przekraczaj¹cych
f = 21 Hz. Takie wartoœci znajduj¹ siê poza zakresem
w którym istotne s¹ ograniczenia na³o¿one na dopuszczal-
ne przyspieszenia pionowe przêse³ [6], [32]. Oznacza to, ¿e
w przypadku zespolonych konstrukcji mostowych o za-
mkniêtych przekrojach skrzynkowych, niewielkiej szero-
koœci i uk³adzie podobnym do analizowanego mostu, racjo-
nalne wydaje siê sprowadzanie modelu numerycznego do
jednowymiarowego w przestrzeni trójwymiarowej (e1 , p3 )
zbudowanego z elementów skoñczonych wzbogaconych
o efekt œcinania i mimoœrodowe przy³o¿enie obci¹¿enia.
Redukcja stopnia dok³adnoœci odwzorowania mo¿e byæ
przydatna w przypadku analiz czasowych (odpowiedŸ dy-
namiczna uk³adu) wykorzystuj¹cych skomplikowane algo-
rytmy numeryczne, znaczn¹ liczbê schematów obci¹¿eñ
i wymagaj¹cych przez to du¿ej liczby operacji komputero-
wych.

Na podstawie analizy czasowej mo¿na oceniæ przy jakich
prêdkoœciach ruchu poci¹gów modelowych HSLM przy-
spieszenia pionowe przêse³ a z przekraczaj¹ wartoœci nor-
mowe uznane za dopuszczalne a

z dop
= 3,5 m/s 2 wed³ug

[2 - 6]. Ten typ symulacji dynamicznego zachowania siê
mostów kolejowych umo¿liwia ponadto porównanie mo-
mentów i ugiêæ od oddzia³ywañ dynamicznych przêse³
z odpowiadaj¹cymi wielkoœciami od obci¹¿eñ statycznych,
na jakie projektowano obiekty dla prêdkoœci v � 160 km/h.

W szerszym kontekœcie, identyfikacja cech dynamicznych
mostów kolejowych umo¿liwia oszacowanie zakresu nie-
zbêdnych prac remontowych lub modernizacyjnych (np.
uci¹glenie przêse³ [13]) istniej¹cych ustrojów, w odniesieniu

into spatial frames (e1 , p3 ) may result in obtaining dis-
torted picture of the dynamic disposition of the analysed
system, and this notwithstanding their sufficient accuracy
for static load design of the bridge safely and in accor-
dance with the engineering practice. The torsional mode
shapes appear generally at high frequencies which sug-
gests using models of a higher accuracy class.

Complex deformation modes of the bridge components
can be identified only with the use of extensive,e e1 2� , p3

class 3D beam and shell structures. These mode shapes
concern single flange and web plates, stiffening ribs,
braces, deck (topping) slab and occur at high frequencies
exceeding f = 21 Hz. These values are beyond the range
to which the limitations on vertical span acceleration are
applicable [6], [32]. Therefore, it seems appropriate to
represent composite, relatively narrow, box girder bridges
similar in design to the bridge analysed in this research by
a one-dimensional system in 3D space (e1 , p3 ) made of fi-
nite elements expanded with the effect of shearing and ec-
centric load application. Lower accuracy of representation
may be useful in time-history analyses (dynamic response
of the system) which utilise complex numerical algo-
rithms, large numbers of load cases and thus requiring a
huge number of computational operations.

The time-history analysis can be used to determine the
speed of HSLM train model at which the vertical compo-
nent of the span acceleration a z exceeds the limit value of

a
z dop

= 3.5 m/s 2 as per [2 - 6] Moreover, this method of
simulating the dynamic behaviour of railway bridges en-
able comparing the dynamic moments and deflections of
the bridge spans with the corresponding static load values
which were used as design input when designing the
structures for running speeds up to 160 km/h.

In broader context, identification of the dynamic behav-
iour characteristics of railway bridges can be used for es-
timating the scope of renewals and modernisations
required in relation to upgrading the existing structures
(for example converting of simple spans to continuous
design [13]) to accommodate trains running at “high”
speeds. Moreover, the maximum running speed upon up-
grading of the structure can also be determined with this
method.

However, it must be noted that identification of the dy-
namic characteristics of railway bridges by numerical
method, similarly to any other computations (static or dy-
namic) and numerical simulations of civil structures, is
used for predicting (estimating) how these structures
would behave when exposed to real-life actions. In the
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do przewidywanych „du¿ych” prêdkoœci ruchu poci¹gów.
Pozwala te¿ na okreœlenie maksymalnych prêdkoœci ruchu
poci¹gów jakie s¹ dopuszczalne w przypadku modernizo-
wanej konstrukcji.

Identyfikacja numeryczna cech dynamicznych mostów ko-
lejowych, podobnie jak ka¿dy inny typ obliczeñ (statycz-
nych lub dynamicznych) czy symulacji numerycznych kon-
strukcji budowlanych, umo¿liwia jedynie prognozowanie
(oszacowanie) zachowania siê tych struktur pod obci¹¿e-
niem rzeczywistym. W przypadku obiektów nowoprojekto-
wanych, jest konieczna z uwagi na obowi¹zuj¹ce przepisy.
Umo¿liwia dobór takich rozwi¹zañ konstrukcyjnych, które
zapewni¹ (z du¿ym prawdopodobieñstwem) prawid³ow¹
eksploatacjê obiektów. W mostach istniej¹cych stanowi
w pewnym sensie alternatywê trudnych logistycznie i ko-
sztownych badañ dynamicznych. W przypadku „starych”
mostów kolejowych, przystosowywanych do nowych wa-
runków eksploatacji przy prêdkoœciach v > 160 km/h, sen-
sowne jest by by³a uzupe³niona badaniami dynamicznymi
realnej konstrukcji [13], [22]. Nale¿y podkreœliæ, ¿e wyko-
nywanie dok³adnych obliczeñ (symulacji) dynamicznych
jest bardziej wiarygodne w przypadku konkretnego typu ta-
boru wskazanego przez administracjê kolejow¹.
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