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STRESZCZENIE. W pracy przedstawiono wyniki analizy aero­

dynamicznej mostu „Kazimierz­Ludwinów" w Krakowie prze­

znaczonego dla ruchu pieszych i rowerów. W obliczeniach 
konstrukcji wykorzystano opracowany przez autorów model 
dynamicznego oddziaływania wiatru oparty na teorii quasi­usta­

lonej. Jako podstawę obliczeń przyjęto dane uzyskane w bada¬
niach modelowych mostu wykonanych w tunelu aerodynamicz¬
nym. W wyniku pomiarów uzyskano wartości współczynników 
aerodynamicznych: siły oporu Cx, siły unoszenia Cy oraz mo­
mentu aerodynamicznego Cm w odniesieniu do trzech segmen­
tów mostu, w zależności od kąta napływu strugi powietrza 
w zakresie od -10° do +10°. Prezentowana w niniejszej pracy 
analiza aerodynamiczna obejmuje badania modelowe, wyzna¬
czenie charakterystyk dynamicznych oraz obliczenie odpowie¬
dzi mostu na dynamiczne oddziaływanie wiatru. 

ABSTRACT. Computer aerodynamic analysis of the bridge 
"Kazimierz-Ludwinów" located in Cracow, des igned for 
pedestrians and bicycles traffic is presented in the paper. 
Authors' own model of the dynamic wind action based on the 
quasi-steady theory has been applied. The data, obtained in 
model studies performed in a wind tunnel, have been assumed 
as the basis for calculat ion. The following aerodynamic 
coefficients have been measured: aerodynamic drag Cx, 
aerodynamic lift Cy, and aerodynamic moment Cm for three 
sections of the bridge as the functions of the wind attack angle 
in the range from -10° to +10°. The aerodynamic analysis 
presented in the paper includes: wind tunnel tests, deter¬
mination of dynamic characteristics and calculation of the 
response of the bridge subjected to the dynamic wind action. 
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1. KONSTRUKCJA MOSTU DLA
PIESZYCH

Most zosta³ zaprojektowany z przeznaczeniem dla ruchu
pieszych i rowerów, jako konstrukcja jednoprzês³owa,
sk³adaj¹ca siê z trzech po³¹czonych ze sob¹ stalowych czê-
œci sk³adowych:

1. Dwóch zewnêtrznych, ³ukowych dŸwigarów g³ównych
o przekrojach skrzynkowych i o ma³ej wynios³oœci
(1/29), zamocowanych w masywnych ¿elbetowych
podporach. Przekrój poprzeczny dŸwigarów ma sta³¹
szerokoœæ równ¹ 4,0 m i zmienn¹ wzd³u¿ d³ugoœci
k³adki wysokoœæ od 0,714 m do 4,47 m. Oba dŸwigary
przeznaczone s¹ dla ruchu pieszych i rowerowego.

2. Wewnêtrznego pomostu o kszta³cie sinusoidy i prze-
kroju skrzynkowym. Przekrój poprzeczny pomostu ma
sta³¹ szerokoœæ równ¹ 3,3 m i zmienn¹ wzd³u¿ d³ugoœci
k³adki wysokoœæ od 0,3 m do 1,344 m. Pomost jest prze-
znaczony dla ruchu pieszych.

Po³¹czenie pomiêdzy pomostem, a dŸwigarami stanowi¹
stalowe s³upki i wieszaki. Rozpiêtoœæ teoretyczna przês³a
mostu wynosi 129,52 m, ca³kowita szerokoœæ 13,60 m, zaœ
wysokoœæ – 15,80 m. Widok aksonometryczny konstrukcji
przedstawiono na Rys. 1a. Przekroje poprzeczne pomo-
stów zmieniaj¹ siê wzd³u¿ osi pod³u¿nej mostu. W kon-
strukcji wyró¿niono 42 charakterystyczne przekroje, któ-
rych rozmieszczenie przedstawiono na Rys. 1b, zaœ kilka
przyk³adów przekrojów pokazano na Rys. 1c.

2. BADANIA MODELOWE W TUNELU
AERODYNAMICZNYM

Przyk³adowe wyniki dotycz¹ce pomiarów i obliczeñ aero-
dynamicznych przedstawiono w [1 - 3]. Na podstawie
wstêpnej analizy warunków atmosferycznych w planowa-
nym miejscu lokalizacji mostu przyjêto nastêpuj¹ce dane:

• most znajduje siê w strefie wiatrowej I, w której ciœnie-
nie charakterystyczne wiatru wynosi q

k
= 0,30 kPa,

przy charakterystycznej prêdkoœci wiatru v
k

= 22 m/s,

• chropowatoœæ terenu odpowiada kategorii B wed³ug
Polskiej Normy [4] lub kategorii III wed³ug Eurokodu
[5].

Wszystkie pomiary wykonane zosta³y w tunelu aerodyna-
micznym z warstw¹ przyœcienn¹ Laboratorium In¿ynierii
Wiatrowej Politechniki Krakowskiej. Wykonano pomia-
ry prêdkoœci wiatru, pomiary przebiegów czasowych

1. STRUCTURAL DETAILS OF THE
DESIGNED FOOTBRIDGE

The bridge was designed to carry both pedestrian and cy-
cle traffic. It is a single-span structure consisting of three
elements made of steel, namely:

1. Two external low rise arch box girders (rise-to-span
ratio 1:29), on solid reinforced-concrete piers. The
girders have a constant width of 4.0 m and the height
varying in the range 0.714 m - 4.47 m along the bridge
length. Both girders are designed to carry both pedes-
trian and cycle traffic.

2. Sinusoidal-shape inner deck of box cross-section. The
deck has a constant width of 3.3 m and height varying
in the range 0.3 m - 1.344 m along the deck length. The
deck is designed to carry pedestrian traffic only.

The deck and girders are connected by steel posts and
hangers. The bridge has the effective design span of
129.52 m, overall width of 13.60 m and height of 15.80 m.
The axonometric view of the structure is presented in
Fig. 1a. The cross-sections of the deck changes along
the bridge length. The total number of 42 typical
cross-sections have been identified and their location is
shown in Fig. 1b. A few examples are presented in Fig. 1c.

2. WIND TUNNEL MODEL TESTING

Some examples of the wind tunnel measurements and cal-
culations are presented in publications [1 - 3]. The follow-
ing data are assumed as relevant to the bridge location
based on a preliminary analysis of the local weather con-
ditions:

• the bridge is located in wind zone I with wind pressure
of q

k
= 0.30 kPa and mean wind speed of v

k
= 22 m/s,

• the area classifies as terrain roughness category B ac-
cording to the Polish Standard [4] or to category III ac-
cording to Eurocode [5].

All the measurements were performed in a boundary
layer wind tunnel at the Wind Engineering Laboratory of
the Cracow University of Technology, Poland. The tests
included: measuring of wind speed values, determination
of the time dependent pressures in the region of undis-
turbed flow before the model and on the surfaces of the
tested models and measuring of aerodynamic forces:
drag, lift and moment acting on the sectional model of the
bridge span.
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Fig. 1. The geometry of the footbridge: a) axonometric view, b) side view with depicted characteristic cross-sections, c) exemplary

cross-sections

Rys. 1. Geometria mostu: a) widok aksonometryczny, b) widok z boku z zaznaczonymi charakterystycznymi przekrojami,

c) przyk³adowe przekroje poprzeczne
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Fig. 2. Wind tunnel tests: a) the system of aerodynamic coefficients and the

determination of the angle of wind attack, b) - e) section models and the entire

model of the footbridge and corresponding functions of aerodynamic coefficients

as a function of the angle of wind attack, for respectively: b) section L,

c) section S, d) section P, e) entire footbridge

Rys. 2. Badania w tunelu aerodynamicznym: a) przyjêty w badaniach uk³ad

wspó³czynników aerodynamicznych oraz sposób okreœlenia k¹ta nap³ywu wiatru,

b) - e) modele segmentów i ca³ego mostu oraz odpowiadaj¹ce im funkcje

wspó³czynników aerodynamicznych w funkcji k¹ta natarcia wiatru dla:

b) segmentu L, c) segmentu S, d) segmentu P, e) ca³ego mostu
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ciœnienia prêdkoœci wiatru w obszarze strumienia niezabu-
rzonego przed modelem oraz na powierzchni badanych
modeli, pomiary si³y si³ aerodynamicznych: oporu, si³y no-
œnej oraz momentu, dzia³aj¹cych na model sekcyjny
przês³a. Przyjêty w pomiarach uk³ad wspó³czynników
aerodynamicznych oraz sposób oznaczenia k¹tów na-
p³ywu wiatru przedstawiono na rys. 2a.

Model do badañ aerodynamicznych zosta³ wykonany
w skali 1:60. W zwi¹zku ze zmieniaj¹c¹ siê wzd³u¿
d³ugoœci geometri¹ konstrukcji, do badañ przygotowano
trzy segmenty o jednakowej rozpiêtoœci 70 cm i szeroko-
œci 22,5 cm: segment L (lewy) – od strony Kazimierza,
segment S (œrodkowy) – œrodkowa czêœæ przês³a, seg-
ment P (prawy) – od strony Ludwinowa. Segmenty po
po³¹czeniu stanowi³y model sztywny ca³ego mostu o d³u-
goœci 210 cm. Modele wykorzystane w badaniach, umie-
szczone w przestrzeni pomiarowej tunelu, przedstawiono
na Rys. 2b-e.

Celem badañ modelowych przês³a mostu by³o wyzna-
czenie wspó³czynników aerodynamicznych C

x
, C

y
i C

m

w odniesieniu do trzech segmentów oraz ca³ego przês³a
mostu w zale¿noœci od k¹ta nap³ywu wiatru. Badania wy-
konano w zakresie zmiany k¹ta od -10° do +10°, co 5°.
Warstwa przyziemna by³a symulowana przez zastoso-
wanie odpowiedniego uk³adu barierek, iglic i klocków
w przestrzeni tunelu przed modelem mostu. W wyniku
tego otrzymano charakterystykê warstwy przyziemnej od-
powiadaj¹c¹ terenowi typu B. Badania prowadzono przy
intensywnoœci turbulencji równej 25%. Wartoœci wspó³-
czynników aerodynamicznych obliczono z nastêpuj¹cych
wzorów:

q
ref

– ciœnienie referencyjne, czyli œrednia wartoœæ
ciœnienia dynamicznego wiatru w niezaburzo-
nym przep³ywie w okreœlonym punkcie przed
modelem, [Pa],

D – wymiar charakterystyczny konstrukcji (w ba-
daniach przyjêto przybli¿on¹ szerokoœæ po-
mostu modelu równ¹ 0,225 m),

L – d³ugoœæ segmentu modelu równa 0,7 m lub
d³ugoœæ modelu ca³ego przês³a równa 2,1 m,

F F
x y
, – œrednia wartoœæ sk³adowej si³y aerodynamicz-

nej dzia³aj¹cej na przês³o, odpowiednio w kie-
runku przep³ywu (oœ x) i w kierunku prosto-
pad³ym do przep³ywu (pionowa oœ y), [N],

The assumed in the tests aerodynamic coefficients and the
system of designation of the angles of the wind attack are
presented in Fig. 2a.

A 1:60 scale model was built for the testing. Taking into
account the variation in shape along longitudinal direc-
tion the bridge model was divided into the following three
sections having equal span of 70 cm and equal width of
22.5 cm: section L – representing the left-hand part lead-
ing to the town of Kazimierz, section S representing the
central part and section P representing the right-hand part
leading to Ludwinów (district of Kraków). When com-
bined together these sections form a 210 cm long rigid
model of the analysed bridge. The tested models, which
were placed in the test section of the wind tunnel, are pre-
sented in Figs. 2b-e.

The purpose of testing was to determine the values of
aerodynamic coefficients C

x
, C

y
and C

m
for the three re-

spective sections and for the whole bridge span depend-
ing on the angle of the wind attack, which was changed in
the range -10° to +10° at 5° increments. The boundary
layer was simulated by an appropriate arrangement of
barriers, spires and blocks placed in the tunnel before the
bridge model. As a result category B of the terrain was
assumed. The tests were carried out at 25% turbulence in-
tensity. The values of aerodynamic coefficients were cal-
culated from the following equations:

q
ref

– reference pressure, i.e. mean value of dy-
namic pressure of inflowing air in the undis-
turbed flow at a specified point before the
model, [Pa],

D – representative structure dimension (the ap-
proximated deck width of 0.225 m was as-
sumed for the purpose of this research),

L – section or span length of 0.7 m and 2.1 m re-
spectively,

F F
x y
, – mean value of the aerodynamic force compo-

nents acting on the span, in the longitudinal
(x axis) and transverse directions (vertical y
axis) relative to the airflow direction, [N],
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M
z
– œrednia wartoœæ momentu aerodynamicznego

dzia³aj¹cego na przês³o wzglêdem osi z po-
krywaj¹cej siê z osi¹ przês³a, [Nm].

Dla modeli sekcyjnych poszczególnych segmentów i ca-
³ego przês³a okreœlono funkcje wspó³czynników aerodyna-
micznych w zale¿noœci od œredniego k¹ta nap³ywu powie-
trza �. Na Rys. 2b-e zestawiono wspó³czynniki aerodyna-
miczne dla kolejnych sekcji mostu (L, S, P) i ca³ego mostu.
Porównanie wspó³czynników aerodynamicznych w odnie-
sieniu do poszczególnych segmentów oraz wspó³czynniki
odnosz¹ce siê do ca³ego przês³a (mostu) przedstawiono na
Rys. 3.

Otrzymane wyniki badañ, zestawione w postaci funkcji
wspó³czynników aerodynamicznych zale¿nych od k¹ta na-
tarcia wiatru w przypadku trzech sekcji mostu, zosta³y wy-
korzystane w obliczeniach aerodynamicznych uwzglêd-
niaj¹cych bezpieczeñstwo konstrukcji i kryteria komfortu
wibracyjnego pieszych w warunkach wiej¹cego wiatru.

M
z
– mean value of aerodynamic moment acting on

the span in relation to the axis z coinciding
with the span axis, [Nm].

Functions relating the values of aerodynamic coefficients
to the mean angle of the wind attack � were defined for
the sectional models of the respective sections and for the
whole span. The values defined for the respective sec-
tions (L, S, P) and for the whole bridge are given in Fig.
2b-e. Figure 3 provides a comparison of the aerodynamic
coefficients defined for the respective sections and for the
bridge as a whole.

The results, summarized in a form of functions relating
the aerodynamic coefficients to the angle of the wind at-
tack for the three bridge sections, were used in the aerody-
namic calculations allowing for the structural safety and
comfort criteria of pedestrians due to wind-driven vibra-
tions.
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Fig. 3. The comparison of aerodynamic coefficients C
x
, C

y
, C

m

obtained for particular sections and for entire span of

footbridge

Rys. 3. Zestawienie wspó³czynników aerodynamicznych C
x
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3. NUMERYCZNA ANALIZA
AERODYNAMICZNA

3.1. MODEL MES KONSTRUKCJI

Modelowanie wykonano za pomoc¹ systemu metody ele-
mentów skoñczonych – ALGOR. Podczas tworzenia mo-
delu konstrukcji wykorzystano elementy ramowe z bib-
lioteki elementów skoñczonych ALGOR-a. W modelu
komputerowym odwzorowano g³ówne elementy konstru-
kcji: dwa dŸwigary ³ukowe zewnêtrzne, pomost wewnê-
trzny, wieszaki i s³upki, rygle ³¹cz¹ce dŸwigary zewnêtrz-
ne oraz elementy usztywniaj¹ce pomost wewnêtrzny. Po
analizie kilku wariantów, do obliczeñ wybrano model
przedstawiony w przekroju na Rys. 4, w którym modelem
pomostu stalowego w kszta³cie sinusoidy s¹ dwa prêty
o osiach zakrzywionych w pionie, usytuowanych na mi-
moœrodach i przechodz¹cych przez punkty przeciêcia osi
wieszaków z poziomymi osiami œrodkowymi przekrojów
pomostu. Wielkoœci mimoœrodów przyjêto na podstawie
rysunków architektonicznych jako odleg³oœci œrodków
ciê¿koœci poszczególnych przekrojów poprzecznych po-
mostu od wêz³ów modelu MES. W obu prêtach przyjêto
po³owê wartoœci charakterystyk geometrycznych przekro-
jów pomostu. Modelem dŸwigarów ³ukowych s¹ prêty
o osiach zakrzywionych w pionie i usytuowanych na mi-
moœrodzie w punktach przeciêcia osi wieszaków z osiami
rygli poprzecznych. Wielkoœci mimoœrodów przyjêto na
podstawie rysunków architektonicznych, podobnie jak
w przypadku dŸwigara œrodkowego. Modelem wieszaków
s¹ prêty pryzmatyczne. Pe³ny model sk³ada siê z 490 ele-
mentów prêtowych po³¹czonych w 338 wêz³ach. Przekroje
koñcowe dŸwigarów ³ukowych s¹ sztywno zamocowane.
Zastosowano podparcie przegubowe obu prêtów pomostu
wewnêtrznego i zwolniono odpowiednie obroty w po-
³¹czeniu wieszaków (s³upków) z ryglami, uwzglêdniaj¹c
projektowane po³¹czenie.

3. NUMERICAL AERODYNAMIC
ANALYSIS

3.1. FINITE ELEMENT METHOD (FEM)
MODEL OF THE ANALYSED STRUCTURE

The model was created with the finite element analysis
software package ALGOR. In creation of structural
model the beam elements from the ALGOR library of fi-
nite elements were used. The numerical model represents
the following main components of the structure: the two
external low rise arch girders, inner deck, hangers and
posts, cross-beams connecting the external girders and
deck stiffeners of inner deck. A few variants were ana-
lysed to finally choose the model whose cross-section is
presented in Fig. 4, in which the model of the sine curved
deck is created by eccentrically located and vertically
curved axes running through the intersection points of
the hangers and the horizontal axes of the deck
cross-sections. The eccentricities were determined on the
basis of the available architectural drawings as equiva-
lent to the distances between the centroids of the respec-
tive deck cross-sections and FEM nodes. In both bars
halves of the geometric characteristics of deck’s
cross-sections were adopted. The arch girders were mod-
elled as bars with vertically curved axes located eccentri-
cally at the points of intersection between the axes of
hangers and the cross-beams. The eccentric were as-
sumed on the basis of the available architectural draw-
ings similarly to the middle girder. The hangers were
modelled as prismatic bars. The complete model com-
prises of 490 beam elements connected at 338 nodes. The
end sections of the arch girders are rigidly fixed. With the
pin-supported two bars of the inner deck the appropriate
rotational degrees of freedom were released at the joints
between hangers (posts) and cross-beams, taking into
account the designed connection.
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Fig. 4. Application of FEM nodes in any cross-section

of the footbridge

Rys. 4. Sposób przyjêcia wêz³ów MES w dowolnym

przekroju poprzecznym

nodes of FEM model / wêz³y modelu MES
girder and deck centres of gravity
œrodki ciê¿koœci dŸwigarów i pomostu
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3.2. ANALIZA MODALNA

Przed przyst¹pieniem do obliczeñ dynamicznych kon-
strukcji niezbêdne by³o wykonanie analizy modalnej. Na
Rys. 5 pokazano trzy pierwsze postaci drgañ w³asnych
w widokach z boku i z góry oraz w widoku aksonometry-
cznym, zaœ w Tablicy 1 przedstawiono opis dziesiêciu
pierwszych postaci drgañ. Na podstawie analizy modal-
nej mo¿na wyci¹gn¹æ nastêpuj¹ce wnioski, wp³ywaj¹ce
na analizê dynamiczn¹ oddzia³ywania wiatru:

1. Tylko dwie czêstotliwoœci drgañ w³asnych ( f
1
=1,159 Hz

i f
2
=1,205 Hz) przyjmuj¹ wartoœci ni¿sze ni¿ 2 Hz.

Z uwagi na charakter oddzia³ywania wiatru, tylko posta-
ci odpowiadaj¹ce tym czêstotliwoœciom mog¹ zostaæ
znacz¹co wzbudzone przez wiatr. Kolejne czêstotliwoœci
doœæ znacznie od nich odbiegaj¹.

2. Mo¿e zaistnieæ niebezpieczeñstwo wzbudzenia drgañ
rezonansowych poziomych przez przechodniów (pier-
wsza postaæ drgañ ma charakter giêtny, poziomy), jak
i wzbudzenia drgañ rezonansowych w kierunku piono-
wym przy wy¿szych czêstotliwoœciach.

3.2. MODAL ANALYSIS

Modal analysis was carried out as prerequisite to the subse-
quent dynamic calculations. Fig. 5 presents the side and top
views and axonometric projection of the first three mode
shapes of free vibrations and description of the first ten
mode shapes of vibrations are presented in Table 1. The
modal analysis allows drawing the following conclusions
relevant to the dynamic action of wind:

1. Only two frequencies of free vibrations, namely f
1
=

=1.159 Hz and f
2
=1.205 Hz, are lower than 2 Hz.

Taking into account the nature of wind action only the
mode shapes corresponding to these two frequencies
may be significantly driven by wind. The values of the
subsequent frequencies are considerably higher.

2. There is some risk of occurrence of pedestrian-induced
horizontal vibrations at resonant frequencies (the first
mode shape is flexural in horizontal direction). Besides,
vertical vibrations at resonant frequencies may occur at
higher frequencies.
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Fig. 5. The first three mode shapes of vibrations:

a) f
1

= 1.159 Hz, T
1

= 0.863 s,

b) f
2

= 1.205 Hz, T
2

= 0.830 s,

c) f
3

= 2.626 Hz, T
3

= 0.381 s

Rys. 5. Trzy pierwsze postaci drgañ:

a) f
1

= 1,159 Hz, T
1

= 0,863 s,

b) f
2

= 1,205 Hz, T
2

= 0,830 s,

c) f
3

= 2,626 Hz, T
3

= 0,381 s
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4. MODEL DYNAMICZNEGO
ODDZIA£YWANIA WIATRU

4.1. WPROWADZENIE

Przy obliczeniach aerodynamicznych zastosowano nastê-
puj¹c¹ procedurê:

1. Wygenerowano zmienne w czasie przestrzenne pole
wiatru.

2. Zgodnie z teori¹ quasi-ustalon¹ [6 - 8] przyjêto trzy
zmienne czasowo si³y aerodynamiczne dzia³aj¹ce na
„superwêz³y” / wêz³y modelu konstrukcji, wykorzy-
stuj¹c przy tym pole wiatru oraz wspó³czynniki aero-
dynamiczne uzyskane z badañ w tunelu aero-
dynamicznym.

3. Uzyskane obci¹¿enia przy³o¿ono jako si³y skupione do
wêz³ów modelu MES konstrukcji.

Algorytm przyjêtego w obliczeniach modelu dynamiczne-
go oddzia³ywania wiatru przedstawiono na Rys. 6.

4. DYNAMIC WIND ACTION MODEL

4.1. INTRODUCTION

The following procedure was used for aerodynamic com-
putations:

1. A variable in time spatial wind field was generated.

2. In accordance with the quasi-steady theory [6 - 8] three
time variable aerodynamic forces acting on “superno-
des” / nodes of the structural model were assumed,
using the wind field and aerodynamic coefficients obta-
ined during the wind tunnel tests.

3. The obtained loads were applied as concentrated loads
at the nodes of the structure's FEM model.

The algorithm of the dynamic wind action model applied
for the calculations is shown in Fig. 6.
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Table 1. Footbridge dynamic characteristics
Tablica 1. Charakterystyki dynamiczne k³adki

Lp. f [Hz] T [s] Description / Opis Lp. f [Hz] T [s] Description / Opis

1 1.159 0.863 Horizontal, flexural / Pozioma, giêtna 6 3.363 0.297 Torsional / Skrêtna

2 1.205 0.830 Vertical, flexural / Pionowa, giêtna 7 4.447 0.225 Vertical, flexural / Pionowa, giêtna

3 2.626 0.381 Vertical, flexural / Pionowa, giêtna 8 4.515 0.222 Torsional / Skrêtna

4 2.676 0.374 Torsional / Skrêtna 9 5.460 0.183 Horizontal, flexural / Pozioma, giêtna

5 2.962 0.338 Vertical, flexural / Pionowa, giêtna 10 6.187 0.162 Torsional / Skrêtna

Fig. 6. The algorithm applied in the proposed model

of the dynamic wind action

Rys. 6. Algorytm przyjêty w proponowanym modelu

dynamicznego oddzia³ywania wiatru

Defining the aerodynamic forces acting
on the "supernode" / node of structure

Okreœlenie si³ aerodynamicznych dzia³aj¹cych
na „superwêze³” / wêze³ konstrukcji

Modal analysis
Analiza modalna

�

FEM model
Model MES

Defining "supernode" / node of structure
Okreœlenie „superwêz³a” / wêz³a konstrukcji

�

� �

Wind field simulation
Symulacja pola wiatru

Defining the aerodynamic
coefficients in model tests

Okreœlenie wspó³czynników
aerodynamicznych

w badaniach modelowych

�

�

Drag force / Si³a oporu

Lift force / Si³a noœna

Moment

�

Displacements / Przemieszczenia

Internal forces / Si³y wewnêtrzne

Stresses / Naprê¿enia

�
Dynamic analysis of the structure
Analiza dynamiczna konstrukcji

�

Possible decomposition of aerodynamic forces
from "supernodes" to nodes

Ewentualna dekompozycja si³ aerodynamicznych
z „superwêz³ów” do wêz³ów konstrukcji



4.2. OKREŒLENIE „SUPERWÊZ£ÓW”
KONSTRUKCJI MOSTU

W przypadku analizowanego mostu dla pieszych jako „su-
perwêze³” przyjêto strukturê z³o¿on¹ z czterech wêz³ów
modelu MES konstrukcji: dwóch po³o¿onych na dŸwiga-
rach g³ównych i dwóch na pomoœcie œrodkowym. Wszy-
stkie cztery punkty „superwêz³a” s¹ tak¿e wêz³ami koñco-
wymi dwóch elementów modeluj¹cych parê wieszaków.
Model „superwêz³a” zosta³ przedstawiony na Rys. 7 wraz
z zaznaczeniem osi wagi aerodynamicznej, do której zo-
sta³y odniesione wspó³czynniki aerodynamiczne.

4.3. SYMULACJA TURBULENTNEGO POLA
WIATRU

W wybranych punktach k³adki przeprowadzono symulacjê
turbulentnego pola wiatru z wykorzystaniem programu
WINDSYM stworzonego w Katedrze Mechaniki Budowli
Politechniki Lubelskiej. Generacjê pola prêdkoœci wiatru
przeprowadzono w 40 punktach odpowiadaj¹cych œrod-
kom geometrycznym „superwêz³ów”. W procesie symula-
cji przyjêto model wiatru von Kármána okreœlaj¹cy stru-
kturê wiatru w dziedzinie czêstotliwoœci za pomoc¹
funkcji gêstoœci widmowej mocy oraz potêgowy profil
pionowy prêdkoœci wiatru odpowiadaj¹cy terenowi kate-
gorii B (nierównego, zadrzewionego z budynkami o wyso-
koœci do 10 m), odpowiadaj¹cy planowanemu usytuowa-
niu mostu. Prêdkoœæ œredni¹ na wysokoœci 10 m przyjêto
zgodnie z za³o¿eniami projektowymi v

sr
= 22 m/s. Ponadto

przyjêto skalê turbulencji wiatru wzd³u¿ œredniego kierun-
ku jego dzia³ania L = 100 m. Jako metodê symulacji wyko-
rzystano WAWS (ang. Weighted Amplitude Wave Super-
position), bazuj¹c¹ na algorytmie Shinozuka-Jan [9].
Metoda ta pozwala na równoczesn¹ symulacjê trzech
sk³adowych prêdkoœci wiatru w wielu punktach przestrze-
ni. W procesie symulacji pola prêdkoœci wiatru przyjêto
nastêpuj¹ce parametry: wielkoœæ kroku czasowego �t =
0,01 s, liczba kroków czasowych N

t
= 8192, szerokoœæ

przedzia³u widma �f = 0,02 Hz, liczba przedzia³ów widma
N

f
= 100. W wyniku przyjêcia powy¿szych parametrów

4.2. DETERMINATION OF THE BRIDGE
STRUCTURE’S “SUPERNODES”

For the bridge under analysis a “supernode” was defined
as adopted a structure consisting of four nodes of the
structure FEM model, including two nodes located at the
main girders and two nodes located at the inner deck. All
the four points of the “supernode” are at the same time
end nodes of two elements modelling a pair of hangers.
The “supernode” model is shown in Fig. 7 with marked
aerodynamic balance axis which aerodynamic coeffi-
cients are referred to.

4.3. TURBULENT WIND FIELD SIMULATION

At selected points of the bridge a simulation of a turbu-
lent wind field was performed using WINDSYM soft-
ware developed at the Department of Structural
Mechanics of Lublin University of Technology. The
wind speed field was generated at 40 points correspond-
ing to centroids of the “supernodes”. In the simulation,
von Kármán wind model was adopted describing the
wind structure in frequency domain by means of power
spectral density function and wind speed power-law ver-
tical profile corresponding to the surface roughness cate-
gory B (uneven, wooded areas including buildings of up
to 10 m in height), corresponding with the planned loca-
tion of the bridge. An average wind speed at 10 m height
of v

sr
= 22 m/s was adopted as in design assumptions.

Moreover, the wind turbulence scale along the wind av-
erage direction was assumed as L = 100 m. The used sim-
ulation method was WAWS (Weighted Amplitude Wave
Superposition), based on Shinozuka-Jan algorithm [9].
The method allows for simultaneous simulation of three
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main girder
dŸwigar g³ówny

main girder
dŸwigar g³ówny

inner deck
pomost œrodkowy

nodes of FEM model / wêz³y modelu MES

H
A

H
D

D
D

D
A

aerodynamic balance axis
oœ wagi aerodynamicznej

Fig. 7. The “supernode” model used in the

generation of wind action

Rys. 7. Model „superwêz³a” wykorzystywany

w procesie generacji oddzia³ywania wiatru



widma wiatru, sk³adowe czêstotliwoœciowe wy¿sze ni¿
2 Hz uleg³y w obliczeniach eliminacji, co odpowiada rze-
czywistej charakterystyce odzia³ywania wiatru, gdy¿
udzia³ tych sk³adowych w ca³kowitym widmie wiatrowym
jest znikomo ma³y.

Sk³adowe prêdkoœci wiatru zosta³y okreœlone w lokalnym
uk³adzie wspó³rzêdnych x y z

w w w
zwi¹zanym ze œrednim

kierunkiem wiatru. Sk³adowe prêdkoœci zgodne z osiami
x

w
, y

w
i z

w
zosta³y oznaczone odpowiednio u, v i w. Na-

stêpnie dokonano ich transformacji z uk³adu zwi¹zanego
z kierunkiem wiatru œredniego do uk³adów wspó³rzêdnych
xyz zwi¹zanych z poszczególnymi „superelementami”,
takich samych jak za³o¿ono w badaniach w tunelu aero-
dynamicznym. W tych uk³adach wyznaczone zosta³y póŸ-
niej si³y aerodynamiczne. Uk³ady wspó³rzêdnych: global-
ny XYZ zwi¹zany z konstrukcj¹ mostu a tak¿e lokalne
x y z

w w w
i xyz, zwi¹zane odpowiednio ze œrednim kierun-

kiem wiatru i z „superelementem”, zosta³y przedstawione
na Rys. 8. Po³o¿enie œrodków „superwêz³ów” wzd³u¿ roz-
piêtoœci konstrukcji i ich numeracjê oraz przyk³adowe
przebiegi prêdkoœci wiatru w trzech kierunkach u, v, w,
w trzech wybranych „superwêz³ach” usytuowanych w 1/4
(punkt 10), 1/2 (punkt 20) i 3/4 (punkt 30) rozpiêtoœci mo-
stu zosta³y przedstawione równie¿ na Rys. 8.

4.4. OKREŒLENIE SI£ WYWO£ANYCH
DYNAMICZNYM ODDZIA£YWANIEM
WIATRU

Na podstawie trzech sk³adowych wektora prêdkoœci wiatru
w „superwêz³ach” wygenerowano zmienne w czasie
obci¹¿enie „superelementu” mostu (odcinka ³¹cz¹cego
dwa „superwêz³y”). Trzy sk³adowe obci¹¿enia wiatrem,
których oznaczenia pokazano na Rys. 9a, przypadaj¹ce na
jednostkê d³ugoœci mostu („superelementu”), okreœlone
zosta³y zgodnie z teori¹ quasi-ustalon¹ [6 - 8] za pomoc¹
nastêpuj¹cych wzorów:

• opór aerodynamiczny

W t t C t D
x x
( ) ( ) ( ( ))�

1

2

2� �v , (2)

• aerodynamiczna si³a noœna

W t t C t D
y y
( ) ( ) ( ( ))�

1

2

2� �v , (3)

• moment aerodynamiczny

W t t C t D
m y

( ) ( ) ( ( ))�
1

2

2 2� �v . (4)

wind speeds component in many points in space at the same
time. The following parameters were assumed in the wind
speed field simulation: time interval size of �t = 0.01 s,
number of time intervals of N

t
= 8192, spectrum bandwidth

of �f = 0.02 Hz, number of spectrum bands of N
f
= 100. As

a result of assumption of the above wind spectrum parame-
ters, frequency components higher than 2 Hz were elimi-
nated from the calculations, which reflects the actual wind
action characteristics as the influence of these components
in the entire wind spectrum is negligibly small.

The wind speed components were determined in a local
x y z

w w w
coordinate system with respect to a mean wind

direction. Speed components in directions of x
w

, y
w

and
z

w
axes were marked as u, v and w respectively. Next,

a transformation of a coordinates system related to the
mean wind direction to a system of xyz coordinates related
to respective “superelements” was performed. The xyz co-
ordinates are the same as those in wind tunnel measure-
ments. Aerodynamic forces are calculated in that
coordinate systems. The coordinate systems: the global
XYZ system related to the bridge structure and the local x

w
,

y
w

, z
w

and xyz systems, related to average wind direction
and to “superelements” respectively, are shown in Fig. 8.
Location of “supernode” centres along the span of the
structure and their numbering, as well as examples of wind
speed patterns in three directions: u, v, w, at three chosen
“supernodes” positioned at 1/4 (point 10), 1/2 (point 20)
and 3/4 (point 30) of the bridge span are also represented in
Fig. 8.

4.4. DETERMINING OF FORCES
GENERATED BY DYNAMIC WIND ACTION

Based on three components of the wind speed vector acting
on the “supernodes” a variable in time load imposed
on the bridge “superelement” (a section linking two
“supernodes”) was generated. The three wind load compo-
nents, marked as shown in Fig. 9a, per bridge length unit (of
“superelement”), were determined in accordance with the
quasi-steady theory [6 - 8] using the following formulae:

• aerodynamic drag

W t t C t D
x x
( ) ( ) ( ( ))�

1

2

2� �v , (2)

• aerodynamic lift

W t t C t D
y y
( ) ( ) ( ( ))�

1

2

2� �v , (3)

• aerodynamic moment

W t t C t D
m y

( ) ( ) ( ( ))�
1

2

2 2� �v . (4)
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Fig. 8. Simulation of wind speed field: the distribution of “supernodes”, in which wind speed time series are generated,

in coordinate systems: global XYZ as well as local ones: x y z
w w w

associated with the mean wind direction and xyz associated

with “superelements”; exemplary time histories of the three components of wind speed in three “supernodes” of the footbridge

Rys. 8. Symulacja pola prêdkoœci wiatru: rozmieszczenie „superwêz³ów”, w których generowane s¹ przebiegi czasowe prêdkoœci

wiatru wraz z zaznaczeniem uk³adów wspó³rzêdnych: globalnego XYZ oraz lokalnych x y z
w w w

i xyz, zwi¹zanych odpowiednio ze

œrednim kierunkiem wiatru i z „superelementem”; przyk³adowe przebiegi czasowe trzech sk³adowych prêdkoœci wiatru w trzech

„superwêz³ach” mostu

direction of wind attack
kierunek nap³ywu wiatru
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W powy¿szych wzorach wprowadzono nastêpuj¹ce ozna-
czenia:

� – gêstoœæ powietrza, � = 1,23 kg/m3 ,

v( )t – sk³adowa prêdkoœci wiatru prostopad³a do
osi mostu, wyznaczona wed³ug wzoru:

v t u w( ) � �2 2 ,

gdzie:

u – sk³adowa chwilowej prêdkoœci wiatru zgodna
ze œrednim kierunkiem wiatru (poprzeczna do
osi mostu),

w – sk³adowa pionowa chwilowej prêdkoœci wia-
tru,

D – wymiar charakterystyczny, przyjêty w bada-
niach w tunelu aerodynamicznym, czyli od-
powiadaj¹cy ca³kowitej szerokoœci mostu
równej 13,6 m.

In the above formulae the following symbols were intro-
duced:

� – air density, � = 1.23 kg/m3 ,

v( )t – wind speed component perpendicular to the
bridge axis, determined according to the
equation:

v t u w( ) � �2 2 ,

where:

u – temporary wind speed component in line with
the mean wind direction (perpendicular to the
bridge axis),

w – vertical component of the temporary wind
speed,

D – characteristic dimension, assumed in wind
tunnel tests, corresponding to the total width
of the bridge of 13.6 m.
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Fig. 9. Aerodynamic forces: a) wind speed and aerodynamic forces components acting on the “superelement”, b) the distribution of

aerodynamic drag force at nodes, c) the distribution of aerodynamic lift force at nodes, d) pair of forces complementary to the entire

aerodynamic moment

Rys. 9. Si³y aerodynamiczne: a) sk³adowe prêdkoœci wiatru i si³y aerodynamiczne dzia³aj¹ce na „superelement”, b) rozk³ad

aerodynamicznej si³y oporu w wêz³ach, c) rozk³ad aerodynamicznej si³y unoszenia w wêz³ach, d) para si³ uzupe³niaj¹ca moment

aerodynamiczny
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W teorii quasi-ustalonej przyjmuje siê bliskie rzeczywisto-
œci za³o¿enie, ¿e turbulentne pole wiatru mo¿e byæ modelo-
wane tak jakby by³ to przep³yw ustalony. Wobec powy¿-
szego funkcje wspó³czynników aerodynamicznych mog¹
byæ wyznaczone w warunkach przep³ywu ustalonego

z uwzglêdnieniem zmian k¹ta nap³ywu wiatru. Wartoœæ
wspó³czynnika w danej chwili czasowej wyznaczona zo-
sta³a w zale¿noœci od wzglêdnego chwilowego k¹ta na-

p³ywu wiatru �( )
( )

( )
t arctg

w t

u t
� .

Si³y aerodynamiczne przypadaj¹ce na „superwêze³” zo-
sta³y roz³o¿one na ka¿dym kroku czasowym na cztery
wêz³y modelu MES, tworz¹ce „superwêze³”. Do wyzna-
czenia sk³adowych si³ aerodynamicznych zastosowano na-
stêpuj¹ce procedury:

1. Opór aerodynamiczny zosta³ roz³o¿ony proporcjonalnie
do wysokoœci dŸwigarów wystawionych na dzia³anie
wiatru (Rys. 9b). Si³y przypadaj¹ce na wêz³y modelu
MES nale¿¹ce do dŸwigarów g³ównych obliczono za
pomoc¹ wzoru:

W t W t
H

H
x

A

x

A( ) ( )� , (5)

zaœ si³ê przypadaj¹c¹ na pomost œrodkowy za pomoc¹
wzoru:

W t W t
H

H
x

D

x

D( ) ( )� , (6)

gdzie H
A

i H
D

to odpowiednio wysokoœæ dŸwigara g³ów-
nego i wysokoœæ pomostu œrodkowego. Wielkoœæ H jest
sumaryczn¹ wysokoœci¹ wszystkich trzech dŸwigarów
(pomostów) H H H

A D
� �2 . Z uwagi na fakt, ¿e model

pomostu œrodkowego reprezentowany jest za pomoc¹
dwóch prêtów, si³a przypadaj¹ca na jeden z nich równa
jest:

W t W t
x

D

x

D1 1

2
( ) ( )� . (7)

2. Si³ê noœn¹ roz³o¿ono podobnie jak opór (Rys. 9c):

W t W t
D

D

W t W t
D

D

W t W t

y
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y

A

y

D

y

D

y

D

y

D
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,

,

1 1

2
,

(8)

gdzie:

D D
A D

, – odpowiednio szerokoœæ dŸwigara g³ów-
nego i szerokoœæ pomostu œrodkowego,

In the quasi-steady theory a close to reality assumption is
made that turbulent wind field may be modelled as if it was
a steady flow. Therefore, aerodynamic coefficient func-
tions can be determined under steady flow conditions, ta-
king into account variations in the wind inflow angle. The
value of the coefficient in a given time was determined de-
pending on the relative instantaneous angle of wind attack

as follows: �( ) tan
( )

( )
t a

w t

u t
� .

Aerodynamic forces applied at the “supernode” were dis-
tributed in every time step into four nodes of FEM model,
creating the “supernode”. The component aerodynamic
forces were determined according to the following proce-
dures:

1. The aerodynamic drag was distributed proportionally
to the height of the girders exposed to wind action
(Fig. 9b). The forces acting on the FEM model nodes
belonging to the main girders were calculated by
means of the following equation:

W t W t
H

H
x

A

x

A( ) ( )� , (5)

while the force acting on the inner deck was calculated as
follows:

W t W t
H

H
x

D

x

D( ) ( )� , (6)

where H
A

and H
D

are the heights of the main girder and
inner deck, respectively. The magnitude of H is the total
height of two girders and deck H H H

A D
� �2 . Due to

the fact that the inner deck is represented by two bars, the
force acting on one of them is equal to:

W t W t
x

D

x

D1 1

2
( ) ( )� . (7)

2. The lift was distributed in a similar way as the drag
(Fig. 9c):
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where:

D D
A D

, – the widths of the main girder and the in-
ner deck, respectively,

D – the total width of all three girders
(decks), D D D

A D
� �2 .
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D – sumaryczna szerokoœæ wszystkich trzech
dŸwigarów (pomostów), D D D

A D
� �2 .

3. Ze wzglêdu na symetriê k³adki wzglêdem pionowej
p³aszczyzny przechodz¹cej przez g³ówn¹ centraln¹
pod³u¿n¹ oœ k³adki, si³y pionowe nie powoduj¹ powsta-
wania momentu (Rys. 9c). Nierównomierny rozk³ad si³
poziomych mo¿e powodowaæ powstawanie momentu
wzglêdem osi odpowiadaj¹cej osi wagi aerodynamicz-
nej w badaniach w tunelu (Rys. 9b). Wartoœæ tego mo-
mentu mo¿na policzyæ za pomoc¹ wzoru:

M t W t z W t z
wx x

A

A x

D

D
( ) ( ) ( )� � � � �2 2 1� � , (9)

przy czym jego wartoœæ zazwyczaj nie odpowiada w³aœci-
wej wartoœci momentu aerodynamicznego. W celu odtwo-
rzenia momentu aerodynamicznego w ka¿dym z „super-
wêz³ów” przy³o¿one zosta³y po dwie si³y o takich samych
wartoœciach:

W t
W t M t

x
y

add m wx

A

( )
( ) ( )

�
�

�
(10)

i przeciwnych zwrotach (pary si³). Si³y te przy³o¿one zo-
sta³y do wêz³ów dŸwigarów g³ównych, a ich wypadkowa
si³a jest równa 0 (Rys. 9d). Moment tej pary si³ wraz z mo-
mentem od si³ wywo³ywanych sk³adowymi oporu aero-
dynamicznego reprezentuje wartoœæ docelowego momen-
tu aerodynamicznego, tj.:

W t M t M t
m Wx Wy

add( ) ( ) ( )� � . (11)

W efekcie zostanie otrzymany uk³ad si³ reprezentuj¹cy
wszystkie trzy sk³adowe obci¹¿enia wiatrem.

4.5. METODY I PARAMETRY SYMULACJI
DYNAMICZNEGO ODDZIA£YWANIA
WIATRU NA K£ADKÊ

Trzy sk³adowe obci¹¿enia wiatrem zosta³y przy³o¿one do
wêz³ów modelu MES konstrukcji jako si³y skupione
zmienne w czasie zgodnie z procedur¹ przedstawion¹
w poprzednim punkcie. Analiza dynamicznego oddzia-
³ywania wiatru zosta³a przeprowadzona z wykorzystaniem
systemu MES – ALGOR. Wykorzystano dwie metody ob-
liczeñ umo¿liwiaj¹ce analizê konstrukcji pod obci¹¿eniem
zmiennym w czasie: metodê bezpoœredniego ca³kowania
równañ ruchu oraz metodê superpozycji modalnej. W ana-
lizie dynamicznej przyjêto nastêpuj¹ce parametry: liczba
kroków czasowych N

t
= 8192, wielkoœæ kroku czasowego

�t = 0,01 s (zgodnie z symulacj¹ pola wiatru), liczba
wêz³ów modelu, w których przy³o¿one zosta³o obci¹¿enie
zmienne w czasie: n = 160, logarytmiczny dekrement

3. Due to the fact that the footbridge is symmetric with re-
gard to the vertical plane crossing the principal central
longitudinal axis of the footbridge, the vertical forces do
not generate any moment (Fig. 9c). A non-uniform dis-
tribution of horizontal forces may result in generating
a moment about the axis corresponding to the aerody-
namic balance axis during tunnel testing (Fig. 9b). The
value of this moment can be calculated as follows:

M t W t z W t z
wx x

A

A x

D

D
( ) ( ) ( )� � � � �2 2 1� � , (9)

but its value usually is not equivalent to the proper value
of the aerodynamic moment. To reconstruct the aerody-
namic moment at each of the “supernodes” two forces
with the same values:

W t
W t M t

x
y

add m wx

A

( )
( ) ( )

�
�

�
(10)

and opposite directions (force couples) were applied.
These forces were applied to the main girders’ nodes and
the resultant force is equal to 0 (Fig. 9d). Moment of this
couple of forces along with the moment from forces gen-
erated by the aerodynamic drag components represents
the value of the target aerodynamic moment, i.e.:

W t M t M t
m Wx Wy

add( ) ( ) ( )� � . (11)

In this way a force system representing all the three wind
load components is obtained.

4.5. METHODS AND PARAMETERS OF
SIMULATION OF DYNAMIC WIND ACTION
ON THE FOOTBRIDGE

The three wind load components were applied to the
nodes of structure FEM model as variable concentrated
loads according to the procedure presented in the item
above. A dynamic wind action analysis was carried out
using the FEM – ALGOR software. Two computation
methods enabling an analysis of the structure under time
dependent load were: direct integration of equations of
motion and modal superposition. In the dynamic analysis
the following parameters were assumed: number of time
steps N

t
= 8192, time interval of �t = 0.01 s (according to

the wind field simulation), number of model nodes in
which a load variable in time was applied n = 160, loga-
rithmic damping decrement of � = 0.06. The � value was
the basis for the computation of the structure vibration
damping parameters required by ALGOR processors, i.e.,
if modal superposition is used the following coefficients
should be determined based on the known circular fre-
quencies of vibration (�

1
and �

2
):
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t³umienia � = 0,06. Na podstawie wartoœci � obliczone
zosta³y parametry t³umienia drgañ konstrukcji, wymagane
przez procesory systemu ALGOR, tj. w przypadku zasto-
sowania superpozycji modalnej nale¿y na podstawie zna-
nych czêstoœci ko³owych drgañ w³asnych (


1
i 


2
) wyzna-

czyæ wspó³czynniki:

�
�


 



 


�
� 
 


�
�

�

�
�

�

�

�

1 2

1 2

1 2

1

0,070884 ,

0,001286 ,

(12)

wykorzystane w modelu masowo-sztywnoœciowym t³u-
mienia:

C M K� � � �� � , (13)

gdzie macierz t³umienia C jest okreœlona jako kombinacja
liniowa macierzy mas M i macierzy sztywnoœci K.

W przypadku zastosowania metody bezpoœredniego ca³ko-
wania równañ ruchu nale¿y okreœliæ u³amek t³umienia kry-
tycznego: 
 �� �� / 2 0,00955.

W analizie za pomoc¹ superpozycji modalnej wykorzysta-
nych zosta³o 10 pierwszych postaci drgañ w³asnych, przy
czym z uwagi na charakter widma wiatru, czêstotliwoœci
drgañ w³asnych powy¿ej 2 Hz uleg³y filtracji (brak sk³ado-
wych o wy¿szych czêstotliwoœciach w symulowanych
procesach z uwagi na wielokrotnie mniejsze rzêdne widma
powy¿ej tej granicy w porównaniu z rzêdnymi poni¿ej tej
granicy). Wyniki otrzymane przy u¿yciu obu metod s¹ do
siebie bardzo zbli¿one.

5. WYNIKI OBLICZEÑ

5.1. WP£YW DYNAMICZNEGO
ODDZIA£YWANIA WIATRU

W wyniku obliczeñ z wykorzystaniem procesorów syste-
mu ALGOR otrzymane zosta³y przebiegi przemieszczeñ
wêz³ów konstrukcji poddanej dynamicznemu oddzia³ywa-
niu wiatru. Przeprowadzono dalsz¹ analizê przy uwzglêd-
nieniu dynamicznego oddzia³ywania wiatru, ciê¿aru w³as-
nego konstrukcji oraz kombinacji tych dwóch obci¹¿eñ.

Ekstremalne przemieszczenia w kierunku dzia³ania wia-
tru (oœ Y globalnego uk³adu wspó³rzêdnych) i w kierunku
pionowym (oœ Z globalnego uk³adu wspó³rzêdnych) zo-
sta³y otrzymane w obliczeniach za pomoc¹ bezpoœrednie-
go ca³kowania równañ ruchu oraz superpozycji modalnej.
Na podstawie przemieszczeñ wyznaczone zosta³y si³y

�
�


 



 


�
� 
 


�
�

�

�
�

�

�

�

1 2

1 2

1 2

1

0.070884 ,

0.001286 ,

(12)

used in the mass-stiffness-damping model:

C M K� � � �� � , (13)

where damping matrix C is defined as a linear combina-
tion of mass matrix M and stiffness matrix K.

If a method of direct integration of equations of motion is
applied then a fraction of critical damping should be de-
termined: 
 �� �� / 2 0.00955.

In the analysis the first ten mode shapes of free vibrations
were used by means of modal superposition, but due to
the character of wind spectrum, free vibration frequencies
above 2 Hz were filtered out (lack of higher frequency
components in the simulated processes due to many times
lower values of spectrum above this limit compared to the
values below it). Very similar results were obtained with
the two methods.

5. COMPUTATION RESULTS

5.1. EFFECTS OF DYNAMIC WIND ACTION

As a result of computations made with ALGOR software
the diagrams of nodes displacements of the structure sub-
jected to dynamic wind action were received. Further
analysis was carried out taking into consideration the dy-
namic wind action, structure deadweight and combina-
tion of these two loads.

Extreme displacements in the wind direction (Y axis of the
global coordinate system) and in vertical direction
(Z axis of the global coordinate system) were obtained as
a result of calculations by direct integration of equations
of motion and modal superposition. Internal forces and
stresses in structural elements were determined at each
time step based on the displacements. A combination pro-
ducing the worst distribution of normal stresses was de-
fined with the following equation:

�
max, min

� � �
P

A

M

W

M

W

2

2

3

3

, (14)

where P denotes axial forces, while M
2

and M
3

are
bending moments acting in two perpendicular directions
determined by local reference systems related to the
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wewnêtrzne oraz naprê¿enia w elementach konstrukcji na
ka¿dym kroku czasowym. Okreœlona zosta³a kombinacja
wywo³uj¹ca najbardziej niekorzystny rozk³ad naprê¿eñ
normalnych zgodnie ze wzorem:

�
max, min

� � �
P

A

M

W

M

W

2

2

3

3

, (14)

gdzie P to si³y osiowe, zaœ M
2

i M
3

to momenty zginaj¹ce
dzia³aj¹ce w dwóch prostopad³ych do osi prêta kierunkach
okreœlonych poprzez lokalne uk³ady odniesienia zwi¹zane
z przekrojem poprzecznym ka¿dego elementu skoñczone-
go w modelu konstrukcji (inne uk³ady wspó³rzêdnych ni¿
lokalne zwi¹zane z „superelementem”), natomiastW

2
iW

3

to odpowiednie wskaŸniki wytrzyma³oœci przekroju prêta.

Przeprowadzono statyczn¹ analizê konstrukcji poddanej
dzia³aniu ciê¿aru w³asnego. Wielkoœci ekstremalnych
przemieszczeñ obliczonych w wyniku symulacji dynami-
cznego oddzia³ywania wiatru zosta³y zsumowane z prze-
mieszczeniami obliczonymi w analizie statycznej dzia-
³ania ciê¿aru w³asnego. Maksymalne przemieszczenia pio-
nowe uzyskane w wyniku dzia³ania jedynie ciê¿aru w³as-
nego wynosz¹ 0,248 m, zaœ poziome, poprzeczne do osi
mostu s¹ bliskie zeru. Przemieszczenia pionowe wyni-
kaj¹ce z dynamicznego dzia³ania porywów wiatru wy-
nosz¹ 0,0109 m, zaœ poziome 0,0116 m. Wyniki szcze-
gó³owo zosta³y przedstawione w pracach [1], [2] i [10].

W Tablicy 2 zamieszczono wartoœci ekstremalnych na-
prê¿eñ normalnych powodowanych przez poszczególne
si³y wewnêtrzne w wyniku dynamicznego oddzia³ywania
wiatru, a tak¿e ich wartoœci w najbardziej niekorzystnym
uk³adzie si³ wewnêtrznych przy uwzglêdnieniu od-
dzia³ywania wiatru, ciê¿aru w³asnego i kombinacji tych
oddzia³ywañ. Z przeprowadzonych analiz wynika drugo-
rzêdne znaczenie dynamicznego oddzia³ywania wiatru
w stosunku do obci¹¿enia ciê¿arem w³asnym konstrukcji.

5.2. MO¯LIWOŒÆ WZBUDZENIA DRGAÑ
AEROELASTYCZNYCH

Analizuj¹c wyniki badañ modelowych i uwzglêdniaj¹c
cechy dynamiczne mostu dla pieszych oraz jego rozbudo-
wan¹ geometriê mo¿na sformu³owaæ wniosek, ¿e drgania
aeroelastyczne typu galopowania, flatteru i krytycznego
wzbudzenia wirowego nie powinny wyst¹piæ.

cross-sections of the respective finite element in a struc-
ture model (coordinate systems others than local ones re-
lated to “superelements”), whileW

2
andW

3
are respective

section modules of a cross-section.

A static analysis of the structure under deadweight load-
ing was made. Magnitudes of extreme displacements
computed as a result of dynamic wind action simulations
were added to the displacements calculated in the course
of deadweight action analysis. Maximum vertical dis-
placements due to deadweight are equal to 0.248 m,
whereas horizontal, perpendicular to the bridge axis are
close to zero. Vertical displacements due to dynamic
wind gusts are equal to 0.0109 m, whereas horizontal to
0.0116 m. Detailed results are shown in [1], [2] and [10].

Table 2 represents the values of extreme normal stresses
generated by individual internal forces as a result of dy-
namic wind action, as well as the values of these stresses
under the worst case of internal forces taking into account
the action of wind, deadweight, as well as their combina-
tions. The analyses results indicate that the dynamic wind
action is a matter of secondary importance with regard to
the structure deadweight loading.

5.2. POSSIBILITY OF AEROELASTIC
VIBRATION

Analysing the model research results and taking into
account the dynamic characteristics of footbridge and its
complex geometry a conclusion may be formulated that
aeroelastic vibrations of galloping, flutter and critical
vortex excitation should not occur.
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Table 2. Extreme normal stresses � [MPa]

Tablica 2. Ekstremalne naprê¿enia normalne � [MPa]

Wind
Wiatr

Deadweight
Ciê¿ar
w³asny

Deadweight + wind
Ciê¿ar w³asny + wiatr

[MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa]

P -2.3 4.1 – – – –

M
2

-19.8 18.506 – – – –

M
3

-5.3 12.4 – – – –

Combination
of forces

Kombinacja
si³

-20.8 8.5 -338.5 138.4 -359.3 146.9



6. OCENA KRYTERIÓW KOMFORTU
WIBRACYJNEGO Z UWAGI NA
DYNAMICZNE ODDZIA£YWANIE
WIATRU

Na podstawie otrzymanych wyników maksymalnych i mi-
nimalnych przemieszczeñ w kierunku poziomym Y i pio-
nowym Z oszacowano maksymalne amplitudy drgañ:

• w kierunku poziomym: AY

max
v m/ s

0,005 m
�

�
22

,

• w kierunku pionowym: AZ

max
v m/ s

0,005 m
�

�
22

.

Przyjmuj¹c, ¿e ruch pieszych nie wyst¹pi przy prêdkoœci
wiatru przekraczaj¹cej 15 m/s, poni¿ej oszacowano ma-
ksymalne wartoœci RMS przyspieszeñ drgañ w kierunku
poziomym i pionowym:

• w kierunku poziomym przy czêstotliwoœci drgañ
f f

Y
� �

1
1,16 Hz:

� �
Y v 15 m/ s

211

22

1

3,5
1,16 0,005 0,052

�
� � � � � �4 2 m/s 2 ,

• w kierunku pionowym przy czêstotliwoœci drgañ
f f

Z
� �

2
1,21 Hz:

� �
Z v 15 m/ s

211

22

1

3,5
1,21 0,005 0,056

�
� � � � � �4 2 m/s 2 ,

• w kierunku pionowym przy czêstotliwoœci drgañ
f f

Z
� �

3
2,63 Hz:

� �
Z v 15 m/ s

211

22

1

3,5
2,63 0,005 0,266

�
� � � � � �4 2 m/s 2 .

Kryteria komfortu wibracyjnego na mostach dla pieszych
w przypadku drgañ wystêpuj¹cych rzadko, generowanych
przez wiatr przedstawiono na Rys. 10, na podstawie prac
[10 - 12]. Z rysunku tego wynika, ¿e wartoœci dopuszczal-
ne RMS przyspieszeñ drgañ wynosz¹ odpowiednio:

• w kierunku poziomym przy czêstotliwoœci f
Y

�
1,16 Hz: �

Y

dop � 0,25 m/s 2 > 0,052 m/s 2 ,

• w kierunku pionowym przy czêstotliwoœci f
Z

�
1,21 Hz: �

Z

dop �1,00 m/s 2 > 0,056 m/s 2 ,

• w kierunku pionowym przy czêstotliwoœci f
Z

�
2,63 Hz: �

Z

dop � 0,85 m/s 2 > 0,266 m/s 2 ,

a wiêc kryteria komfortu wibracyjnego przy oddzia³ywa-
niu wiatru na analizowan¹ k³adkê s¹ spe³nione.

6. ASSESSMENT OF VIBRATION
COMFORT CRITERIA DUE TO DYNAMIC
WIND ACTION

Based on the obtained results of maximum and minimum
horizontal Y and vertical Z displacements maximum
vibration amplitudes were calculated as follows:

• in the horizontal direction: AY

max
v m/ s

0.005 m
�

�
22

,

• in the vertical direction: AZ

max
v m/ s

0.005 m
�

�
22

.

Assuming the absence of pedestrian traffic at wind speeds
exceeding 15 m/s, maximum RMS values of vibration ac-
celeration in the horizontal and vertical directions were
estimated:

• in the horizontal direction at vibration frequency of
f f

Y
� �

1
1.16 Hz:

� �
Y v 15 m/ s

211

22

1

3.5
1.16 0.005 0.052

�
� � � � � �4 2 m/s 2 ,

• in the vertical direction at vibration frequency of
f f

Z
� �

2
1.21 Hz:

� �
Z v 15 m/ s

211

22

1

3.5
1.21 0.005 0.056

�
� � � � � �4 2 m/s 2 ,

• in the vertical direction at vibration frequency of
f f

Z
� �

3
2.63 Hz:

� �
Z v 15 m/ s

211

22

1

3.5
2.63 0.005 0.266

�
� � � � � �4 2 m/s 2 .

The vibration comfort criteria for pedestrian bridges for
rarely occurring wind-driven vibrations are shown in
Fig. 10, based on the studies [10 - 12]. According to this
figure, the permitted RMS values of vibration accelera-
tion are as follows:

• in the horizontal direction at vibration frequency of
f

Y
=1.16 Hz: �

Y

dop � 0.25 m/s 2 > 0.052 m/s 2 ,

• in the vertical direction at vibration frequency of
f

Z
=1.21 Hz: �

Z

dop �1.00 m/s 2 > 0.056 m/s 2 ,

• in the vertical direction at vibration frequency of
f

Z
= 2.63 Hz: �

Z

dop � 0.85 m/s 2 > 0.266 m/s 2 ,

and thus the vibration comfort criteria under wind action
on the analysed footbridge are met.
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7. WNIOSKI

W wyniku przeprowadzonych badañ modelowych w tu-
nelu aerodynamicznym i analiz komputerowych do-
tycz¹cych dynamicznego oddzia³ywania wiatru mo¿na
sformu³owaæ nastêpuj¹ce wnioski:

1. Otrzymane przemieszczenia i naprê¿enia w wyniku
symulacji dynamicznego oddzia³ywania wiatru s¹ nie-
wielkie, szczególnie w porównaniu z wartoœciami ob-
liczonymi pod obci¹¿eniem ciê¿arem w³asnym.
Wp³yw dynamicznego oddzia³ywania wiatru na
k³adkê mo¿na wiêc uznaæ za drugorzêdny i niezagra-
¿aj¹cy bezpieczeñstwu k³adki.
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Fig. 10. Criteria for vibration comfort on the footbridges in case of vibrations that occur rarely and are generated by the wind:

a) vertical vibrations at frequency 1.0 - 25 Hz, b) horizontal vibrations at frequency 1.0 - 25 Hz, c) vertical vibrations

at frequency 0.063 - 1.0 Hz, d) horizontal vibrations at frequency 0.063 - 1.0 Hz

Rys. 10. Kryteria komfortu wibracyjnego na mostach dla pieszych w przypadku drgañ wystêpuj¹cych rzadko, generowanych przez wiatr:

a) drgania pionowe o czêstotliwoœci 1,0 - 25 Hz, b) drgania poziome o czêstotliwoœci 1,0 - 25 Hz, c) drgania pionowe o czêstotliwoœci

0,063 - 1,0 Hz, d) drgania poziome o czêstotliwoœci 0,063 - 1,0 Hz

a) b)

c) d)

7. CONCLUSIONS

As a result of wind tunnel model tests and computer anal-
yses regarding the dynamic wind action the following
conclusions may be formulated:

1. The displacements and stress values obtained as a re-
sult of simulations of the dynamic wind action are in-
significant, in particular when compared to the values
obtained from computations of deadweight loading.
Therefore the effect of the dynamic wind action on the
footbridge can be considered to be minor and not en-
danger the footbridge safety.
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2. Biorąc pod uwagę wyniki badań eksperymentalnych, 
nie wystąpią zjawiska aerodynamiczne typu flatter, ga­
lopowanie, krytyczne wzbudzenie wirowe. 

3. Kryteria komfortu wibracyjnego przechodniów na ana­
lizowanym moście dla pieszych w przypadku drgań 
występujących rzadko, generowanych przez wiatr są 
spełnione z dużym zapasem. 
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