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1. WSTÊP

Materia³y Bürgersa, Bogus³avskich i Zenera [1 - 4] mog¹ byæ wykorzystywane do
modelowania materia³ów nawierzchni drogowych w zakresie w³aœciwoœci sprê¿y-
sto-lepkich, zw³aszcza warstw utwardzonych, w tym szczególnie mieszanek mine-
ralno-asfaltowych. Najpowszechniej stosowany z nich, tj. materia³ Bürgersa, oprócz
zalet wzglêdnie dobrej adekwatnoœci opisu rzeczywistych w³aœciwoœci mieszanek
mineralno-asfaltowych ma równie¿ wady – miêdzy innymi stosunkowo du¿¹
z³o¿onoœæ matematyczn¹ i pewne niezgodnoœci z rzeczywistoœci¹ odpowiedzi mate-
ria³u.

W artykule zestawiono i omówiono porównawczo rezultaty oœmiu testów teoretycz-
nych zachowania siê materia³ów Bürgersa, Bogus³avskich i Zenera w osiowym stanie
naprê¿enia-odkszta³cenia „� �� ”. S¹ to próby cyklicznego harmonicznego (sinuso-
idalnego) naprê¿enia i odkszta³cenia, cyklicznego pulsacyjnego (sinusoidalnie) na-
prê¿enia i odkszta³cenia, symetrycznego (naprzemiennego) impulsowego (prze-
dzia³ami sta³ego) naprê¿enia i odkszta³cenia oraz jednostronnego impulsowego naprê-
¿enia i odkszta³cenia. Taka porównawcza analiza, na podstawie wyra¿eñ ogólnych
(wzorów) i konkretnych przyk³adów (wykresów) przebiegów w czasie naprê¿eñ lub
odkszta³ceñ, z wykorzystaniem rezultatów zawartych w pracach [5 - 7] i sygnalnej
analizy w pracy [8], naœwietla pe³niej w³aœciwoœci rozpatrywanych materia³ów, w tym
pod k¹tem adekwatnoœci do w³aœciwoœci materia³ów nawierzchni drogowych. Testy
pulsacyjnego i impulsowego jednostronnego wymuszenia s¹ o tyle istotne, ¿e odpo-
wiadaj¹ warunkom drogowym powtarzaj¹cych siê obci¹¿eñ w pewnym przedziale
czasu pojazdami w danym przekroju nawierzchni, rosn¹cych od zera do okreœlonej
wartoœci – pierwszy w sposób ci¹g³y, drugi w sposób skokowy. Natomiast testy na-
przemiennego (symetrycznego) impulsowego (skokowego) i harmonicznego
(ci¹g³ego) wymuszenia s¹ niejako „granicznymi reprezentantami” laboratoryjnych te-
stów wymuszenia oddzia³ywania na próbkê materia³u nawierzchni. Testy impulsowe-
go (przedzia³ami sta³ego w czasie) naprê¿enia i odkszta³cenia „zawieraj¹” jako
element próby sta³ego w czasie naprê¿enia i odkszta³cenia w czasie, czyli najbardziej
standardowe próby zachowania siê reologicznego materia³ów.

Z uwagi na ograniczon¹ objêtoœæ tekstu pracy, podajemy jedynie gotowe (bez wypro-
wadzeñ) wyra¿enia (wzory niezale¿ne od danych liczbowych) na reakcje materia³ów
na próby naprê¿enia lub odkszta³cenia wraz z wykresami przyk³adowych przebiegów
dla trzech materia³ów (dla wybranych warunków pocz¹tkowych, wartoœci parame-
trów materia³owych i parametrów testów), z odpowiednimi komentarzami do tych
wzorów i wykresów. Komentarze maj¹ g³ównie, poza ciekawymi przypadkami szcze-
gólnymi, charakter uniwersalny (wynikaj¹cy ze wzorów), ilustrowany przyk³adowy-
mi wykresami. Dodatkowo przeprowadzon¹ analizê wzmocniono odniesieniami do
wyników wykonanych eksperymentów dla próbek materia³u z nawierzchni drogowej
(AC 11), potwierdzaj¹cych lub nie zgodnoœæ z okreœlonymi w³aœciwoœciami mate-
ria³ów modelowych.
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2. MODELE FIZYCZNE, RÓWNANIA KONSTYTUTYWNE
I PARAMETRY MATERIA£OWE

Modele fizyczne materia³ów Bürgersa, Bogus³avskich i Zenera przedstawiono sche-
matycznie kolejno na rys. 1a-c.

Schematy te zawieraj¹ kombinacje po³¹czeñ sprê¿yn o wspó³czynnikach (modu³ach)
sprê¿ystoœci E

1
i E

2
, symbolizuj¹cych w³aœciwoœci sprê¿yste materia³u i t³umików

o wspó³czynnikach (modu³ach) lepkoœci �
1

i �
2
, symbolizuj¹cych w³aœciwoœci lepkie

materia³u. Schemat materia³u Bürgersa przedstawia szeregowe po³¹czenie schematów
materia³ów Maxwella (po³¹czenie szeregowe sprê¿yny i t³umika) i Kelvina-Voighta
(po³¹czenie równoleg³e sprê¿yny i t³umika), a schemat materia³u Bogus³avskich –
po³¹czenie równoleg³e schematów tych materia³ów. Natomiast schematy materia³u
Zenera s¹ dwa, gdy¿ oba prowadza do identycznej postaci równania konstytutywnego:
(i) przypadek szczególny schematu materia³u Bürgersa, (ii) przypadek szczególny
schematu materia³u Bogus³avskich.

Równania konstytutywne analizowanych materia³ów, zbudowane zgodnie z powy¿-
szymi schematami ze zwi¹zków konstytutywnych dla materia³u liniowo-sprê¿ystego
Hooke'a (symbolizowanego przez sprê¿ynê) i materia³u liniowo-lepkiego Newtona
(symbolizowanego przez t³umik), wi¹¿¹ce zale¿ne od czasu wypadkowe naprê¿enie
� �� ( )t i ca³kowite odkszta³cenie � �� ( )t , , maj¹ postaæ nastêpuj¹cego
równania ró¿niczkowego zwyczajnego:

a b c d e f� � � � � � �� � � �� �� � �� , (1)

gdzie wspó³czynniki a, b, …, f s¹ zale¿ne od parametrów materia³owych E
1
, ..., �

2
za

pomoc¹ odpowiednich dla ka¿dego schematu materia³u wzorów [5 -7], przy czym:
• w przypadku materia³u Bürgersa
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• w przypadku materia³u Bogus³avskich
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• w przypadku materia³u Zenera

– dla schematu (i)
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– dla schematu (ii)
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Zerowanie siê wspó³czynnika d w przypadku materia³u Bürgersa miêdzy innymi im-
plikuje, ¿e dowolne sta³e odkszta³cenie �( )t = const przy braku naprê¿enia �( )t �0
spe³nia równanie (1), co ma wp³yw na ujêcie zjawiska relaksacji. Mianowicie materia³
Bürgersa relaksuje do zerowej wartoœci naprê¿enia z dowolnego poziomu naprê¿enia
pocz¹tkowego, niezale¿nie od wartoœci sta³ego w czasie odkszta³cenia.

Obecnoœæ w równaniu (1) drugich pochodnych odkszta³cenia i naprê¿enia w przypad-
ku materia³u Bürgersa oraz drugiej pochodnej odkszta³cenia w przypadku materia³u
Bogus³avskich wynika z koniecznoœci ró¿niczkowania zwi¹zków konstytutywnych
elementów sk³adowych schematu modelu fizycznego przy wyprowadzaniu równania
(1). W konsekwencji rozwi¹zanie ogólne tego równania przy danym� �� ( )t wymaga
przyjêcia, oprócz pocz¹tkowej wartoœci odkszta³cenia �( )0 , tak¿e pocz¹tkowej prêd-
koœci odkszta³cenia �( )� 0 , a przy danym � �� ( )t – przyjêcia, oprócz pocz¹tkowej war-
toœci naprê¿enia �( )0 , równie¿ pocz¹tkowej prêdkoœci naprê¿enia �( )� 0 w przypadku
materia³u Bürgersa. Obecnoœæ drugiej pochodnej odkszta³cenia lub naprê¿enia kom-
plikuje tak¿e stronê rachunkow¹ przy wyznaczaniu rozwi¹zañ równania (1). Niedo-
godnoœci tych nie wykazuje materia³ Zenera („materia³ standardowy”).

W podanych dalej przyk³adach liczbowych odpowiedzi (w postaci wykresów) rozwa-
¿anych materia³ów na wybrane próby (testy) naprê¿enia lub odkszta³cenia przyjêto
nastêpuj¹ce, zestawione w tablicy 1, wartoœci wspó³czynników materia³owych –
identyczne dla wszystkich trzech materia³ów. Dane te zaczerpniêto z pracy [9] jako
parametry materia³owe modelu Bürgersa betonu asfaltowego dla podbudowy w tem-
peraturze 15�C.

Tablica 1. Przyk³adowe wartoœci parametrów materia³owych na podstawie [9]
Table 1. The example values of material parameters [9]

E1

[MPa]
E2

[MPa]
�1

[MPa·s]
�2

[MPa·s]

8390 5906 366 156

3. PRÓBA CYKLICZNEGO HARMONICZNEGO NAPRÊ¯ENIA
I ODKSZTA£CENIA

Jeœli wymuszone jest naprê¿enie w sposób harmoniczny, np. sinusoidalny�( )t �
�� �o sin t, t� �[ , )0 , rys. 2a, to odpowiedzi materia³ów Bürgersa, Bogus³awskich
i Zenera w postaci wyra¿eñ na odkszta³cenie�( )t , t � 0przedstawiaj¹ siê nastêpuj¹co:

• w przypadku materia³u Bürgersa
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• w przypadku materia³u Bogus³avskich
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• w przypadku materia³u Zenera

� �
�

�( ) ( )exp sin exp sint
e

d
t

E

e

d
t

z

� ��

	



�

�

 � ��

	



�

�

 �0 o ( ) , [ , )� �t t�

�

�
�

�

�
� � �0 , (11)

przy

E E
e d

b a

bd ae

be ad
z c
� �

�

�

�

�
�

�

�
� �

�

�

2 2 2

2 2 2

1 2

2

�

�
� �

�

/

, tg . (12)

Wielkoœci �( )0 i �( )� 0 s¹ pocz¹tkowymi wartoœciami odkszta³cenia i prêdkoœci od-
kszta³cenia, E

z
jest modu³em zastêpczym (dynamicznym) – wartoœci¹ modu³u zespo-

lonego E
c
, a � jest k¹tem przesuniêcia fazowego odkszta³cenia w stosunku do

naprê¿enia. Wspó³czynniki te okreœlamy zgodnie ze wzorami:

� � � �� �E E
c z

, o o , (13)

� � � � � � � �� � � �o oexp( ), exp( ), exp( )i t i t i E E i
c z

. (14)

Po przyjêciu (zgodnie z odpowiednimi schematami materia³ów z rys. 1):
• w przypadku materia³u Bürgersa

� �
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• w przypadku materia³u Bogus³avskich

� �
� � �

� �
( ) , �( )0 0 0 1

1 1 2

� �
�E

o , (16)
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• w przypadku materia³u Zenera wed³ug schematu (i) z rys. 1c:

�( )0 0� , (17)

przy danych materia³owych z tablicy 1 oraz � #�20 [1/s] i � o =100 kPa wykresy od-
kszta³ceñ poszczególnych materia³ów s¹ kolejno pokazane na rys. 2b-d.

Wszystkie materia³y, przy próbie cyklicznego naprê¿enia harmonicznego, wykazuj¹
po pewnym okresie pocz¹tkowym (kilku cykli naprê¿enia) odkszta³cenia cykliczne ró-
wnie¿ harmonicznie zmienne, z opóŸnienie fazowym � w stosunku do cyklu napre¿e-
nia i z amplituda równ¹ � o /E

z
. Ró¿nice dotycz¹ szybkoœci stabilizacji (ustalania siê

postaci harmonicznej) wyra¿enia na odkszta³cenie i kszta³tu krzywej zanikaj¹cej,
wokó³ której oscyluje odkszta³cenie. Istotn¹ cech¹ jakoœciow¹, ró¿nicuj¹c¹ materia³
Bürgersa w stosunku do pozosta³ych jest to, ¿e cykle odkszta³cenia po ustaleniu nastê-
puj¹ wokó³ pewnej niezerowej wartoœci sta³ej, zale¿nej od parametrów materia³owych,
wartoœci amplitudy naprê¿enia oraz od stanu pocz¹tkowego (pocz¹tkowych wartoœci
odkszta³cenia i prêdkoœci odkszta³cenia), podczas gdy odkszta³cenie pozosta³ych mate-
ria³ów oscyluje wokó³ wartoœci zerowych.

W przypadku próby cyklicznego harmonicznego (sinusoidalnego) odkszta³cenia
� � �( ) sin( )t t� o , t� �[ , )0 rozwa¿ane materia³y zachowuj¹ siê zgodnie z poni¿szymi
wyra¿eniami na naprê¿enie �( ) [ ,t t, )� �0 :

• w przypadku materia³u Bürgersa
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• w przypadku materia³u Bogus³avskich
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• w przypadku materia³u Zenera
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i� okreœlonych wzorami (12), przy czym�( )0 i �( )� 0 s¹ pocz¹tkowymi warto-
œciami naprê¿enia i prêdkoœci naprê¿enia.
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Po przyjêciu (zgodnie z odpowiednimi schematami materia³ów z rys. 1):
• w przypadku materia³u Bürgersa

�( )0 0� , �( )� � �0
1

� E o , (22)
• w przypadku materia³u Bogus³avskich

� � � � �( ) ( )0
1 2

� � o , (23)
• w przypadku materia³u Zenera wed³ug schematu (ii) z rys. 1c

�( )0 0� (24)

oraz danych materia³owych z tablicy 1 i� #�20 [1/s],� o =130 10 6$ � przyk³adowe wy-
kresy zmiennoœci �( )t pokazano na rys. 3b-d.

Wszystkie materia³y, przy próbie cyklicznego odkszta³cenia harmonicznego, wykazuj¹
po pewnym okresie pocz¹tkowym (kilku cykli odkszta³cenia) naprê¿enia cykliczne rów-
nie¿ harmonicznie zmienne, z wyprzedzeniem fazowym � w stosunku do cyklu od-
kszta³cenia i z amplituda równ¹ � o E

z
, które wszystkie oscyluj¹ wokó³ wartoœci

zerowych. Ró¿nice dotycz¹ szybkoœci stabilizacji (ustalania siê postaci harmonicznej)
wyra¿enia na naprê¿enie i kszta³tu krzywej zanikaj¹cej, wokó³ której naprê¿enie oscyluje.

4. PRÓBA CYKLICZNEGO PULSACYJNEGO NAPRÊ¯ENIA
I ODKSZTA£CENIA

W przypadku próby cyklicznego naprê¿enia pulsacyjnego (sinusoidalnego) �( )t �
�� �o sin ( / )2 2t , t� �[ , )0 , (rys. 4a), odpowiedzi materia³ów Bürgersa, Bogus³aw-
skich i Zenera okreœlone s¹ nastêpuj¹cymi wzorami na odkszta³cenia �( )t , t � 0 :

• w odniesieniu do materia³u Bürgersa
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(25)

gdzie e i f okreœlone s¹ za pomoc¹ (2), a ~ /� # �� �2 , przy czym E
z
i� wyra¿aj¹ siê

wzorami (7),
• w odniesieniu do materia³u Bogus³avskich

� � �( ) { ( )[ exp( ) exp( )] � ( )[ext
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p p t p p t�
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+
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2 1

,� � �( cos ~ sin ~)exp( )]}� � �p p t t
1 2

� �[ , ),0

(26)

gdzie p
1
, p

2
okreœlone s¹ wzorami (9), ~� � #� � /2, przy czym E

z
i� wyra¿aj¹ siê za

pomoc¹ (10),
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• w odniesieniu do materia³u Zenera
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sin( ~) sin ~exp
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(27)

gdzie b, d i e wyra¿aj¹ siê odpowiednio wzorami odpowiednio (4) lub (5), zaœ
~� �# % & �� , przy E

z
i � okreœlonych wzorami (12). Przy tym �( )0 i �( )� 0 w powy¿-

szych wzorach na �( )t s¹ pocz¹tkowymi wartoœciami odkszta³cenia i prêdkoœci od-
kszta³cenia odpowiedniego materia³u.

Po przyjêciu (zgodnie z odpowiednimi schematami materia³ów z rys. 1):

• w przypadku materia³u Bürgersa i Bogus³avskich

� �( ) , �( )0 0 0 0� � , (28)

• w przypadku materia³u Zenera wed³ug schematu (i) z rys. 1c

�( ) ,0 0� (29)

przy danych materia³owych z tablicy 1 oraz � #�20 [1/s] i � o =100 kPa wykresy od-
kszta³ceñ poszczególnych materia³ów s¹ kolejno pokazane na rys. 4b-d.

Wszystkie materia³y, przy próbie cyklicznego naprê¿enia pulsacyjnego zachowuj¹ siê
w odpowiedzi podobnie w tym sensie, ¿e odkszta³cenie implikowane przez to naprê¿e-
nie jest tak¿e pulsuj¹ce, ale wokó³ funkcji, która w przypadku materia³u Bürgersa przy
rosn¹cej t zbli¿a siê do prostej ukoœnej pod k¹tem zale¿nym od lepkoœci „t³umika
Maxwella” i amplitudy naprê¿enia, wychodz¹cej z punktu zale¿nego od sta³ych mate-
ria³owych, amplitudy naprê¿enia i tak¿e od pocz¹tkowych wartoœci odkszta³cenia
i prêdkoœci odkszta³cenia (odkszta³cenie narasta pulsacyjnie do nieskoñczonoœci) –
podczas, gdy w przypadku pozosta³ych materia³ów wspomniana funkcja œredniego od-
kszta³cenia ustala siê, z ró¿n¹ szybkoœci¹, na poziomie zale¿nym od sta³ych mate-
ria³owych oraz amplitudy naprê¿enia i niezale¿nym od pocz¹tkowego stanu
odkszta³cenia. Ustalony po kilku cyklach zakres zmiennoœci czêœci pulsacyjnej od-
kszta³cenia, przy dodatnich wartoœciach, jest dla wszystkich materia³ów równy � o /E

z
,

z E
z

oznaczaj¹cym modu³ dynamiczny (wartoœæ modu³u zespolonego).

Jeœli wymuszone (zadane) jest odkszta³cenie pulsacyjne � � �( ) sin ( / )t t� o
2 1 2 ,

t� �[ , )0 , (rys. 5a), to rozwa¿ane materia³y zachowuj¹ siê zgodnie z poni¿szymi wzo-
rami na naprê¿enie �( )t :

• w przypadku materia³u Bürgersa

�
� �

( )
( )

[ exp( ) exp( )]
� ( )

t
p p

p p t p p t
p p

�
�

� � � �
�

0 0

1 2

1 2 2 1

1 2

[exp( ) exp( )]

[( cos ~ si

� � � �

�
�

�

p t p t

E

p p
pz

2 1

1 2

2

1

2

�
� 'o n ~ )exp( ) ( cos ~ sin ~ )exp( )]' � ' '� � � � �p t p p t

1 1 2

� �
1

2
� � '

o
E t t

z
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(30)

gdzie p
1

i p
2

okreœlone s¹ za pomoc¹ (19), a ~' �# % ��2 , przy czym E
z
i � wyra¿aj¹

siê wzorami (7),
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• w przypadku materia³u Bogus³avskich
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(31)

gdzie a i b okreœlone s¹ za pomoc¹ (3), a ~ ~ /' � � #� � � 2 , przy� i E
z

wyra¿onych
wzorami (10),

• w przypadku materia³u Zenera
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sin( ~) sin ~ exp
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(32)

gdzie a, b i e okreœlone s¹ odpowiednio wzorami (4) i (5), a ~ /' # �� �2 , przy � i E
z

wyra¿onych wzorami (12). Przy tym�( )0 i �( )� 0 s¹ pocz¹tkowymi wartoœciami naprê¿e-
nia i prêdkoœci naprê¿enia.

Po przyjêciu (zgodnie z odpowiednimi schematami materia³ów z rys. 1):
• w przypadku materia³u Bürgersa

� �( ) , �( )0 0 0 0� � , (33)

• w przypadku materia³u Bogus³avskich i materia³u Zenera wed³ug schematu (ii)
z rys. 1c

�( ) ,0 0� (34)

oraz danych materia³owych z tablicy 1 i � #�20 [1/s], � o � $ �130 10 6 przyk³adowe
wykresy zmiennoœci �( )t pokazano na rys. 5b-d.

Wszystkie materia³y, przy próbie cyklicznego odkszta³cenia pulsacyjnego (sinuso-
idalnego), wykazuj¹ po pewnym okresie pocz¹tkowym (kilku cykli odkszta³cenia)
naprê¿enia cykliczne równie¿ pulsacyjnie zmienne, z zakresem zmiennoœci � o E

z
.

Ró¿nice dotycz¹ szybkoœci stabilizacji (ustalania siê postaci harmonicznej) wyra¿e-
nia na naprê¿enie i kszta³tu krzywej zanikaj¹cej, wokó³ której oscyluje naprê¿enie.
Ponadto w przypadku materia³u Bürgersa wartoœæ œrednia naprê¿enia ustala siê na po-
ziomie zerowym, podczas gdy dla pozosta³ych materia³ów na poziomie dodatnim.

5. PRÓBA IMPULSOWEGO SYMETRYCZNEGO NAPRÊ¯ENIA
I ODKSZTA£CENIA

W przypadku naprê¿enia impulsowego symetrycznego (naprzemiennego):� �( )t � o ,
t t� ([ , )0 ;� �( )t � � o , t t t� ([ , )) , rys. 6a, odpowiedzi materia³ów Bürgersa, Bogus³aw-
skich i Zenera w postaci wyra¿eñ na odkszta³cenie�( )t , t t� [ , )0 ) przedstawiaj¹ siê na-
stêpuj¹co:
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• w przypadku materia³u Bürgersa
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gdzie e i f okreœlone s¹ za pomoc¹ (2),
• w przypadku materia³u Bogus³avskich
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gdzie p
1

i p
2

okreœlone s¹ wzorami (9),
• w przypadku materia³u Zenera
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gdzie b, d i e wyra¿one s¹ odpowiednio wzorami (4) i (5). Przy tym �( )0 i �( )� 0
s¹ pocz¹tkowymi wartoœciami odkszta³cenia i prêdkoœci odkszta³cenia,
� � �( ) ( ) ( )( � ( � � (t t t0 ) i �( ) �( ) �( )� � �( � ( � � (t t t0 ) , a )�( )(t i ) �( )� (t oznaczaj¹ skoki
(natychmiastowe przyrosty) odkszta³cenia i prêdkoœci odkszta³cenia w chwili (t .

Przyjmuj¹c zgodnie ze schematami materia³ów na rys. 1:
• dla materia³u Bürgersa
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• dla materia³u Bogus³avskich
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• dla materia³u Zenera (schemat (i) z rys. 1c)
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t
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przedstawiono na rys. 6. b-d przyk³ady wykresów�( )t , t t� [ , )0 ) przy danych z tablicy 1
oraz (t = 0,1 s, )t = 0,2 s,� o = 100 kPa.

Porównuj¹c odkszta³cenia rozwa¿anych materia³ów, mo¿na stwierdziæ ró¿nice jako-
œciowe w ich zachowaniach przy próbie naprzemiennego impulsowego naprê¿enia.
Materia³ Bogus³avskich nie wykazuje skokowej zmiany odkszta³cenia przy zmianie
znaku naprê¿enia, jedynie nawrót („z³amanie”) wykresu odkszta³cenia (skokowa
zmiana prêdkoœci odkszta³cenia), podczas gdy pozosta³e materia³y natychmiastow¹
(sprê¿yst¹) zmianê odkszta³cenia. Mimo pewnego podobieñstwa zachowania siê ma-
teria³ów Bürgersa i Zenera s¹ miêdzy nimi istotne ró¿nice jakoœciowe. Mianowicie,
odcinki krzywoliniowe wykresu odkszta³cenia materia³u Bürgersa przy zwiêkszaniu
czasów trwania (t i)t zbli¿aj¹ siê do prostych ukoœnych, zale¿nych od parametrów ma-
teria³owych, a tak¿e warunków pocz¹tkowych w chwilach t � �0 i t t� (� – podczas,
gdy analogiczne odcinki krzywoliniowe w odniesieniu dla materia³u Zenera (a tak¿e
materia³u Bogus³avskich) zbli¿aj¹ siê do sta³ych wartoœci zale¿nych jedynie od para-
metrów materia³owych (oczywiœcie wszystko proporcjonalnie do poziomu naprê¿enia
� o ). Wynika z tego, ¿e jedynie dla krótkich okresów (t i )t , czyli dla wymuszenia rze-
czywiœcie impulsowego zachowania materia³ów Bürgersa i Zenera s¹ podobne.

W przypadku próby odkszta³cenia impulsowego symetrycznego (naprzemiennego)
� �( )t � o , t t� ([ , )0 ; � �( )t � � o , t t t� ([ , )) , rys. 7a, implikowane naprê¿enia wyra¿aj¹
siê odpowiednio wzorami:

• dla materia³u Bürgersa

� �

�

( ) { ( )[ exp( ) exp( )]

�(

t
p p

p p t p p t�
�

� � � �

�

1
0

1 2

1 2 2 1

0 0
2 1

)[exp( ) exp( )]} [ , )� � � � (p t p t t t, ,

(45)

� �( ) { ( )[ exp( ( )) exp( ( )t
p p

t p p t t p p t t�
�

( � � ( � � � (1

2 2

1 2 2 1
)]

�( )[exp( ( )) exp( ( ))]},

�

� ( � � ( � � � (� t p t t p t t
2 1

t t t� ([ , )) ,
(46)

gdzie p
1

i p
2

okreœlone s¹ wzorami (19),

• dla materia³u Bogus³avskich

�
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�( ) exp ( )exp ,t
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b
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gdzie a i b okreœlone s¹ wzorami (3),
• dla materia³u Zenera
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gdzie a, b i e okreœlone s¹ odpowiednio wzorami (4) i (5), przy czym w powy¿szych
wyra¿eniach�( )0 i �( )� 0 s¹ pocz¹tkowymi wartoœciami naprê¿enia i prêdkoœci naprê¿e-
nia, � � �( ) ( ) ( )( � ( � � (t t t0 ) i �( ) �( ) �( )� � �( � ( � � (t t t0 ) , a )�( )(t i ) �( )� (t oznaczaj¹
skoki (natychmiastowe przyrosty) naprê¿enia i prêdkoœci naprê¿enia w chwili (t .

Jeœli przyj¹æ (zgodnie ze schematami na rys. 1)
• dla materia³u Bürgersa
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� �

�( ) , �( ) ,0 0
1

1

1

1

2

1
� � � �

�

	





�

�



E

E E
E

o o
(51)

) )� � �
� �

�( ) , �( )( � � ( � �
�

	





�

�



t E t

E E
E2 2

1
1

1

1

2
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, (52)

• dla materia³u Bogus³avskich

� � � �( ) , ( ) ,0 2
2 2

� ( � �E t E
o o

) (53)

• dla materia³u Zenera (przy schemacie (ii) z rys. 1c)

� � � �( ) ( ) , ( ) ( )0 2
1 2 1 2

� � ( � � �E E t E E
o o

) , (54)

to rozwa¿ane materia³y zachowuj¹ siê jak pokazano na przyk³adowych wykresach
�( )t na rys. 7b-d (przy danych z tablicy 1 oraz (t = 0,1 s, )t = 0,2 s, � o � $ �130 10 6 .

Mimo pewnego podobieñstwa zachowania siê materia³ów Bürgersa i Zenera jest miê-
dzy nimi istotna ró¿nica jakoœciowa. Mianowicie, odcinki krzywoliniowe wykresu na-
pre¿enia materia³u Bürgersa przy zwiêkszaniu czasów trwania (t i )t d¹¿¹ do zerowej
wartoœci niezale¿nie od warunków pocz¹tkowych w chwilach t � �0 i t t� (� – podczas,
gdy analogiczne odcinki krzywoliniowe w odniesieniu dla materia³u Zenera (a tak¿e
materia³u Bogus³avskich) zbli¿aj¹ siê do sta³ych (niezerowych) wartoœci zale¿nych je-
dynie od parametrów materia³owych, niezale¿nie od warunków pocz¹tkowych w chwi-
lach t � �0 i t t� (� (oczywiœcie wszystko proporcjonalnie do poziomu naprê¿enia � o ).
Wykres na rys. 7c jest pewn¹ ciekawostk¹ w³aœciwoœci materia³u Bogus³avskich (ana-
logiczn¹ w³aœciwoœæ ma materia³ Zenera) – przy pewnym wariancie (uzasadnionym)
warunków pocz¹tkowych w chwilach t � �0 i t t� (� otrzymujemy naprê¿enia identycz-
nej postaci jak próba odkszta³cenia. Przy pewnych warunkach pocz¹tkowych mo¿na
w bardzo krótkich przedzia³ach czasu (przy krótko trwaj¹cych impulsach odkszta³ce-
nia) wykorzystaæ podobne zachowanie siê rozwa¿anych materia³ów.
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6. PRÓBA IMPULSOWEGO JEDNOSTRONNEGO NAPRÊ¯ENIA
I ODKSZTA£CENIA

W przypadku naprê¿enia impulsowego jednostronnego:� �( )t � o , t t� ([ , )0 ;�( )t �0 ,
t t t� ([ , )) , rys. 8a, odpowiedzi materia³ów Bürgersa, Bogus³awskich i Zenera w po-
staci wyra¿eñ na odkszta³cenie �( )t przedstawiaj¹ siê nastêpuj¹co:

• w przypadku materia³u Bürgersa
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gdzie e i f okreœlone s¹ wzorami (2),

• w przypadku materia³u Bogus³avskich
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� �( ) ( ){ exp[ ( )] exp[ ( )]t
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(58)

gdzie p
1

i p
2

okreœlone s¹ wzorami (9),

• w przypadku materia³u Zenera
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� �( ) ( )exp ( ) , [ , )t t
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d
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��
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��
� ( ,) (60)

gdzie b, d i e wyra¿aj¹ siê odpowiednio wzorami (4) i (5). Przy tym �( )0 i �( )� 0 s¹
pocz¹tkowymi wartoœciami odkszta³cenia i prêdkoœci odkszta³cenia,
� � �( ) ( ) ( )( � ( � � (t t t0 ) i �( ) �( ) �( )� � �( � ( � � (t t t0 ) , a )�( )(t i ) �( )� (t oznaczaj¹ skoki
(natychmiastowe przyrosty) odkszta³cenia i prêdkoœci odkszta³cenia w chwili (t .

Po przyjêciu w szczególnoœci (zgodnie ze schematami na rys. 1)

• dla materia³u Bürgersa

�
�

� �
� �

( ) , �( ) ,0 0
1 1

1 1 2

� � �
�

	





�

�





o

E
o

(61)

DROGI i MOSTY 1/2012

26 Roman Nagórski, Piotr Wiœniakowski, Krzysztof B³a¿ejowski, Magdalena Nagórska



) )�
�

� �
� �

( ) , �( ) ,( � � ( � � �
�

	





�

�



t

E
to

o

1 1 2

1 1
(62)

• dla materia³u Bogus³avskich
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• dla materia³u Zenera (wed³ug schematu (ii) z rys. 1c)
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E
t

E
) (64)

przyk³adowe wykresy zmiennoœci�( )t , t t� [ , )0 ) przy danych z tablicy 1 oraz (t = 0,02 s,
)t =0,1 s,� o = 100 kPa s¹ kolejno pokazane na rys. 8b-d.

Obserwuj¹c wykresy odkszta³cenia wszystkich trzech materia³ów mo¿na skonstato-
waæ, ¿e s¹ one zbudowane z prawie podobnych dwóch czêœci krzywoliniowych tylko
inaczej zestawionych. Jednak¿e w materiale Bürgersa pozostaje po zakoñczeniu próby
odkszta³cenie zale¿ne od warunków pocz¹tkowych w chwili t t� (, a te zale¿¹ od czasu
trwania czêœci pierwszej próby. Im d³u¿szy przedzia³ [ , ]0 (t , tym wiêksza wartoœæ od-
kszta³cenia i potem wiêksza wartoœæ pozosta³ego odkszta³cenia trwa³ego, w tym lepkie-
go � o

(t /�
1

(na rys. 8b mamy przypadek krótkotrwa³ego naprê¿enia, odpowiadaj¹cego
normalnej prêdkoœci przejazdu ko³a samochodu ciê¿arowego). Tymczasem materia³
Bogus³avskich nie wykazuje skoku odkszta³cenia (tylko jego nawrót), a ponadto przy
ka¿dym stanie pocz¹tkowym drugiej czêœci wykresu odkszta³cenia (w chwili t t� () ma-
teria³ siê odprê¿a do zerowej wartoœci odkszta³cenia.

Natomiast materia³ Zenera przy krótkim czasie trwania pierwszej czêœci próby (t (w fa-
zie narastania odkszta³cenia) zachowuje siê podobnie jak materia³ Bürgersa (jednak¿e
przy rosn¹cym (t odkszta³cenie d¹¿y do sta³ej wartoœci proporcjonalnej do � o ), nato-
miast w drugiej czêœci próby odprê¿a siê, praktycznie do zerowej wartoœci odkszta³ce-
nia przy odpowiednio d³ugim czasie trwania )t próby.

W przypadku próby odkszta³cenia impulsowego jednostronnego � �( )t � o , t t� ([ , )0 ;
�( )t �0, t t t� ([ , )) , rys. 9a, rozwa¿ane materia³y zachowuj¹ siê odpowiednio zgodnie
z nastêpuj¹cymi wzorami:

• dla materia³u Bürgersa
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(66)

gdzie p
1

i p
2

okreœlone s¹ wzorami (19),
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• dla materia³u Bogus³avskich
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gdzie a i b okreœlone s¹ wzorami (3),
• dla materia³u Zenera
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gdzie a, b i e okreœlone s¹ odpowiednio wzorami (4) i (5), przy czym w powy¿szych wy-
ra¿eniach�( )0 i �( )� 0 s¹ pocz¹tkowymi wartoœciami naprê¿enia i prêdkoœci naprê¿enia,
� � �( ) ( ) ( )( � ( � � (t t t0 ) i �( ) �( ) �( )� � �( � ( � � (t t t0 ) , a )�( )(t i ) �( )� (t oznaczaj¹ sko-
ki (natychmiastowe przyrosty) naprê¿enia i prêdkoœci naprê¿enia w chwili (t .

Jeœli przyj¹æ (zgodnie ze schematami na rys. 1)
• dla materia³u Bürgersa
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• dla materia³u Bogus³avskich

� � � �( ) , ( ) ,0
2 2

� ( � �E t E
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) (73)

• dla materia³u Zenera (przy schemacie (ii) z rys. 1c)

� � � �( ) ( ) , ( ) ( ) ,0
1 2 1 2

� � ( � � �E E t E E
o o

) (74)

to rozwa¿ane materia³y zachowuj¹ siê tak, jak pokazano na przyk³adowych wykresach
�( )t na rys. 9b-d (przy danych z tablicy 1 oraz (t = 0,02 s, )t = 0,1 s, � o � $ �130 10 6 ).

Przy tej próbie wszystkie materia³y zachowuj¹ siê podobnie, zw³aszcza gdy czas
trwania pierwszej czêœci próby (t jest krótki. Identyczne jakoœciowo s¹ wykresy na-
prê¿enia materia³ów Bogus³avskich i Zenera (przy analogicznych warunkach
pocz¹tkowych). Natomiast materia³ Bürgersa zachowuje siê podobnie – z tym, ¿e
przy d³u¿szym czasie (t materia³ Bürgersa relaksuje do zerowych wartoœci� w sposób
niezale¿ny od poziomu odkszta³cenia � o , gdy tymczasem w pozosta³ych materia³ach
naprê¿enie maleje do ustalonej wartoœci proporcjonalnej do � o . Przy t t+ ( wszystkie
trzy materia³y odprê¿aj¹ siê do zerowych wartoœci naprê¿enia.
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7. WERYFIKACJA DOŒWIADCZALNA W ODNIESIENIU DO
MIESZANEK MINERALNO-ASFALTOWYCH

W uzupe³nieniu rozwa¿añ zawartych w poprzednich punktach wykonano na maszy-
nie wytrzyma³oœciowej INSTRON5) dwa jakoœciowe programy badañ6), które wraz
z wynikami przedstawiono na rys. 10 i 11. Badaniu poddano próbkê walcow¹ mie-
szanki mineralno-asfaltowej o œrednicy 50 mm i wysokoœci 50 mm (AC 0/11), wyciê-
tej z p³yty nawierzchni przygotowanej w laboratorium.

Jak mo¿na zauwa¿yæ pierwsza próba odpowiada jakoœciowo testowi materia³u Bürgersa
z rys. 8a-b, czyli wed³ug wzorów (55) i (56). Natomiast druga próba jest zgodna z testem
sta³ego odkszta³cenia (ujemnego) materia³u Zenera, z odpowiedzi¹ wed³ug wzoru (69).
Potwierdza to w szczególnoœci tezê, ¿e w zale¿noœci od charakteru i warunków „pracy”
mieszanki, ró¿ne modele bardziej lub mniej adekwatnie opisuj¹ zachowanie siê tej mie-
szanki.

Zauwa¿one ró¿nice miêdzy rzeczywist¹ odpowiedzi¹ materia³u a testami teoretycz-
nymi dla przedzia³ów czasu przyjêtych w badaniu laboratoryjnym maj¹ przyczynê

5) w Katedrze In¿ynierii Materia³ów Budowlanych Politechniki Warszawskiej
6) jakoœciowych w tym sensie, ¿e drugorzêdne by³y wartoœci mierzonych wielkoœci, natomiast istotny

by³ charakter odpowiedzi w czasie badanej próbki przedstawiony na wykresach
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Rys. 10. Pe³ny cykl symetrycznego, skokowo zmiennego, okresowo sta³ego naprê¿enia:
program obci¹¿enia – sterowanie naprê¿eniem � w czasie;

odpowiedŸ próbki – zmiennoœæ odkszta³cenia � w czasie
Fig. 10. Full cycle of symmetrically alternating and periodically constant stress: the load –

the stress control � in time; the sample response – the strain variation � in time
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miêdzy innymi w charakterze struktury materia³owej zastosowanego betonu asfalto-
wego AC 11. Materia³ jest mieszanin¹ lepkosprê¿ystego lepiszcza asfaltowego i rela-
tywnie nieodkszta³calnych ziaren kruszyw ró¿nej wielkoœci. Udzia³ objêtoœciowy
lepiszcza wynosi oko³o 13% v/v, pozosta³a czêœæ to kruszywo 83% i wolne przestrze-
nie 4% v/v. W wiêkszoœci testów kruszywo odgrywa dominuj¹c¹ rolê w zaburzaniu
teoretycznej odpowiedzi materia³u „czysto lepkosprê¿ystego”. Mo¿na przypuszczaæ,
¿e istnieje zale¿noœæ miêdzy wielkoœci¹ maksymalnego ziarna w badanym materiale
a stopniem zgodnoœci jego rzeczywistej odpowiedzi z teoretycznym modelem lepko-
sprê¿ystym.

8. PODSUMOWANIE

Podane w postaci wzorów ogólnych odpowiedzi materia³ów na rozwa¿ane testy na-
prê¿enia lub odkszta³cenia maj¹ charakter uniwersalny, tj. niezale¿ny od wartoœci
przyjêtych sta³ych materia³owych i warunków pocz¹tkowych oraz parametrów pro-
gramów naprê¿enia testowego.

Natomiast ilustracje liczbowe na wykresach zosta³y przygotowane po przyjêciu warto-
œci parametrów testów odpowiadaj¹cych charakterystykom ruchu realnego pojazdu na
drodze z realn¹ prêdkoœci¹ ()t rzêdu 0,1 s). W szczególnoœci dla takich wartoœci param-
etrów testu zosta³y zidentyfikowane wartoœci wspó³czynników materia³owych w mode-
lu Bürgersa, przyjête dla celów porównawczych do obliczeñ dla rozwa¿anych modeli
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Rys. 11. Próba relaksacji: program sterowania – sta³e odkszta³cenie � w czasie; odpowiedŸ
próbki – zmiennoœæ naprê¿enia � w czasie
Fig. 11. Test of relaxation: the control program – the constant strain � in time; the sample
response – the stress variation � in time
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materia³ów. Jednak¿e tego rodzaju testy, zw³aszcza próba impulsowego jednostronnego
naprê¿enia przy ma³ych wartoœciach (t ( (t = 0,02 s) pokazuj¹ca zachowanie materia³u
przy przejeŸdzie ko³a samochodowego z realn¹ prêdkoœci¹ oraz próby wymuszenia od-
kszta³cenia, s¹ praktycznie bardzo trudne do zrealizowania w laboratorium. St¹d ko-
niecznoœæ walidacji poœrednich rozwa¿anych „materia³ów teoretycznych” jako modeli
materia³ów i mieszanek w nawierzchniach drogowych. Do tego pomocne mog¹ byæ za-
prezentowane testy teoretyczne i ich analiza porównawcza.

W zale¿noœci od czynników oddzia³uj¹cych na nawierzchniê lub warunków w na-
wierzchni przydatne mog¹ byæ ró¿ne modele materia³ów w zale¿noœci od zagadnienia
opisywanego z wykorzystaniem okreœlonego modelu materia³u. Na przyk³ad, przy
obci¹¿eniu udarowym (wystêpuj¹cym przy skokowej nierównoœci poprzecznej) ma-
teria³ Bogus³awskich nie wykazuj¹cy z racji „pocz¹tkowej lepkoœci” doraŸnych od-
kszta³ceñ sprê¿ystych jest najbardziej adekwatny do modelowania dynamicznego
tego zjawiska. Z kolei materia³ Zenera dobrze opisuje relaksacjê mieszanki mineral-
no-asfaltowej.

BIBLIOGRAFIA

[1] Kalabiñska M., Pi³at J.: Reologia asfaltów i mas mineralno-asfaltowych. WK£, War-
szawa 1982

[2] Judycki J.: Modele Reologiczne Betonu Asfaltowego. Zeszyty Naukowe Politechniki
Gdañskiej, seria „Budownictwo L¹dowe”, nr 368, 1984

[3] Bogus³avski A.M., Bogus³avski L.A.: Vorausschätzung der Sprung und Deformationa-
beständigkeit der Asphaltbeläge. 3. Konferencja Drogowa, Budapeszt, 1973

[4] Derski W., Ziemba S.: Analiza modeli reologicznych. PWN, Warszawa 1968

[5] Nagórski R., Wiœniakowski P., B³a¿ejowski K., Nagórska M.: Materia³ Bürgersa
w œwietle podstawowych testów naprê¿enia i odkszta³cenia, w: Polish-Ukrai-
nian-Lithuanian Transactions „Theoretical Foundation of Civil Engineering”. Ed.
Szczeœniak W., 18, 219 - 228, Warsaw 2010

[6] Nagórski R., Wiœniakowski P., B³a¿ejowski K., Nagórska M.: Materia³ Boguslavskich
w œwietle podstawowych testów naprê¿enia i odkszta³cenia, w: Polish-Ukrainian-
-Lithuanian Transactions „Theoretical Foundation of Civil Engineering”. Ed. Szcze-
œniak W., 18, 229 - 238, Warsaw 2010

[7] Nagórski R., Wiœniakowski P., B³a¿ejowski K., Nagórska M.: Materia³ Zenera
w œwietle testów naprê¿enia i odkszta³cenia”, w: Polish-Ukrainian-Lithuanian
Transactions „Theoretical Foundation of Civil Engineering”. Ed. Szczeœniak W.,
19, 191 - 202, Warsaw 2011

[8] Nagórski R., Wiœniakowski P., B³a¿ejowski K., Nagórska M.: Analiza porównawcza
w³aœciwoœci materia³ów Bürgersa, Bogus³avskich i Zenera w œwietle testów naprê¿e-
nia i odkszta³cenia, w: Polish-Ukrainian-Lithuanian Transactions „Theoretical Foun-
dation of Civil Engineering”. Ed. Szczeœniak W., 19, 179 - 190, Warsaw 2011

W£AŒCIWOŒCI MATERIA£ÓW BÜRGERSA, BOGUS£AVSKICH I ZENERA 33



[9] Nilsson R.: A viscolelastic approach to flexible pavement design. Licentiate Thesis,
Royal Institute of Technology, Department of Infrastructure and Planning, Stock-
holm 1999

INFORMACJE DODATKOWE

Praca przedstawia fragment rezultatów prac statutowych na temat modeli materia³ów
nawierzchni drogowych, prowadzonych przez autorów w Zak³adzie Mechaniki Teo-
retycznej i Mechaniki Nawierzchni Komunikacyjnych Instytutu Dróg i Mostów Wy-
dzia³u In¿ynierii L¹dowej Politechniki Warszawskiej.

COMPARATIVE ANALYSIS OF PROPERTIES OF BÜRGERS’,
BOGUSLAVSKIS’ AND ZENER’S MATERIALS IN VIEW OF TESTS
OF STRESS AND STRAIN IN REFERENCE TO PROPERTIES OF
ASPHALT MIXES

Abstract

In the paper a comparative analysis of behaviour and properties of Bürgers’, Boguslavskis’ and
Zener’s materials is presented. The analysis is based on results of a series of tests of
one-dimensional stress-strain relations under selected programs of stress or strain control:
harmonic, haversine, alternate and impulse type. The presented results enrich the image of
behaviour of mentioned materials which can be considered as the relatively simple models of
complex visco-elastic behaviour of asphalt mix in road pavement. Analyzed models showed
different responses and then it was possible to evaluate of their applicability to modelling of real
asphalt mixtures. In the laboratory two simple tests were carried out to check the responses of
the samples made of asphalt concrete AC 11 to verify different models behaviour.

Keywords

Asphalt concrete, comparative analysis, models of pavement materials, tests of stress and
strain, visco-elastic models
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