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1. WSTEP

Materiaty Biirgersa, Bogustavskich i Zenera [1 - 4] moga by¢ wykorzystywane do
modelowania materiatow nawierzchni drogowych w zakresie wlasciwosci sprezy-
sto-lepkich, zwlaszcza warstw utwardzonych, w tym szczegolnie mieszanek mine-
ralno-asfaltowych. Najpowszechniej stosowany z nich, tj. materiat Biirgersa, oprocz
zalet wzglednie dobrej adekwatnosci opisu rzeczywistych wlasciwosci mieszanek
mineralno-asfaltowych ma rowniez wady — migdzy innymi stosunkowo duza
ztozono$¢ matematyczna i pewne niezgodnosci z rzeczywistoscia odpowiedzi mate-
riatu.

W artykule zestawiono i oméwiono porownawczo rezultaty osSmiu testow teoretycz-
nych zachowania si¢ materialow Biirgersa, Bogustavskich i Zenera w osiowym stanie
naprezenia-odksztatcenia ,,c —€”. Sa to proby cyklicznego harmonicznego (sinuso-
idalnego) naprezenia i odksztalcenia, cyklicznego pulsacyjnego (sinusoidalnie) na-
prezenia i odksztalcenia, symetrycznego (naprzemiennego) impulsowego (prze-
dziatami statego) naprezenia i odksztatcenia oraz jednostronnego impulsowego napre-
zenia i odksztalcenia. Taka porownawcza analiza, na podstawie wyrazen ogélnych
(wzoréw) 1 konkretnych przyktadow (wykreséw) przebiegdw w czasie naprezen lub
odksztatcen, z wykorzystaniem rezultatow zawartych w pracach [5 - 7] i sygnalnej
analizy w pracy [8], naswietla petniej wlasciwosci rozpatrywanych materiatow, w tym
pod katem adekwatnosci do wlasciwosci materialow nawierzchni drogowych. Testy
pulsacyjnego i impulsowego jednostronnego wymuszenia sg o tyle istotne, ze odpo-
wiadaja warunkom drogowym powtarzajacych si¢ obciazen w pewnym przedziale
czasu pojazdami w danym przekroju nawierzchni, rosnacych od zera do okreslonej
warto$ci — pierwszy w sposob ciagly, drugi w sposob skokowy. Natomiast testy na-
przemiennego (symetrycznego) impulsowego (skokowego) i harmonicznego
(ciagtego) wymuszenia sa niejako ,,granicznymi reprezentantami” laboratoryjnych te-
stow wymuszenia oddziatywania na probke materiatu nawierzchni. Testy impulsowe-
go (przedzialami stalego w czasie) naprgzenia i odksztalcenia ,,zawieraja” jako
element proby statego w czasie naprezenia i odksztatcenia w czasie, czyli najbardziej
standardowe proby zachowania sig reologicznego materiatow.

Z uwagi na ograniczona objetosc¢ tekstu pracy, podajemy jedynie gotowe (bez wypro-
wadzen) wyrazenia (wzory niezalezne od danych liczbowych) na reakcje materiatow
na proby naprezenia lub odksztatcenia wraz z wykresami przyktadowych przebiegow
dla trzech materiatéw (dla wybranych warunkow poczatkowych, wartosci parame-
trow materiatowych i parametrow testow), z odpowiednimi komentarzami do tych
wzoréw i wykresow. Komentarze majq gtdwnie, poza ciekawymi przypadkami szcze-
gblnymi, charakter uniwersalny (wynikajacy ze wzoréw), ilustrowany przyktadowy-
mi wykresami. Dodatkowo przeprowadzong analiz¢ wzmocniono odniesieniami do
wynikow wykonanych eksperymentow dla probek materiatu z nawierzchni drogowej
(AC 11), potwierdzajacych lub nie zgodno$¢ z okreslonymi wiasciwosciami mate-
riatbw modelowych.
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2. MODELE FIZYCZNE, ROWNANIA KONSTYTUTYWNE
| PARAMETRY MATERIALOWE

Modele fizyczne materiatléw Biirgersa, Bogustavskich i Zenera przedstawiono sche-
matycznie kolejno na rys. la-c.

Schematy te zawieraja kombinacje polaczen spr¢zyn o wspotczynnikach (modutach)
sprezystosci E i E, symbolizujacych wlasciwosci sprezyste materiatu i thumikow
0 Wspolczynnlkach (modulach) lepkoscin, im,, symbolizujacych wlasciwosci lepkie
materialu. Schemat materialu Biirgersa przedstawia szeregowe potaczenie schematow
materialow Maxwella (potaczenie szeregowe sprezyny i ttumika) i Kelvina-Voighta
(potaczenie rownolegte sprezyny i ttumika), a schemat materiatu Bogustavskich —
potaczenie rownolegle schematow tych materiatéw. Natomiast schematy materiatu
Zenera sa dwa, gdyz oba prowadza do identycznej postaci rownania konstytutywnego:
(i) przypadek szczegdélny schematu materiatu Biirgersa, (ii) przypadek szczegoélny
schematu materialu Bogustavskich.

Rownania konstytutywne analizowanych materiatow, zbudowane zgodnie z powyz-
szymi schematami ze zwiazkow konstytutywnych dla materiatu liniowo-sprezystego
Hooke'a (symbolizowanego przez sprezyng) i materiatu liniowo-lepkiego Newtona
(symbolizowanego przez tlumik), wiazace zalezne od czasu wypadkowe naprezenie
o =o(t) i calkowite odksztatcenie ¢ =¢(¢), t € T =[0,90), maja postaé nastepujacego
réwnania rézniczkowego zwyczajnego:

ac +bc +c6 =de +e€ + fE, D

gdzie wspotezynniki a, b, ..., f sa zalezne od parametrow materialowych £, ..., n,za
pomoca odpowiednich dla kazdego schematu materiatu wzorow [5 -7], przy czym:

« w przypadku materiatu Biirgersa

a= O b—i Th +n72, c:n1n2 d O e= nl f_n nz (2)
E E, E, EE, E2
« w przypadku materiatu Bogustavskich
aZL’ bznil) CZO, dzl, e:l+nl +n72a f=4nln2a (3)
E, EE, E E, E, E E,

« w przypadku materiatu Zenera
— dla schematu (i)
azgj, b= 1+I:;1 f=0, d=n,, e=E,, f =0, @)
— dla schematu (ii)
a= p=1, c=0, d:nl[nEZ} e=E,, f=0 (5)
E E,

1
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Zerowanie si¢ wspotczynnika d w przypadku materiatu Biirgersa migdzy innymi im-
plikuje, ze dowolne state odksztatcenie €(¢) = const przy braku naprezenia o(¢) =0
spetnia rownanie (1), co ma wplyw na ujecie zjawiska relaksacji. Mianowicie materiat
Biirgersa relaksuje do zerowej warto$ci naprezenia z dowolnego poziomu naprezenia
poczatkowego, niezaleznie od wartosci statego w czasie odksztatcenia.

Obecno$¢ w rownaniu (1) drugich pochodnych odksztatcenia i naprezenia w przypad-
ku materiatu Biirgersa oraz drugiej pochodnej odksztatcenia w przypadku materiatu
Bogustavskich wynika z koniecznos$ci rézniczkowania zwiazkdéw konstytutywnych
elementéw sktadowych schematu modelu fizycznego przy wyprowadzaniu rownania
(1). W konsekwencji rozwiazanie ogolne tego rownania przy danymoc =o(¢) wymaga
przyjecia, oprocz poczatkowej wartosci odksztatcenia €(0), takze poczatkowej pred-
kosci odksztatcenia £(0), a przy danym & =g(¢) — przyjecia, oprocz poczatkowej war-
tosci naprezenia ¢(0), rowniez poczatkowej predkosci naprezenia 6(0) w przypadku
materiatu Biirgersa. Obecno$¢ drugiej pochodnej odksztatcenia lub naprezenia kom-
plikuje takze strong rachunkowa przy wyznaczaniu rozwiazan rownania (1). Niedo-
godnosci tych nie wykazuje material Zenera (,,materiat standardowy”).

W podanych dalej przyktadach liczbowych odpowiedzi (w postaci wykresow) rozwa-
zanych materialow na wybrane proby (testy) naprgzenia lub odksztatcenia przyjeto
nastgpujace, zestawione w tablicy 1, wartosci wspotczynnikow materiatowych —
identyczne dla wszystkich trzech materiatow. Dane te zaczerpnigto z pracy [9] jako
parametry materialowe modelu Biirgersa betonu asfaltowego dla podbudowy w tem-
peraturze 15°C.

Tablica 1. Przyktadowe wartosci parametrow materiatowych na podstawie [9]
Table 1. The example values of material parameters [9]

E, E, n, ",
[MPa] [MPa] [MPa-s] [MPa-s]
8390 5906 366 156

3. PROBA CYKLICZNEGO HARMONICZNEGO NAPREZENIA
| ODKSZTALCENIA

Jesli wymuszone jest naprgzenie w sposob harmoniczny, np. sinusoidalnyc(¢)=
=0 sinwt, t€[0,0), rys. 2a, to odpowiedzi materialow Biirgersa, Bogustawskich
i Zenera w postaci wyrazen na odksztatcenie(¢), t > O przedstawiaja sig nastgpujaco:

« w przypadku materiatu Biirgersa

()
0

s(t):a(0)+g(0)-’;[1—exp (—/‘jzﬂ +t{sin(or —0) +5ing +

—fcocoscp{l —exp [_e tﬂ}, te[0,0),
e S

(6)



12 Roman Nagorski, Piotr Wisniakowski, Krzysztof Blazejowski, Magdalena Nagorska

przy

E

z

=\E

c

:Q{ (fo)* +e’ }  tep = bfo’ —(co’ —1)e ™

(co® —1) +(bw) (co® —1)foo+ bew

« w przypadku materiatu Bogustavskich

: {e(0)[ p, exp(=p,t)— p, exp(=p, )]+ &(0)[exp(—p,t)—exp(—p )]} +
P1 - pz (8)

c
+—2<sin(wt —@)+
E{ (ot —¢)

z

e(t)=

[(wcos ¢—p, sin @)exp(—p, 1) —(wcos @ = p, sin )exp(=p,1)];,

1 p2

przy p, i p, okreslonych wzorami

e 1 2
=%+ Jer —4r >0, 9)
P, YT f
oraz
/2

o +(fw® =1 | ae +(fo* —1)b
E. =E |= : ., 1ge =0 ; (10)

{ a’ +w’b’ bew’ —(fw* —1)a

« w przypadku materiatu Zenera
e(t)=¢(0)exp (—e tj + 20 sin @ exp (_e tj +sin(wt—@) |, te[0,0), (11)
d E. d
przy

E =

z

E

c

¢’ +0’d?
=[ — = (12)

b* +a’w’
Wielkosci €(0) 1 €(0) sa poczatkowymi wartosciami odksztatcenia i predkosci od-
ksztalcenia, £ _ jest modutem zastgpczym (dynamicznym) — warto$cia modutu zespo-

lonego E_, a ¢ jest katem przesunigcia fazowego odksztalcenia w stosunku do
napr¢zenia. Wspotcezynniki te okreslamy zgodnie ze wzorami:

c=Ee, o ,=Fc¢, (13)
o =c_exp(io?), &=¢_exp(iot—ip), E,6=E_exp(ip). (14)

Po przyjgciu (zgodnie z odpowiednimi schematami materiatow z rys. 1):
« w przypadku materiatu Biirgersa

£(0)=0, &(0)= ‘;0‘”, (15)
- w przypadku materiatu Bogustavskich 1
e(0)=0, &(0)="1 % (16)
El T]1 +n2
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« w przypadku materiatu Zenera wedtug schematu (i) z rys. lc:
£(0)=0, (17)

przy danych materialowych z tablicy 1 oraz ®=20r [1/s] i =100 kPa wykresy od-
ksztatcen poszczegolnych materiatdow s kolejno pokazane na rys. 2b-d.

Wszystkie materiaty, przy probie cyklicznego napr¢zenia harmonicznego, wykazuja
po pewnym okresie poczatkowym (kilku cykli naprezenia) odksztatcenia cykliczne ro-
wniez harmonicznie zmienne, z opdznienie fazowym ¢ w stosunku do cyklu napreze-
nia i z amplituda réwna o /E . Roznice dotycza szybkosci stabilizacji (ustalania si¢
postaci harmonicznej) wyrazenia na odksztalcenie 1 ksztattu krzywej zanikajacej,
wokot ktorej oscyluje odksztalcenie. Istotna cecha jakosciowa, roznicujaca materiat
Biirgersa w stosunku do pozostatych jest to, ze cykle odksztalcenia po ustaleniu naste-
puja wokot pewnej niezerowej wartosci statej, zaleznej od parametrow materialowych,
wartosci amplitudy naprezenia oraz od stanu poczatkowego (poczatkowych wartosci
odksztatcenia i predkosci odksztatcenia), podczas gdy odksztatcenie pozostatych mate-
rialow oscyluje wokot wartosci zerowych.

W przypadku proby cyklicznego harmonicznego (sinusoidalnego) odksztalcenia
(1) =¢  sin(mt), ¢ € [0,00) rozwazane materiaty zachowuja si¢ zgodnie z ponizszymi
wyrazeniami na naprezenie o(¢), ¢ €[0,0):

+ w przypadku materiatu Biirgersa

c(0 6(0
6()=—20 [ exp(-p, 1) - p, exp(—p, 0]+ [exp(~p, 1) —exp(—p, )] +
pl _pz pl _pZ
e FE . .
+———[(wcos@ + p, sin@)exp(—p, 1) —(wcosP + p, sing)exp(—p, )]+
p,—p,
+e E_sin(ot+¢), te€[0,2), (18)

przy p, i p, okreslonych wzorami

b L e s, (19)

aE_1i¢ — wzorami (7), "2 2
- w przypadku materiatu Bogustavskich

o(t)=0c(0)exp [—Ztj+soEz[sin(mt+(p)—sin(p exp [—Ztﬂ, te[0,0), (20)

przy E_ i ¢ okreslonych wzorami (10),

+ w przypadku materiatu Zenera
o(t)=c(0)exp (—b tj +e E. [sin(cot +@) —sine exp (—b tﬂ, te[0,0), (21)
a a

przy E _ i¢ okreslonych wzorami (12), przy czym c(0)16(0) sa poczatkowymi warto-
$ciami naprezenia i predkosci naprezenia.
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Po przyjeciu (zgodnie z odpowiednimi schematami materiatoéw z rys. 1):
+ w przypadku materiatu Biirgersa

c(0)=0, o(0)=E ¢ o, (22)
- w przypadku materiatu Bogustavskich
o(0)=(m, +n,)e o, (23)
« w przypadku materiatu Zenera wedtug schematu (ii) z rys. Ic
c(0)=0 (24)

oraz danych materiatowych z tablicy 1 io=20r [1/s],& =130 x 107° przyktadowe wy-
kresy zmiennos$ci o(¢) pokazano na rys. 3b-d.

Wszystkie materiaty, przy probie cyklicznego odksztalcenia harmonicznego, wykazuja
po pewnym okresie poczatkowym (kilku cykli odksztatcenia) naprg¢zenia cykliczne row-
niez harmonicznie zmienne, z wyprzedzeniem fazowym ¢ w stosunku do cyklu od-
ksztalcenia i z amplituda rowna e E_, ktore wszystkie oscyluja wokot wartosci
zerowych. Réznice dotycza szybkosci stabilizacji (ustalania si¢ postaci harmonicznej)
wyrazenia na naprezenie i ksztaltu krzywej zanikajacej, wokot ktorej naprezenie oscyluje.

4. PROBA CYKLICZNEGO PULSACYJNEGO NAPREZENIA
| ODKSZTALCENIA

W przypadku proby cyklicznego naprezenia pulsacyjnego (sinusoidalnego) o(¢) =
=0, sin’(ot/2), t€[0,0), (rys. 4a), odpowiedzi materiatéw Biirgersa, Bogustaw-
skich i Zenera okres$lone sa nastepujacymi wzorami na odksztalcenia g(z), £ >0:
« w odniesieniu do materialu Biirgersa
e(t)=¢(0)+¢(0) / {l—exp (—; tﬂ +;Z {sin(wt —@)+sin ¢+

e

_i;u)cos (T){l—exp (—; tﬂ} +% c, i{t—i{l—exp [—; tﬂ}, t €[0,0),

gdzie e i f okre$lone sa za pomoca (2), a( =n /2 -, przy czym E_i¢ wyrazaja si¢
wzorami (7),

(25)

« w odniesieniu do materialu Bogustavskich

g(t)= !

{8(0)[p| exp(_pzt)_ P, exp(_p| t)] + é(o)[exp(_pzt)_exp(_pl t)]}+

1 p2

lo 1
o214 [p,exp(—p,1)—p, exp(—p,t)]¢ +
ZEz{ pP,—pP, ’ : 1 ’ } (26)

+;GE°{sin(mt—$)+ [(®cos ¢— p, sin @)exp(—p, )+

z pl - p2

—((DCOS(\ND—[)I sin (B)exp(_pzt)]}a t E[0,00),
gdzie p , p, okreslone sa wzorami (9), ¢ =¢ —n/2, przy czym E i@ wyrazaja sig za
pomoca (10),

DROGI i MOSTY 1/2012
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« w odniesieniu do materialu Zenera

e(t)=¢(0)exp (—2 t)+[; Z‘) {l—exp [—; tﬂ+
27)

+1 % sin(oz + @)+sin gexp [—dtj , te[0,0),
2 F c

z

gdzie b, d 1 e wyrazaja si¢ odpowiednio wzorami odpowiednio (4) lub (5), zas
¢ =n/2-¢,przy E_ i@ okreslonych wzorami (12). Przy tym £(0) i £(0) w powyz-
szych wzorach na () sa poczatkowymi warto§ciami odksztatcenia 1 predkos$ci od-
ksztalcenia odpowiedniego materiatu.

Po przyjeciu (zgodnie z odpowiednimi schematami materiatow z rys. 1):

« w przypadku materiatu Biirgersa i Bogustavskich

e(0)=0,  £(0)=0, (28)
- w przypadku materiatu Zenera wedtug schematu (i) z rys. Ic
€(0)=0, (29)

przy danych materialowych z tablicy 1 oraz @ =20r [1/s] i =100 kPa wykresy od-
ksztatcen poszczegolnych materiatow s kolejno pokazane na rys. 4b-d.

Wszystkie materialy, przy probie cyklicznego naprezenia pulsacyjnego zachowuja sig
w odpowiedzi podobnie w tym sensie, ze odksztalcenie implikowane przez to napreze-
nie jest takze pulsujace, ale wokot funkcji, ktora w przypadku materiatu Biirgersa przy
rosnacej ¢ zbliza si¢ do prostej ukosnej pod katem zaleznym od lepkosci ,,thumika
Maxwella” i amplitudy napr¢zenia, wychodzacej z punktu zaleznego od stalych mate-
rialowych, amplitudy naprezenia i takze od poczatkowych wartosci odksztatcenia
1 predkosci odksztalcenia (odksztalcenie narasta pulsacyjnie do nieskonczono$ci) —
podczas, gdy w przypadku pozostatych materiatdéw wspomniana funkcja sredniego od-
ksztalcenia ustala si¢, z r6zna szybkoscia, na poziomie zaleznym od statych mate-
riatowych oraz amplitudy napre¢zenia i niezaleznym od poczatkowego stanu
odksztatcenia. Ustalony po kilku cyklach zakres zmiennosci czgsci pulsacyjnej od-
ksztalcenia, przy dodatnich wartosciach, jest dla wszystkich materiatow rowny o /E ,
z E_ oznaczajacym modut dynamiczny (wartos¢ modutu zespolonego).

Jesli wymuszone (zadane) jest odksztalcenie pulsacyjne g(¢)=¢  sin’(1/201),
t € [0,0), (rys. 5a), to rozwazane materialy zachowuja si¢ zgodnie z ponizszymi wzo-
rami na naprezenie G(7):

+ w przypadku materiatu Biirgersa

o=, exp(-p,t)=p, PP D+ explp,)-explp ]
+;p°_;[(o)cos W + p, sin y)exp(—p,t)—(wcos § — p, sin y)exp(—p,t)]+  (30)

+%80EZ sin(wf +y), te[0,0),

gdzie p, i p, okreslone sa za pomoca (19),a y =n/2 —@, przy czym E_i ¢ wyrazaja
si¢ wzorami (7),
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« w przypadku materiatu Bogustavskich

o(t)=o(0)exp (—atj +180EZ {1—exp (—atﬂ +
b 2 b (1)
+;8 JE. {sin(wt +\) —sin\y exp (—Z tﬂ, te[0,0),
gdzie a 1 b okreSlone sa za pomoca (3),a\y =¢ =¢ —n /2, przy ¢ i £_ wyrazonych

wzorami (10),
« w przypadku materiatu Zenera

(1) =5(0)exp (—Z lj 4 8206

[l —exp (—b tﬂ +
b a (32)

+;8 JE. [sin(mt — ) +sin\yexp (—b tﬂ, te[0,0),
a

gdzie a, b i e okreslone sa odpowiednio wzorami (4) i (5), a\y =n/2—@, przy ¢ i £
wyrazonych wzorami (12). Przy tym 6(0)16(0) sa poczatkowymi warto$ciami napreze-
nia i predko$ci naprezenia.

Po przyjeciu (zgodnie z odpowiednimi schematami materiatoéw z rys. 1):
+ w przypadku materiatu Biirgersa
c(0)=0, G6(0)=0, (33)

« w przypadku materiatu Bogustavskich i materiatu Zenera wedtug schematu (ii)
zrys. lc
c(0)=0, (34)

oraz danych materialowych z tablicy 1 i ©=20r [1/s], &, =130x107° przykladowe
wykresy zmiennos$ci o(¢) pokazano na rys. 5b-d.

Wszystkie materiaty, przy probie cyklicznego odksztatcenia pulsacyjnego (sinuso-
idalnego), wykazuja po pewnym okresie poczatkowym (kilku cykli odksztatcenia)
naprezenia cykliczne rowniez pulsacyjnie zmienne, z zakresem zmiennosci € E .
Réznice dotycza szybkosci stabilizacji (ustalania si¢ postaci harmonicznej) wyraze-
nia na naprezenie i ksztaltu krzywej zanikajacej, wokot ktorej oscyluje napregzenie.
Ponadto w przypadku materiatu Biirgersa warto$¢ §rednia naprezenia ustala si¢ na po-
ziomie zerowym, podczas gdy dla pozostalych materiatow na poziomie dodatnim.

5. PROBA IMPULSOWEGO SYMETRYCZNEGO NAPREZENIA

| ODKSZTALCENIA
W przypadku naprezenia impulsowego symetrycznego (naprzemiennego): 6(¢) =6 _,
tel0,t');0(t)=—0 , te[t',At), rys. 6a, odpowiedzi materiatow Biirgersa, Bogustaw-
skich i Zenera w postaci wyrazen na odksztalcenie g(¢), ¢ € [0, At) przedstawiaja si¢ na-
stepujaco:

DROGI i MOSTY 1/2012
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« w przypadku materiatu Biirgersa

e(1)=£(0) + 2o t+(é(0)—6°jf{l—exp (—;tﬂ te0,), (35)

e e e

e(t)=e() - 2o (t—t')+(,s'(t')+"°]f[1—exp (—e(z‘—t')ﬂ, telt' A,  (36)
e e )e f
gdzie e f okreslone sa za pomoca (2),
« w przypadku materiatu Bogustavskich
1

g(t)= {e(0)[ p, exp(=p,t)—p, exp(—p, )]+ £(0)[exp(—p,t ) —exp(—p,t)]} +
P, =P,
(37)
+GO{1+ ! [pzexp(_plt)_plexp(_pgt)]}9 fE[O,t,),
Ez P, P,
(1) = 1p (6t ) p, expl—p, (t—t' )] p, exp[—p, (t—1' )]} +
+&(1" Yexp[—p, (1 —t")]—exp[—p, (1 —1")]}) + (38)

_GO<1+ ! {pzexp[_pl(t_t')]_plexp[_pz(t_t')]}>a tE[t’,At),
E pl_pz

2
gdzie p, 1 p, okreSlone sa wzorami (9),
« w przypadku materiatu Zenera

&(t) =£(0)exp (—;r)+co b{l—exp [—;tﬂ, te[0,), (39)

e

e(t) =e(t")exp {—;(t—z')}—coﬂl—exp (—;(t—z')ﬂ, te[t',A),  (40)

gdzie b, d 1 e wyrazone sa odpowiednio wzorami (4) i (5). Przy tym €(0) i €(0)
sa poczatkowymi wartosciami odksztatcenia i predkosci odksztalcenia,
e(t)=¢e(t'-0)+Ae(t') 1 €(t')=£€(t' —0)+ AE(?'), a Ae(t") 1 Aé(t") oznaczaja skoki
(natychmiastowe przyrosty) odksztatcenia i predkosci odksztatcenia w chwili #'.
Przyjmujac zgodnie ze schematami materiatéw na rys. 1:

+ dla materiatu Biirgersa

GO

&(0)= G

, 8-<o>=0{1+1} 1)
nl le

1

2
Ae(t') =0, Aé(t’):—2c{l+l} (42)
E, oo
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« dla materiatu Bogustavskich

2
e(0)=0, £(0)=—"° Ae()=0, A&(f)=——"° (43)
n +m, n
« dla materiatu Zenera (schemat (i) z rys. 1c)
o c
e(0)=—>, Ag(t)=-2—2, (44)
0) G (') G

1 1

przedstawiono narys. 6. b-d przyktady wykresow g(¢), ¢ € [0, At) przy danych z tablicy 1
orazt'=0,1s,At=0,2s,6 =100 kPa.

Porownujac odksztatcenia rozwazanych materialow, mozna stwierdzi¢ réznice jako-
sciowe w ich zachowaniach przy probie naprzemiennego impulsowego naprgzenia.
Material Bogustavskich nie wykazuje skokowej zmiany odksztatcenia przy zmianie
znaku naprezenia, jedynie nawrdt (,,zlamanie”) wykresu odksztatcenia (skokowa
zmiana predkosci odksztatcenia), podczas gdy pozostate materialy natychmiastowa
(sprezysta) zmiang odksztalcenia. Mimo pewnego podobienstwa zachowania si¢ ma-
teriatdéw Biirgersa i Zenera sq migdzy nimi istotne réznice jako$ciowe. Mianowicie,
odcinki krzywoliniowe wykresu odksztatcenia materiatu Biirgersa przy zwigkszaniu
czasow trwania ' i At zblizaja si¢ do prostych ukosnych, zaleznych od parametrow ma-
terialowych, a takze warunkow poczatkowych w chwilach 1 =0"1 ¢ =¢""— podczas,
gdy analogiczne odcinki krzywoliniowe w odniesieniu dla materiatu Zenera (a takze
materialu Bogustavskich) zblizaja si¢ do statych wartos$ci zaleznych jedynie od para-
metréw materiatowych (oczywiscie wszystko proporcjonalnie do poziomu naprezenia
G ). Wynika z tego, ze jedynie dla krotkich okresow ¢'1 At , czyli dla wymuszenia rze-
czywiscie impulsowego zachowania materiatow Biirgersa i Zenera sa podobne.

W przypadku proby odksztalcenia impulsowego symetrycznego (naprzemiennego)
e(t)=¢e ,te[0,t");e(t)=—¢, t[t',At), 1ys. 7a, implikowane naprezenia wyrazaja
si¢ odpowiednio wzorami:

+ dla materiatu Biirgersa

o(t)=

1o(0)[p, exp(—p,1)— p, exp(—p, )]+
P, — P, (45)

+6(0)[exp(—p,?) —exp(=p, D]}, te[0,1),

1 ! ’ ’
o(1)=————{o(t)[p, exp(—p, (1 —1") = p, exp(=p, (1 = 1')] +
Py~ P, (46)
+6(1")[exp(—p,(1=1") —exp(=p,(t =1')]}, te[t',Ap),
gdzie p, 1 p, okreslone sa wzorami (19),
« dla materialu Bogustavskich

o(1)="e [l—exp (—Zrﬂ +0(0)exp (—er, te[0,¢), (47)

a
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e
o

o(t)=- {l—exp (—a(t—t')]}rc(t’)exp (—a(t—t’)} telt',At), (48)
a b b

gdzie a 1 b okreslone sa wzorami (3),
- dla materialu Zenera

o(t)=¢, e{l—exp (—btﬂ +o(0)exp (—btj, te[0,t"), 49)
b a a

o(t)=-¢, e{l—exp (—b(t—t’)ﬂ +o(t")exp [—b(t—t’)} te[t',Ar), (50)
b a a

gdzie a, b 1 e okreslone sg odpowiednio wzorami (4) i (5), przy czym w powyzszych
wyrazeniach 6(0)16(0) sa poczatkowymi warto$ciami naprezenia i predkosci napreze-
nia, o(t")=o(t'—0)+Ac(t') 1 6(¢')=06(t' —0) + Ac(t'), a Ac(t') 1 Ac(t") oznaczaja
skoki (natychmiastowe przyrosty) naprezenia i predkosci naprezenia w chwili #'.
Jesli przyjac (zgodnie ze schematami na rys. 1)

- dla materialu Biirgersa

E E
c(0)=E e, c's(O)z{l +1)Elgo, (51)
n o
. E E
Ac(t')=-2Ece , Ac(t')=2 [1 +1\]E180, (52)
n o
« dla materiatu Bogustavskich
c(0)=Ee, , Ac(t)=-2Epc_, (53)

+ dla materiatu Zenera (przy schemacie (ii) z rys. 1¢)
c(0)=(E, +E,)e Ac(t')=-2AE, +E, ) (54)

to rozwazane materialy zachowuja si¢ jak pokazano na przyktadowych wykresach
o(t)narys. 7b-d (przy danych z tablicy 1 oraz #'=0,1s,At=0,2s,& =130x 10°°.

o? o?

Mimo pewnego podobienstwa zachowania si¢ materiatdéw Biirgersa i Zenera jest mig-
dzy nimi istotna r6znica jakosciowa. Mianowicie, odcinki krzywoliniowe wykresu na-
prezenia materiatu Biirgersa przy zwigkszaniu czasow trwania ¢’ 1 At daza do zerowej
warto$ci niezaleznie od warunkow poczatkowych w chwilach =07 it =¢""— podczas,
gdy analogiczne odcinki krzywoliniowe w odniesieniu dla materiatu Zenera (a takze
materiatu Bogustavskich) zblizaja si¢ do stalych (niezerowych) wartosci zaleznych je-
dynie od parametrow materiatowych, niezaleznie od warunkoéw poczatkowych w chwi-
lach #=0"1t =¢"" (oczywiscie wszystko proporcjonalnie do poziomu naprezenia G ).
Wykres na rys. 7¢ jest pewna cickawostka wlasciwosci materialu Bogustavskich (ana-
logiczna wlasciwo$¢ ma materiat Zenera) — przy pewnym wariancie (uzasadnionym)
warunkow poczatkowych w chwilach =071 ¢ = ¢' " otrzymujemy naprezenia identycz-
nej postaci jak proba odksztatcenia. Przy pewnych warunkach poczatkowych mozna
w bardzo krotkich przedziatach czasu (przy krotko trwajacych impulsach odksztalce-
nia) wykorzysta¢ podobne zachowanie si¢ rozwazanych materialow.
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6. PROBA IMPULSOWEGO JEDNOSTRONNEGO NAPREZENIA
| ODKSZTALCENIA

W przypadku naprezenia impulsowego jednostronnego: o(¢) =c , t€[0,1'),5(t) =0,
te[t',Ar), rys. 8a, odpowiedzi materialow Biirgersa, Bogustawskich i Zenera w po-
staci wyrazen na odksztatcenie g(¢) przedstawiaja si¢ nast¢pujaco:

+ w przypadku materiatu Biirgersa

e(1)=£(0) + 2 t-l—(é(O)—G"]f{l—exp (—etﬂ, re0,1), (55)
e e )e f
_ ' o f|: [ e rj:| ’
(1) =e(t") +8(1") | 1-exp —?(t—t) . te[t,An), (56)
e

gdzie e 1 f okres$lone sg wzorami (2),
« w przypadku materiatu Bogustavskich

e(t)= !

{e(0)[p, exp(=p,1)— p, exp(=p,1)]+ &(0)[exp(=p, 1) —exp(=p, 1)1} +
PP,
(57)
+ Go{l-i_p 1 [pzexp(_plt)_plexp(_pzt)]}! tE[O,t'),

e(t)=

t' -p. (t—t")]- —-p (t=t")]}+
pl_p2<8( )ip, expl—p, (1 —1")]-p, exp[-p, (1 -1")]} (58)

+&(t"exp[—p, (1 =t")]—exp[-p, (1 —1)]}), 1 €[t',A),
gdzie p, i p, okreSlone sa wzorami (9),
+ w przypadku materiatu Zenera

e(t)=¢(0)exp (_Zt]-i-ﬁo b{l—exp (—;tﬂ, te[0,t"), (59)

e

e(t) =e(t")exp {—Z(t —t')} te[t,Al), (60)

gdzie b, d 1 e wyrazaja si¢ odpowiednio wzorami (4) i (5). Przy tym €(0) i £(0) sa
poczatkowymi warto§ciami odksztalcenia i predkosci odksztatcenia,
e(t)=e(t'-0)+Ae(t') 1 e(t')=£€(t'—0)+A&(t"), a Ae(t') 1 A&(t") oznaczaja skoki
(natychmiastowe przyrosty) odksztalcenia i predkosci odksztatcenia w chwili ¢'.
Po przyjgciu w szczegdlnosci (zgodnie ze schematami na rys. 1)

« dla materiatu Biirgersa

GO
E

1

&(0)=

, g(@)zco(ul} 1)
n n,
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As()=-22,  Ad()=-o,| L+ 1| (62)
El nl T]Z
« dla materiatu Bogustavskich
€(0)=0, ¢£(0)= % , Ae(t')=0, A(t)=- % , (63)
nl + nz nl + n2

- dla materialu Zenera (wedlug schematu (ii) z rys. 1c)
o c
e(0)=—2, Ag(t)=——2, (64)
(0) E (1) E
przyktadowe wykresy zmiennoscie(t), ¢ € [0,At) przy danych z tablicy 1 oraz¢'=0,02 s,
At =0,1's,6 =100 kPa sa kolejno pokazane na rys. 8b-d.

Obserwujac wykresy odksztalcenia wszystkich trzech materiatbw mozna skonstato-
wac, ze sg one zbudowane z prawie podobnych dwoch czesci krzywoliniowych tylko
inaczej zestawionych. Jednakze w materiale Biirgersa pozostaje po zakonczeniu proby
odksztalcenie zalezne od warunkéw poczatkowych w chwili ¢ = ¢, a te zaleza od czasu
trwania czgsci pierwszej proby. Im dtuzszy przedziat [0,7'] tym wigksza warto$¢ od-
ksztatcenia i potem wigksza wartos¢ pozostatego odksztatcenia trwatego, w tym lepkie-
go o t'/m, (narys. 8b mamy przypadek krotkotrwatego naprezenia, odpowiadajacego
normalnej predkosci przejazdu kota samochodu cigzarowego). Tymczasem materiat
Bogustavskich nie wykazuje skoku odksztalcenia (tylko jego nawr6t), a ponadto przy
kazdym stanie poczatkowym drugiej czgsci wykresu odksztatcenia (w chwili # = ¢') ma-
terial si¢ odpreza do zerowej wartosci odksztatcenia.

Natomiast material Zenera przy krotkim czasie trwania pierwszej czgsci proby ¢’ (w fa-
zie narastania odksztatcenia) zachowuje si¢ podobnie jak materiat Biirgersa (jednakze
przy rosnacym t' odksztatcenie dazy do stalej wartosci proporcjonalnej do o ), nato-
miast w drugiej czgsci proby odpreza sig, praktycznie do zerowej wartosci odksztalce-
nia przy odpowiednio dlugim czasie trwania At proby.

W przypadku proby odksztatcenia impulsowego jednostronnego (t)=¢ , t[0,t);
e(t)=0, € [t',At), rys. 9a, rozwazane materiaty zachowuja si¢ odpowiednio zgodnie
Z nastgpujacymi wzorami:

+ dla materiatu Biirgersa

o(t)=

0 —p,t)— —-p,t
-, 6(0)[p, exp(=p,1) = p, exp(=p, O]+ 65)

pl 2

+6(0)[exp(—p, 1) —exp(=p, D]},  1€[0,1),

o(t)=

{o()[p, exp(—p,(1—1')) = p, exp(—p, (1 —1'))]+
P, — P, (66)

+6(1)[exp(—p, (1 =1")) —exp(—p, (1 =N}, e[, A),

gdzie p, i p, okreslone sa wzorami (19),
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+ dla materiatu Bogustavskich

cs(t)zg‘[l—exp [—“tﬂ +o(0)exp (—“zj, tel0,), (67)
a b b
o(t) =o(t')exp {—Z(z - t')} te[t',AL), (68)

gdzie a 1 b okreslone sa wzorami (3),
- dla materialu Zenera

o(1)=¢, e{l—exp (—bzﬂ +0(0)exp (—bt} te[0,), (69)
b a a

o(t)=o(t")exp [—b(z—t’)}, te[t',At), (70)
a

gdzie a, b i e okreslone sa odpowiednio wzorami (4) i (5), przy czym w powyzszych wy-
razeniach (0) 1 6(0) sa poczatkowymi warto$ciami naprezenia i predkosci naprezenia,
o(t')=o(t'-0)+Ac(t") i 6(t')=6(t' —0)+ Ac(t'),aAc(t") i Ac(t")oznaczaja sko-
ki (natychmiastowe przyrosty) napr¢zenia i predkosci naprezenia w chwili ¢'.
Jesli przyjac (zgodnie ze schematami na rys. 1)

+ dla materiatu Biirgersa

E FE
c(0)=Ezc,, o(0) ={1 +‘]Elso, (71)
n n,
. E F
Ao(ty=—-Ee , AS(t)=|—+—"L|Ee,, (72)
n n,
- dla materialu Bogustavskich
c(0)=Ee , Ao(t)=-Eg, (73)

+ dla materiatu Zenera (przy schemacie (ii) z rys. 1c)
c(0)=(E, +E))k Ac(t')=—E, +E))k (74)

to rozwazane materiaty zachowuja sig tak, jak pokazano na przyktadowych wykresach
o(t) na rys. 9b-d (przy danych z tablicy 1 oraz ¢ =0,02's, At=0,1 5,6, =130x10™).

o’ o?

Przy tej probie wszystkie materiaty zachowuja si¢ podobnie, zwtaszcza gdy czas
trwania pierwszej czgsci proby ¢’ jest krotki. Identyczne jakosciowo sa wykresy na-
prezenia materialdéw Bogustavskich i Zenera (przy analogicznych warunkach
poczatkowych). Natomiast materiat Biirgersa zachowuje si¢ podobnie — z tym, ze
przy dluzszym czasie ¢’ materiat Biirgersa relaksuje do zerowych warto$ci 6 w sposdb
niezalezny od poziomu odksztalcenia € , gdy tymczasem w pozostalych materiatach
naprezenie maleje do ustalonej warto$ci proporcjonalnej do € . Przy ¢> ¢ wszystkie
trzy materiaty odprezaja si¢ do zerowych wartosci naprezenia.
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7. WERYFIKACJA DOSWIADCZALNA W ODNIESIENIU DO
MIESZANEK MINERALNO-ASFALTOWYCH

W uzupehieniu rozwazan zawartych w poprzednich punktach wykonano na maszy-
nie wytrzymatosciowej INSTRON® dwa jakosciowe programy badan®, ktore wraz
z wynikami przedstawiono na rys. 10 i 11. Badaniu poddano probke walcowa mie-
szanki mineralno-asfaltowej o srednicy 50 mm i wysokosci 50 mm (AC 0/11), wycig-
tej z ptyty nawierzchni przygotowanej w laboratorium.

G [MPa] 4 A€ [10°°]

0,10 1000

1 €
0,05 // 5 500

" N

0,00 . : . : . r ——

60 120 180 240 300 339 420 4§Q,,54ﬂ‘§oo 660 720 t [s]

\ Cd
-0,05 | \ Ve -500
c — Y

-0,10 } —-1000

Rys. 10. Petny cykl symetrycznego, skokowo zmiennego, okresowo statego naprezenia:
program obcigzenia — sterowanie naprezeniem ¢ w czasie;

odpowiedz prébki — zmienno$¢ odksztatcenia € w czasie

Fig. 10. Full cycle of symmetrically alternating and periodically constant stress: the load —
the stress control ¢ in time; the sample response — the strain variation ¢ in time

Jak mozna zauwazy¢ pierwsza proba odpowiada jakoSciowo testowi materiatu Biirgersa
zrys. 8a-b, czyli wedtug wzoroéw (55) 1(56). Natomiast druga proba jest zgodna z testem
statego odksztalcenia (ujemnego) materiatu Zenera, z odpowiedzia wedlug wzoru (69).
Potwierdza to w szczegolnosci tezg, ze w zaleznosci od charakteru i warunkéw ,,pracy”
mieszanki, rozne modele bardziej lub mniej adekwatnie opisuja zachowanie sig tej mie-
szanki.

Zauwazone roéznice migdzy rzeczywista odpowiedzia materiatu a testami teoretycz-
nymi dla przedziatow czasu przyjetych w badaniu laboratoryjnym maja przyczyne

% w Katedrze Inzynierii Materiatow Budowlanych Politechniki Warszawskiej
% jakosciowych w tym sensie, ze drugorzedne byly wartosci mierzonych wielkosci, natomiast istotny
byt charakter odpowiedzi w czasie badanej probki przedstawiony na wykresach
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migdzy innymi w charakterze struktury materialowej zastosowanego betonu asfalto-
wego AC 11. Material jest mieszaning lepkosprezystego lepiszcza asfaltowego i rela-
tywnie nieodksztatcalnych ziaren kruszyw roznej wielko$ci. Udzial objetosciowy
lepiszcza wynosi okoto 13% v/v, pozostata czg$¢ to kruszywo 83% 1 wolne przestrze-
nie 4% v/v. W wigkszosci testow kruszywo odgrywa dominujaca rolg¢ w zaburzaniu
teoretycznej odpowiedzi materiatu ,,czysto lepkosprezystego”. Mozna przypuszczaé,
ze istnieje zalezno$¢ migdzy wielkos$cia maksymalnego ziarna w badanym materiale
a stopniem zgodno$ci jego rzeczywistej odpowiedzi z teoretycznym modelem lepko-

sprezystym.
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Rys. 11. Proba relaksacji: program sterowania — state odksztatcenie ¢ w czasie; odpowiedz
probki — zmiennos$¢ naprezenia ¢ w czasie

Fig. 11. Test of relaxation: the control program — the constant strain ¢ in time; the sample
response — the stress variation ¢ in time

8. PODSUMOWANIE

Podane w postaci wzoréw ogoélnych odpowiedzi materiatdw na rozwazane testy na-
prezenia lub odksztalcenia maja charakter uniwersalny, tj. niezalezny od wartosci
przyjetych statych materiatowych i warunkow poczatkowych oraz parametrow pro-
gramow napre¢zenia testowego.

Natomiast ilustracje liczbowe na wykresach zostaty przygotowane po przyjgciu warto-
$ci parametrow testow odpowiadajacych charakterystykom ruchu realnego pojazdu na
drodze z realna predkoscia (Az rzedu 0,1 s). W szczegdlnosci dla takich wartosci param-
etrow testu zostaty zidentyfikowane wartosci wspotczynnikéw materiatowych w mode-
lu Biirgersa, przyjete dla celow poroéwnawczych do obliczen dla rozwazanych modeli
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materialow. Jednakze tego rodzaju testy, zwlaszcza proba impulsowego jednostronnego
naprgzenia przy matych wartosciach ¢ (' = 0,02 s) pokazujaca zachowanie materialu
przy przejezdzie kota samochodowego z realng predkoscia oraz proby wymuszenia od-
ksztatcenia, sa praktycznie bardzo trudne do zrealizowania w laboratorium. Stad ko-
nieczno$¢ walidacji posrednich rozwazanych ,,materiatow teoretycznych” jako modeli
materialow i mieszanek w nawierzchniach drogowych. Do tego pomocne moga by¢ za-
prezentowane testy teoretyczne i ich analiza porownawcza.

W zaleznos$ci od czynnikoéw oddzialujacych na nawierzchni¢ lub warunkéw w na-
wierzchni przydatne moga by¢ rozne modele materialow w zaleznosci od zagadnienia
opisywanego z wykorzystaniem okre§lonego modelu materiatlu. Na przyktad, przy
obciazeniu udarowym (wystepujacym przy skokowej nierownos$ci poprzecznej) ma-
terial Bogustawskich nie wykazujacy z racji ,,poczatkowej lepkosci” doraznych od-
ksztalcen sprezystych jest najbardziej adekwatny do modelowania dynamicznego
tego zjawiska. Z kolei material Zenera dobrze opisuje relaksacje mieszanki mineral-
no-asfaltowe;.
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INFORMACJE DODATKOWE

Praca przedstawia fragment rezultatow prac statutowych na temat modeli materiatow
nawierzchni drogowych, prowadzonych przez autoréw w Zaktadzie Mechaniki Teo-
retycznej i Mechaniki Nawierzchni Komunikacyjnych Instytutu Drog i Mostow Wy-
dziatu Inzynierii Ladowej Politechniki Warszawskiej.

COMPARATIVE ANALYSIS OF PROPERTIES OF BURGERS’,
BOGUSLAVSKIS’ AND ZENER’S MATERIALS IN VIEW OF TESTS
OF STRESS AND STRAIN IN REFERENCE TO PROPERTIES OF
ASPHALT MIXES

Abstract

In the paper a comparative analysis of behaviour and properties of Blrgers’, Boguslavskis’ and
Zener's materials is presented. The analysis is based on results of a series of tests of
one-dimensional stress-strain relations under selected programs of stress or strain control:
harmonic, haversine, alternate and impulse type. The presented results enrich the image of
behaviour of mentioned materials which can be considered as the relatively simple models of
complex visco-elastic behaviour of asphalt mix in road pavement. Analyzed models showed
different responses and then it was possible to evaluate of their applicability to modelling of real
asphalt mixtures. In the laboratory two simple tests were carried out to check the responses of
the samples made of asphalt concrete AC 11 to verify different models behaviour.

Keywords

Asphalt concrete, comparative analysis, models of pavement materials, tests of stress and
strain, visco-elastic models
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