
STRESZCZENIE. Przedstawiony w pracy algorytm dotyczy

przetwarzania danych w postaci wspó³rzêdnych punktów pasma

obwodowego pow³oki, uzyskanych z pomiarów geodezyjnych.

Parametrem geometrycznym wykorzystywanym w pracy do badania

deformacji pow³oki w obiekcie jest zmiana krzywizny. S³u¿y ona do

szacowania momentu zginaj¹cego, a st¹d – naprê¿enia normalnego

w blasze falistej. Z rezultatów podanych w przyk³adach obliczeñ

analizowanej konstrukcji wynika mo¿liwoœæ okreœlania miejsc o war-

toœciach ekstremalnych. Do tego celu niezbêdna jest gêsta siatka

punktów pomiarowych utworzona z wykorzystaniem techniki

geodezji precyzyjnej. Istotne znaczenie w szacowaniu naprê¿eñ ma

korekta geodezyjnej bazy pomiarowej. Wynika to z faktu, ¿e punkty

w pomiarze pocz¹tkowym nie le¿¹ na wycinku okrêgu jako linii

odnosz¹cej, wykorzystywanej do okreœlenia deformacji pow³oki.

S£OWA KLUCZOWE: deformacja, obiekty gruntowo-pow³o-

kowe, pomiary geodezyjne, si³y wewnêtrzne.

ABSTRACT. The algorithm presented in this paper processes

data in the form of the coordinates of points located on the shell’s

circumferential section, obtained from geodetic measurements.

The change in curvature is a geometric parameter used to study

the deformation of the shell in a corrugated steel buried structure

and to estimate the bending moment and hence the normal

stress in the corrugated plate. The results of exemplary calcula-

tions of the analysed structure show that places with extreme

values can be determined in this way. For this purpose a dense

grid of measuring points needs to be created using precision

land surveying. For stress estimation it is essential to correct the

geodetic measurements base since the points in the initial mea-

surement do not lie on the circular sector used as a reference line

for determining the deformation of the shell.
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1. WPROWADZENIE

Wiele wykonywanych obiektów in¿ynierskich ma³ych i du-
¿ych rozpiêtoœci pe³ni funkcjê ekologicznych przejœæ górnych
dla zwierz¹t (Rys. 1). Ich charakterystyczn¹ cech¹ s¹ niewiel-
kie zmiany obci¹¿eñ sta³ych, wystêpuj¹cych po ich wybudo-
waniu. Oddzia³ywania gruntu na pow³okê takiego obiektu po-
chodz¹ g³ównie od ciê¿aru zasypki gruntowej. Ze wzglêdu na
konstrukcjê pow³oki z blachy falistej (o cechach sprê¿ystych),
mo¿na analizowaæ skutki d³ugotrwa³ych zmian cech fizycz-
nych zachodz¹cych w gruncie. Istotnym problemem rozpatry-
wanym w pracy jest ocena deformacji pow³oki podczas d³ugo-
trwa³ego oddzia³ywania gruntu na pow³okê z niewielkim
udzia³em obci¹¿eñ zmiennych.

Monitoring deformacji pow³oki w trakcie budowy analizowa-
nego obiektu realizowano z u¿yciem geodezji i analiz zmiany
si³ wewnêtrznych na podstawie pomiarów tensometrycznych
[1]. Pomiary kontrolne oddzia³ywañ klimatycznych [2, 3]
w okresie jesieñ–zima wykonano z u¿yciem technik geodezyj-
nych. Analizowane w pracy wyniki badania obiektu dotycz¹
stanu po okresie niemal piêciu lat od zakoñczenia budowy.

Niespotykan¹ sytuacj¹ w wybudowanych obiektach grunto-
wo-pow³okowych jest proces rozbiórki, co wyst¹pi³o w przy-
padku analizowanego obiektu. Przed jej rozpoczêciem wyko-
nano pomiar kontrolny, odzwierciedlaj¹cy stan oznaczony
dalej jako N. Kolejn¹ charakterystyczn¹ sytuacj¹ by³a rozbiór-
ka naziomu do poziomu klucza pow³oki – stan K. Ostatnim
wynikiem uzyskanym z pomiarów jest zakoñczenie rozbiórki
naziomu, czyli powrót pow³oki do stanu pierwotnie rozpoczy-
naj¹cego budowê: M. W pracy analizuje siê fazê rozbiórki, po-
równuj¹c uzyskane wyniki z pomiarami wykonanymi w trak-
cie budowy, gdy parametrem odnosz¹cym jest jednakowa
gruboœæ zasypki gruntowej.

Do badania deformacji pow³oki w obiekcie wykorzystuje siê
w pracy zmianê krzywizny. Szacowane wartoœci momentów

1. INTRODUCTION
Many of the small- and large-span corrugated steel buried
structures built today serve as wildlife overpasses (Fig. 1).
Such structures are characterized by the fact that once they
are built, their permanent loads change only slightly. The
action of the soil on the shell of a soil-steel structure
mainly stems from the weight of the backfill. Considering
that the shell is made of corrugated steel plates (character-
ized by elasticity), the effects of long-term changes in the
physical properties of the surrounding soil need to be
taken into account. A major issue discussed in this paper is
the assessment of the shell's deformations during the
long-term impact of the soil on the shell with little partici-
pation of variable loads.

The deformations of the shell during the construction of
the investigated structure were monitored using land sur-
veying and analyses of the internal forces determined
through tensometric measurements [1]. Monitoring mea-
surements of the climatic impacts in the autumn–winter
period were performed using geodetic techniques. The
analysed results of the investigations concern the condi-
tion of the structure after nearly five years since its com-
pletion.

An unprecedented situation for already built soil-steel
structures is the process of disassembling, which took
place in the case of the analysed structure. Prior to disas-
sembly control measurements, reflecting the state further
denoted as N, were carried out. Then the surcharge was re-
moved down to the level of the shell’s crown – state K.
Finally, the surcharge was completely removed, whereby
the shell returned to the state (denoted as M) it had been in
at the start of construction.

In this paper the results of the measurements performed
during disassembly are compared with the results of the
measurements carried out during construction, adopting
an identical backfill thickness as the reference parameter.
The deformation of the shell is investigated by examining
the change in the latter’s curvature. The values of the
bending moments of the shell’s circumferential section are
estimated on the basis of the radius of curvature in relation
to the initial or design value. The analysis algorithm pre-
sented in this paper is based on the results of the geodetic
measurements.

2. MEASURING TECHNIQUES USED
IN MONITORING
Land surveying techniques (Fig. 1) are used in the sim-
plest, and at the same time the most effective, monitoring
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Rys. 1. View of investigated structure during its construction

Rys. 1. Widok badanego obiektu podczas budowy



zginaj¹cych pasma obwodowego pow³oki uzyskuje siê na
podstawie promienia krzywizny odniesionego do wartoœci
pocz¹tkowej lub projektowej. Algorytm analizy przedstawio-
ny w pracy oparty jest na wynikach pomiarów geodezyjnych.

2. TECHNIKI POMIAROWE STOSOWANE
W MONITORINGU
W najprostszej, a przy tym skutecznej, wersji monitoringu sto-
sowanej w obiektach gruntowo-pow³okowych wykorzystuje
siê techniki geodezyjne (Rys. 1). Taki sposób pomiarów jest
wystarczaj¹co dok³adny z uwagi na znaczne wartoœci prze-
mieszczeñ powsta³ych zarówno podczas budowy, jak i w pro-
cesie eksploatacji mostu. Na podstawie po³o¿enia punktów po-
miarowych na paœmie obwodowym pow³oki analizuje siê
zmianê jej kszta³tu. Tak okreœlona postaæ deformacji s³u¿y do
wyznaczania si³ wewnêtrznych w blasze falistej [1, 4]. Do tego
celu s³u¿y algorytm przedstawiony w pracy.

Gdy realizuje siê badania odbiorcze z udzia³em pojazdów sa-
mochodowych lub lokomotyw, u¿ywa siê czujników induk-
cyjnych i zegarowych, gdy¿ wymagana jest dok³adnoœæ rzêdu
0,01 mm. W takich pomiarach gotowego obiektu przemiesz-
czenia s¹ bardzo ma³e [3, 5-7]. Czujniki indukcyjne mog¹ byæ
wykorzystywane do ci¹g³ego rejestrowania zmian deformacji
pod obci¹¿eniem przeje¿d¿aj¹cego pojazdu. Na tej podstawie
okreœla siê cechy dynamiczne obiektu. Czujniki zegarowe i in-
dukcyjne wykorzystuje siê w sytuacji obci¹¿enia stacjonarne-
go przy maksymalnej liczbie ciê¿kich pojazdów, co pozwala
na sprawdzenie noœnoœci obiektu i jego zachowania podczas
zatoru na moœcie.

W przypadku obiektów specjalnego znaczenia [6, 8], a czasem
w badaniach odbiorczych, stosuje siê pomiary tensometryczne.
S³u¿¹ one do bezpoœredniego okreœlania si³ wewnêtrznych
w pow³oce z blachy falistej. Mog¹ byæ one wykorzystane do
obliczania postaci deformacji pow³oki dziêki algorytmom nu-
merycznym omawianym w pracach [1, 3, 4, 8, 9]. Z takich po-
miarów mo¿na równie¿ wyznaczaæ oddzia³ywania kontakto-
we [1, 9-11], czyli si³y pomiêdzy blach¹ i gruntem (Rys. 2).
Bezpoœredni pomiar parcia realizowany jest z u¿yciem presjo-
metrów [12]. Zatem w zale¿noœci od przeznaczenia obiektu
gruntowo-pow³okowego jak równie¿ parametrów geome-
trycznych (rekordowych) stosuje siê zró¿nicowane techniki
monitorowania.

3. PRZEBIEG DEFORMACJI POW£OKI
PODCZAS BUDOWY
W celu uzyskania za³o¿onej w projekcie geometrii pow³oki
istotne znaczenie ma odpowiednie sterowanie procesem
uk³adania i zagêszczania zasypki [1]. Jest to szczególnie wa¿ne

of corrugated steel buried structures. Geodetic measure-
ments are sufficiently precise considering that the dis-
placements arising during both the construction and
service life of such structures are considerable. The
changes in the shape of the shell are determined on the ba-
sis of the location of the measuring points on the shell's
circumferential ring. The deformations derived in this way
are used to determine the internal forces in the corrugated
plate [1, 4]. For this purpose the algorithm presented in the
paper is used.

When conducting acceptance tests involving the use of au-
tomobile or locomotives, inductive gauges and dial
gauges are used as the accuracy of 0.01 mm is required.
The displacements measured during acceptance tests con-
ducted on a completed corrugated steel buried structure
are very small [3, 5-7]. Inductive gauges can be used to
continuously register the changes in deformation under
the weight of the vehicle driving over the structure to de-
termine the dynamic characteristics of the latter. Dial
gauges and inductive gauges are used in the case of sta-
tionary loading with a maximum number of heavy vehi-
cles to check the load bearing capacity and behaviour of
the structure in case of a traffic holdup on it.

For structures of special importance [6, 8], and sometimes
in acceptance tests, tensometric measurements are used to
directly determine the internal forces in the corrugated
steel shell. The measurements can be used to calculate the
form of the shell's deformation by means of the numerical
algorithms presented in [1, 3, 4, 8, 9]. Also contact interac-
tions [1, 9-11], i.e. the forces between the steel plate and
the soil, can be determined on the basis of such measure-
ments (Fig. 2). Direct measurements of earth pressure are
performed using pressuremeters [12]. This means that de-
pending on the intended use of a soil-steel structure as well
as on its (record) geometric parameters, various monitor-
ing techniques are employed.

3. SHELL DEFORMATION DURING
CONSTRUCTION
It is essential to properly control the backfill placement
and compaction process in order to obtain the design shell
geometry [1]. This is particularly important in the case of
structures of considerable dimensions and shells made of
thin corrugated plate profiles. At the construction stage it
is difficult to predict shell deformations on the basis of nu-
merical calculations and a structure model because the
backfill placement technology and work breaks have a sig-
nificant bearing on the resultant deformation [1, 13].
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w przypadku obiektów o znacznych rozmiarach oraz pow³ok
wykonanych z wiotkich profili blach falistych. Prognozowa-
nie deformacji pow³oki na podstawie obliczeñ numerycznych
i modelu konstrukcji w fazie budowy jest utrudnione, bowiem
na wynik (deformacjê) du¿y wp³yw ma technologia uk³adania
zasypki, a tak¿e przerwy robocze [1, 13].

Na Rys. 2 przedstawiono przyk³ad pow³oki o jednolitym,
ko³owym kszta³cie i promieniu R, zamocowanej przegubowo
w niepodatnym fundamencie. W analizowanej fazie budowy
zasypkê gruntow¹ u³o¿ono do wysokoœci z

g
. Za³o¿ono syme-

triê geometrii uk³adu. Oddzia³ywania gruntu na pow³okê
tworz¹ si³y kontaktowe: normalne p( )� i styczne t( )� .

Deformacjê pow³oki powsta³¹ w procesie budowy obiektu
gruntowo-pow³okowego okreœla siê przez dwa charaktery-
styczne przemieszczenia przedstawione na Rys. 2b, czyli wy-
giêcie pow³oki do góry w, nazywane wypiêtrzeniem, oraz
zmianê poziomego jej wymiaru 2u, czyli zwê¿enie. Proporcje
pomiêdzy przemieszczeniami w i 2u w procesie uk³adania za-
sypki podlegaj¹ charakterystycznym zmianom [1, 4, 14, 15].

W przypadku uk³adania zasypki gruntowej wystêpuje wypiê-
trzanie pow³oki narastaj¹ce wraz z gruboœci¹ zasypki, gdy
z H

g
� . W drugiej fazie, gdy zasypka uk³adana jest nad klu-

czem (z H
g

� ), nastêpuje redukcja w, czasem przechodz¹ca
w ugiêcie, czyli przemieszczenie skierowane do do³u. W przy-
padku uk³adania zasypki w z

g
( ) jest funkcj¹ z³o¿on¹, zale¿¹c¹

od geometrii pow³oki, a tak¿e technologii uk³adania zasypki.
Proces wykonywania naziomu przyczynia siê do zwiêkszania
bezpieczeñstwa pow³oki. Ka¿da dodatkowa warstwa gruntu
naziomu powoduje redukcjê naprê¿eñ normalnych w pow³o-
ce. W sytuacji rozbiórki naziomu wystêpuje proces odwrotny.

4. BADANY OBIEKT
GRUNTOWO-POW£OKOWY
W pracy analizuje siê obiekt wykonany ze stalowej blachy fa-
listej jako konstrukcjê gruntowo-pow³okow¹. Wybudowano
go na terenie firmy ViaCon Polska w Rydzynie wy³¹cznie
w celach badawczych, bez nawierzchni i obci¹¿eñ rucho-
mych na naziomie. Pow³okê utworzono ze stalowej blachy
falistej typu SC 380 � 140 � 7. Rekordowe dla tego typu blachy
parametry geometryczne pasma obwodowego pow³oki podano na
Rys. 3. Na tym samym rysunku przedstawiono uk³ad punktów pa-
sma obwodowego pow³oki wykorzystany w pomiarach geodezyj-
nych.

Po 110 miesi¹cach od czasu zakoñczenia budowy obiektu
w Rydzynie rozpoczêto rozbiórkê otoczenia gruntowego tej
pow³oki. Zatem nast¹pi³ proces odwrotny do uk³adania zasyp-
ki. Rozpoczêto zdejmowanie kolejnych warstw o gruboœciach
0,3 m, zaczynaj¹c od poziomu zakoñczenia naziomu, czyli

Fig. 2 shows an exemplary shell with a uniform circular
shape and radius R, hinged-fixed in a rigid foundation. In
the analysed construction phase, backfill was placed up to
height z

g
. The system's geometry was assumed to be sym-

metrical. Soil actions on the shell are generated by normal
p( )� and tangential t( )� contact forces.

The shell deformation arising in the course of construction
of a corrugated steel buried structure is defined by two
characteristic displacements shown in Fig. 2b, i.e. uplift
shell flexure w, called an uplift, and change 2u in the
shell’s horizontal dimension, i.e. a narrowing. The propor-
tions between displacements w and 2u in the course of
backfill placement are subject to characteristic changes
[1, 4, 14, 15].

As backfill is being placed, a shell uplift occurs, which in-
creases with backfill thickness when z H

g
� . Then when

the backfill is being placed over the shell crown (z H
g

� ),
uplift w decreases and with time it transitions into a down-
ward displacement. In the case of backfill placement,
w z

g
( ) is a composite function dependent on the shell’s ge-

ometry, and also on the backfill placement method. The
backfill placement process contributes to greater safety of
the shell. Each successive surcharge layer causes a reduc-
tion in normal stresses in the shell. A reverse process takes
place when the surcharge is being disassembled.
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Fig. 2. Schematic diagram of contact forces and shell displacements:

a) contact interactions, b) shell deformation

Rys. 2. Schemat si³ kontaktowych i przemieszczeñ pow³oki:

a) oddzia³ywania kontaktowe, b) deformacja pow³oki
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stanu oznaczonego jako N. Na Rys. 4 przedstawiono zmiany
po³o¿enia klucza pow³oki w procesie uk³adania zasypki: od
stanu monta¿owego M do powstania naziomu N, czyli z okre-
su budowy obiektu, oznaczonego jako faza M-N. Drugi wy-
kres odzwierciedla sytuacjê odwrotn¹, czyli usuwanie kolej-
nych warstw zasypki, oznaczone jako faza N-M. Przy
tworzeniu tego wykresu przyjêto, ¿e w momencie osi¹gniêcia
stanu monta¿owego M, czyli po usuniêciu zasypki ca³kowicie,
redukuje siê ugiêcie, st¹d w( )M = 0. W ten sposób uzyskano
wspólny pocz¹tek (i koniec) wykresów jako stanu monta-
¿owego, ale wystêpuj¹cego w ró¿nych okresach istnienia
obiektu. Do usuwania zasypki u¿yto ³adowarki, a pomiary re-
alizowano po ustabilizowaniu siê geometrii pow³oki i pozo-
sta³ej zasypki.

Z porównania obydwu wykresów widoczne jest, ¿e mog¹ byæ
one podobne, gdy w przypadku wykresu N-M zastosuje siê
transformacjê k¹tow¹ z punktem obrotu w pocz¹tku uk³adu
wspó³rzêdnych. Na przebieg wykresu N-M w odniesieniu do
M-N wp³ywa ró¿nica cech fizycznych gruntu powsta³ych
w czasie przeprowadzonych prac budowlanych. W procesie
budowy zasypka jest s³abo zagêszczona na styku z pow³ok¹,
natomiast podczas rozbiórki grunt jest ju¿ w sposób naturalny
skonsolidowany w ca³ej objêtoœci. Niestety w analizowanym
obiekcie geodezyjne bazy punktów pomiarowych z okresu

4. INVESTIGATED CORRUGATED
STEEL BURIED STRUCTURE
A corrugated steel buried structure built exclusively for re-
search purposes on the premises of the ViaCon Poland
company in Rydzyna is investigated in this paper. The
structure has no pavement and no moving loads on the sur-
charge. The shell was made of SC 380 � 140 � 7 corrugated
steel plate. The record-breaking (for this type of steel plate) geo-
metric parameters of the circumferential section of the shell are
given in Fig. 3, which also shows the arrangement of shell cir-
cumferential section points used in geodetic measurements.

110 months after the construction of the structure in
Rydzyna had been completed the removal of the soil sur-
rounding it started. This means that a process reverse to
backfill placement took place. The layers of 0.3 m thick-
ness began to be removed successively, starting from the
terminal layer of the surcharge, i.e. the state denoted as N.
Fig. 4 shows changes in the position of the shell crown
during backfill placement: from assembly state M to sur-
charge completion state N, i.e. covering the period of
structure construction, denoted as M-N. The other graph
reflects the reverse situation, i.e. the removal of the suc-
cessive backfill layers, i.e. the period denoted as N-M.
When producing this graph it was assumed that when as-
sembly state M is reached, i.e. once the backfill has been
removed completely, the deflection disappears, hence
w( )M = 0. In this way a common origin (and end) of the
graphs, representing the assembly state, but in different
periods of the existence of the structure, was established.
A loader was used to remove the backfill and measure-
ments were performed after the geometry of the shell and
that of the remaining backfill stabilized.

A comparison of the two graphs shows that they can be
similar when an angular transformation with the pivoting
point in the origin of the coordinates is applied to graph
N-M. The shape of graph N-M in relation to graph M-N
is influenced by the difference in the soil physical charac-
teristics which arose during the construction works. Dur-
ing construction the backfill is poorly compacted at its
contact with the shell, whereas during disassembly the soil
is already naturally consolidated in its whole volume. Un-
fortunately, in the case of the investigated structure the
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Fig. 3. Schematic diagram of shell’s circumferential section

Rys. 3. Schemat pasma obwodowego pow³oki

Fig. 4. Comparison of uplift (construction, M-N) and deflection

(disassembly, N-M) of shell’s crown

Rys. 4. Porównanie wypiêtrzania (budowa, M-N) i ugiêcia

(rozbiórka, N-M) klucza pow³oki
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budowy i rozbiórki s¹ zupe³nie inne, co utrudnia dog³êbn¹ oce-
nê czynników wp³ywaj¹cych na przemieszczenia. Zatem ró¿-
nice pomiêdzy powstawaniem pionowego przemieszczenia
pow³oki, czyli wypiêtrzenia (w trakcie budowy) i ugiêcia (spo-
wodowanego rozbiórk¹) wskazuj¹ na zmiany sztywnoœci kon-
strukcji wynikaj¹ce ze wspó³dzia³ania pow³oki z zasypk¹
gruntow¹ [1].

Na Rys. 5 przedstawiono zmiany przemieszczeñ wybranych
trzech punktów (7, 10 i 13 wg Rys. 3) z obszaru klucza pow³oki
w zale¿noœci od gruboœci zasypki liczonej od poziomu posado-
wienia. Wykresy dotycz¹ okresu rozbiórki zasypki gruntowej,
zatem pocz¹tek prac wystêpuje przy z

g
= 7,5 m, a wiêc w sta-

nie N. Podobnie jak na Rys. 4, przyjêto za³o¿enie, aby w stanie
M (monta¿owym, bez udzia³u gruntu) przemieszczenia by³y
zerowe. Z porównania wykresów w(7) i w(13), uzyskanych dla
punktów jednakowo odleg³ych do klucza, widoczne jest podo-
bieñstwo, ale równie¿ zaburzenie symetrii deformacji pow³oki.

Na Rys. 6 przedstawiono przemieszczenia punktów pomiaro-
wych pasma obwodowego pow³oki powsta³e pomiêdzy stana-
mi pocz¹tkowym N i koñcowym M z fazy rozbiórki zasypki.
Na wykresie widoczna jest niesymetryczna zmiana kszta³tu
pow³oki, ze znaczn¹ przewag¹ ugiêcia w pomiêdzy punktami
7 i 8 oraz mniejszymi zmianami w okolicy punktu 14. W przy-
padku przemieszczeñ poziomych u widoczne jest niemal rów-
nomierne przesuniêcie punktów sklepienia pow³oki. Prze-
mieszczenia wypadkowe oznaczone jako d w czêœci pow³oki
po lewej stronie uk³adaj¹ siê zgodnie z ugiêciami, natomiast po
prawej stronie wynikaj¹ z przemieszczeñ poziomych.

W pracy wyró¿niono trzy stany w ramach fazy rozbiórki
zasypki gruntowej, oznaczone jako M, K i N. Pierwszy doty-
czy stanu monta¿owego pow³oki, a wiêc bez oddzia³ywania
gruntu na pow³okê, w sytuacji z

g
= 0. Drugi wystêpuje

measuring points base from the construction period and
that from the disassembly period are different, which
makes a thorough assessment of the factors having a bear-
ing on displacement difficult. The differences between the
vertical displacement of the shell, i.e. the uplift (during
construction), and its deflection (during disassembly) in-
dicate changes in the structure's stiffness resulting from
the interaction between the shell and the backfill [1].

Fig. 5 shows changes in the displacements of three points
(7, 10 and 13 acc. to Fig. 3) selected from the shell crown
area depending on the backfill thickness measured from
the foundation level. The graphs are for the backfill disas-
sembly period, which means that the beginning of the
works occurs at z

g
= 7.5 m, i.e. in state N. Similarly as in

Fig. 4, displacements in state M (assembly without soil)
were assumed to amount to zero. A comparison of graphs
w(7) and w(13) plotted for points equally distant from the
crown shows a similarity, but also a disturbance in the
symmetry of shell deformation.

Fig. 6 shows the displacements of the shell circumferential
section measuring points, which arose between initial
state N and final state M during the backfill disassembly
stage. An asymmetric change in the shape of the shell is
visible in the graph, with a considerable predominance of
deflection w between points 7 and 8 and smaller changes
in the neighbourhood of point 14. In the case of horizontal
displacements u, one can see an almost uniform shift of the
points on the shell crown. The resultant displacements, de-
noted as d, in the shell’s part on the left side are consistent
with the deflections, while the ones on the right side re-
sults from the horizontal displacements.

Three states in the backfill disassembly phase, denoted as
M, K and N, are distinguished. The first state represents
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Fig. 5. Changes in deflection of measuring points on shell’s

circumferential section

Rys. 5. Zmiana ugiêcia punktów pomiarowych pasma

obwodowego pow³oki

Fig. 6. Changes in location of measuring points

Rys. 6. Zmiany po³o¿enia punktów pomiarowych
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w sytuacji zrównania siê poziomu zasypki z kluczem
pow³oki, gdy z

g
= H. Trzeci z nich jest stanem koñcowym

budowania naziomu, czyli uk³adania zasypki ponad kluczem,
gdy z

g
= 7,5 m (i równoczeœnie pierwszym stanem w fazie

rozbiórki). W Tabl. 1 zestawiono wyniki pomiarów geode-
zyjnych z okresu rozbiórki, z oznaczeniami punktów wed³ug
Rys. 3, wykorzystane do tworzenia wykresów podanych na
Rys. 6 i w dalszej czêœci pracy.

5. SZACOWANIE PROMIENI KRZYWIZNY
W PAŒMIE OBWODOWYM POW£OKI
Ze wspó³rzêdnych punktów pomiarowych mo¿na wniosko-
waæ, ¿e uk³adu pomiarowy jest stosunkowo regularny, ale od-
leg³oœci pomiêdzy punktami nie s¹ jednakowe. Zatem do prze-
twarzania danych konieczne jest uwzglêdnienie dowolnoœci
po³o¿enia uk³adu punktów na paœmie obwodowym pow³oki,
jak na Rys. 7.

Do badania deformacji pow³oki w obiekcie wykorzystano
w pracy zmianê krzywizny w wybranych punktach pasma ob-
wodowego pow³oki [1, 14]. Na Rys. 7 przedstawiono schemat
po³o¿enia wybranych trzech punktów w realizowanych po-
miarach geodezyjnych, z wyró¿nieniem punktu centralnego C.
W konsekwencji okreœlone zosta³y wspó³rzêdne tych punktów
wzglêdem dowolnie obranego pocz¹tku uk³adu kartezjañskie-
go G (Tabl. 2). Wynikiem obliczeñ jest promieñ krzywizny R
jako odleg³oœæ pomiêdzy pocz¹tkiem uk³adu wspó³rzêdnych O
i punktami pomiarowymi A, C, B. W przypadku odcinka CO
odleg³oœæ ta obliczana ze wzoru (1) jest równoczeœnie wyni-
kiem analizy, czyli promieniem krzywizny.

the assembled shell with no soil acting on it, i.e. when
z

g
= 0. The second state occurs when the backfill level be-

comes level with the crown of the shell, i.e. when z
g

= H.
The third state is the final state in surcharge construction
(backfill placing over the crown), i.e. when z

g
= 7,5 m, and

at the same time the initial state in the disassembly stage.
Table 1 contains the results of geodetic measurements
from the disassembly period (the points are denoted as in
Fig. 3), used to plot the graphs presented in Fig. 6 and fur-
ther in this paper.

5. ESTIMATION OF CURVATURE RADII IN
SHELL’S CIRCUMFERENTIAL SECTION
The coordinates of the measuring points indicate that the
measuring system is relatively regular, but the distances
between the points are not identical. Therefore for data
processing it is necessary to take into account the fact that
the system of points on the shell's circumferential section
can be arbitrarily located, as in Fig. 7.

The deformation of the shell in the structure is investi-
gated by examining the change in curvature in selected
points of the shell [1, 14]. Fig. 7 shows a schematic dia-
gram of the location of the selected three points during the
geodetic measurements, with distinguished central point
C. Thus the coordinates of these points are defined relative
to any chosen origin of Cartesian coordinate system G, as
in Table 2. The calculations yield curvature radius R as a
distance between the origin of coordinate system O and
measuring points A, C, B. In the case of segment CO, this
distance calculated from formula (1) is at the same the re-
sult of the analysis, i.e. the radius of curvature is:
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Table 1. Coordinates x z, of measuring points during disassembly [m]
Tablica 1. Wspó³rzêdne x z, punktów pomiarowych podczas rozbiórki [m]

Point no.
Nr punktu

State N / Stan N State K / Stan K State M / Stan M

x z x z x z

5 –6.022 3.562 –5.999 3.535 –6.020 3.530

6 –4.878 4.053 –4.858 4.033 –4.869 4.006

7 –3.726 4.439 –3.711 4.432 –3.714 4.380

8 –2.539 4.712 –2.527 4.720 –2.526 4.652

9 –0.948 4.924 –0.939 4.950 –0.941 4.870

10 0.2681 4.9623 0.275 4.997 0.2789 4.9184

11 1.470 4.892 1.477 4.925 1.481 4.857

12 2.629 4.727 2.636 4.754 2.642 4.700

13 3.852 4.450 3.857 4.466 3.867 4.431

14 5.017 4.071 5.018 4.073 5.033 4.059

15 6.117 3.612 6.117 3.607 6.140 3.609
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Punkt O wyznaczony jest jako transformacja równoleg³a po-
wsta³a z przekszta³cenia uk³adu wspó³rzêdnych geodezyjnego
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. (3)

W obydwu wzorach (2) i (3) wystêpuj¹ zale¿noœci geome-
tryczne pomiêdzy punktami pomiarowymi A, C i B w geode-
zyjnym uk³adzie wspó³rzêdnych G. Odleg³oœci pomiêdzy
punktami pomiarowymi wynosz¹:

CA CB AG2 2 2
� 	 (4)

oraz
CB CG BG2 2 2

� 	 . (5)

Ze schematu podanego na Rys. 7 wynika dowolnoœæ wyboru
punktów A i B wobec obranego jako analizowanego punktu
centralnego C. Zatem w przypadku du¿ej liczby punktów po-
miarowych na paœmie obwodowym pow³oki, jak na Rys. 3,
mo¿liwe s¹ dowolnie wybrane pary punktów A i B.

Z za³o¿eñ algorytmu wynika, ¿e gdy czêœæ górna pow³oki jest
wycinkiem okrêgu jak na Rys. 2 i 3, wynik bêdzie zawsze taki
sam, bez wzglêdu na wybór punktów A, C i B. Ze wzoru (1)
otrzyma siê zawsze wartoœæ R. Sta³a wartoœæ R na ca³ej d³u-
goœci pasma obwodowego pow³oki nie wystêpuje natomiast
w wybudowanych konstrukcjach. W stanie monta¿owym po-
wstaje deformacja pow³oki wynikaj¹ca z ciê¿aru w³asnego,

R x z
CO CO

� �
2 2 . (1)

Point O is determined through the parallel transformation
of geodetic coordinate system G x z( , ) to calculation coor-
dinate system O x z

o o
( , ), defined by the formulas:

x
CA z CB z

z x z x
OG

CB CA

CA CB CB CA

�
� 	 �

� 	 �

2 2

(2)

and

z
CA x CB x

z x z x
OG

CB CA

CA CB CB CA

�
� 	 �

� 	 �

2 2

. (3)

In both formulas (2) and (3) there occur geometric rela-
tions between measuring points A, C and B in geodetic co-
ordinate system G. The distances between the measuring
points amount to:

CA CB AG2 2 2
� 	 (4)

and
CB CG BG2 2 2

� 	 . (5)

It follows from the schematic diagram shown in Fig. 7 that
the selection of points A and B relative to chosen analysed
point C is arbitrary. Hence when there is a large number of
measuring points on the shell’s circumferential section, as
in Fig. 3, pairs of points A and B can be arbitrarily se-
lected.

According to the algorithm assumptions, when the top part
of the shell is a circular sector, as in Figs 2 and 3, the result
will always be the same regardless of the choice of points
A, C and B. Formula (1) will always yield the value of R.
Whereas no constant value of R along the whole length of
the shell’s circumferential section actually occurs in the
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Fig. 7. Computational diagram of shell

circumferential section sector

Rys. 7. Schemat obliczeniowy wycinka pasma

obwodowego pow³oki
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postêpuj¹ca w sposób losowy w trakcie budowy obiektu. Prze-
mieszczenia nie s¹ ani radialne, ani jednakowe. Zatem dobie-
raj¹c ró¿ne po³o¿enia uk³adu punktów A i B mo¿na badaæ de-
formacjê pow³oki jako odstêpstwo od stanu idealnego (np.
geometrii projektowej), czyli wycinka ko³a o promieniu R

proj
.

6. ZMIANY PROMIENIA KRZYWIZNY
W TRAKCIE ROZBIÓRKI ZASYPKI
Gdy przystêpowano do rozbiórki, pow³oka by³a stabilnie osa-
dzona w skonsolidowanym oœrodku gruntowym [10, 17].
Z tego powodu deformacja pow³oki podczas rozbiórki zasypki
przebiega³a inaczej ni¿ w przypadku odwrotnym – w trakcie
budowy (Rys. 4). Analizê zmian kszta³tu pow³oki przedsta-
wiono na Rys. 2, 4, 5 oraz 6. Na Rys. 8 przedstawiono wykresy
funkcji R uzyskane ze wzoru (1) dla wybranych punktów z ob-
szaru klucza, wg oznaczeñ z Rys. 3. W legendzie wykresów
podano numery analizowanego punktu C, a liczby na osi po-
ziomej dotycz¹ punktów A i B (symetrycznie po³o¿onych
wzglêdem C). Do obliczeñ wykorzystano pomiary geodezyjne
oraz wspó³rzêdne punktów podane w Tabl. 1. Analiz¹ objêto
wybrane kolejne stany w fazie rozbiórki zasypki gruntowej,
okreœlone wczeœniej jako N, K i M.

built structures. In the assembly state a shell deformation
arises under the dead weight and randomly develops in the
course of construction of the structure. The displacements
are neither radial or identical. Thus by selecting different
locations of the system of points A and B one can study the
shell's deformation as a deviation from the ideal state (e.g.
the design geometry), i.e. a circular sector with radius
R

design
.

6. CHANGES IN CURVATURE RADIUS IN
COURSE OF BACKFILL DISASSEMBLY
When disassembly was about to start, the shell was stably
embedded in the consolidated soil medium [10, 17]. For
this reason the deformation of the shell during backfill
disassembly proceeded differently than in the reverse case
– during construction (Fig. 4). An analysis of the changes
in the shape of the shell is presented in Figs 2, 4, 5 and 6.
Fig. 8 shows R function graphs obtained from formula (1)
for points selected from the shell crown area (denotations
as in Fig. 3). The analysed point C numbers are given in
the legends and the numbers on the horizontal axis apply
to points A and B (symmetrically located relative to C).
The results of the geodetic measurements and the coordi-
nates of the points given in Table 1 were used in the calcu-
lations. The analysis covered the consecutive states during
backfill disassembly, earlier denoted as N, K and M.
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Fig. 8. Changes in shell radius curvature depending on choice

of measuring points: a) initial state N (surcharge disassembly),

b) intermediate state K (backfill at crown level), c) final

disassembly stage M (assembly state reached)

Rys. 8. Zmiany promienia krzywizny pow³oki w zale¿noœci od

doboru punktów pomiarowych: a) stan pocz¹tkowy N (rozbiórka

naziomu), b) stan poœredni K (zasypka do poziomu klucza),

c) koñcowa faza rozbiórki M (osi¹gniêcie stanu monta¿owego)
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Wykresy przedstawione na Rys. 8 s¹ z za³o¿enia symetryczne
wzglêdem punktu centralnego C. Wynika to z przyjêtej zasady
obliczeniowej: równego oddalenia punktów A i B wzglêdem
C. St¹d na wykresach podano jednakowe wartoœci w obydwu
punktach A i B. Z kolejnego doboru par punktów A i B, odda-
lonych od C, otrzymuje siê równie¿ tak¹ sam¹ liczbê promieni
krzywizny R

AB
. Na podstawie powsta³ych wykresów szacuje

siê wartoœæ promienia krzywizny w C, bowiem ka¿dy
z wykresów dotyczy tego punktu, ale wartoœæ R

C
zale¿y od

po³o¿enia punktów A i B i nie jest okreœlona jak pochodna
(wartoœæ ró¿niczkowa) z funkcji przemieszczeñ w otoczeniu
punktu C.

Metodyka obliczania R [1, 13] na podstawie wspó³rzêdnych
punktów A, C i B, przedstawiona wczeœniej, nie pozwala na
bezpoœrednie wyznaczenie R(F = 0), czyli w punkcie C, bo-
wiem gdy d³ugoœæ ciêciwy AB jest ma³a, czyli gdy równocze-
œnie F
 0 i E
 0, ze wzoru (8) otrzymuje siê niestabilne wy-
niki. Pozostaje wiêc ekstrapolacja, dotycz¹ca promienia
krzywizny w punkcie C, zastosowana na wykresach podanych
na Rys. 8. Dok³adnoœæ takiego oszacowania jest wiêksza, gdy
stosuje siê precyzyjne pomiary geodezyjne i stosunkowo gêst¹
siatkê punktów pomiarowych.

Na Rys. 9 zestawiono ekstremalne wartoœci zmian promienia
krzywizny z trzech analizowanych wczeœniej stanów w fazie
rozbiórki zasypki: N, K i M. Na podstawie kszta³tu tych wy-
kresów mo¿na wnioskowaæ o odchyleniach od projektowane-
go kszta³tu pow³oki. W przypadku klucza (punkt 10) mo¿na
zauwa¿yæ tendencjê do jego wypiêtrzania. Natomiast w punk-
tach 8 i 12 widoczny jest trend do powstawania wklêœniêcia.
Z postaci wykresów widoczne jest odchylenie od symetrii de-
formacji pow³oki pokazane równie¿ na Rys. 6.

7. DOK£ADNOŒÆ OBLICZEÑ PROMIENI
KRZYWIZNY
Poni¿ej rozpatrzono szczególny przypadek wyst¹pienia syme-
trii po³o¿enia punktów A i B wzglêdem punktu C. Wszystkie

The graphs presented in Fig. 8 are by assumption symmet-
rical relative to central point C. This follows from the
adopted computational principle: the equal distance of
points A and B from C. Hence there are identical values in
points A and B. From the next choice of a pair of points A
and B, distant from point C, one also gets the same number
of curvature radii R

AB
. From the graphs one estimates the

curvature radius value in C, as each of the graphs applies
to this point, but the value of R

C
depends on the location of

points A and B and it is not determined as a derivative (a
differential value) from the function of displacements in
the neighbourhood of point C.

Using the above method of calculating R [1, 13], on the ba-
sis of the coordinates of points A, C and B one cannot di-
rectly calculate R(F = 0), i.e. in point C, since when the
length of chord AB is small while F 
 0 and E 
 0, for-
mula (8) yields unstable results. One can only apply ex-
trapolation to the radius of curvature in point C, as was
done in Fig. 8. The accuracy of such estimation is higher
when precise geodetic measurements and a relatively
dense grid of measuring points are used.

Extreme changes in the radius of curvature in the three
previously analysed backfill disassembly states: N, K and
M are compared in Fig. 9. From the shape of the graphs
one can infer about the deviations from the design shape of
the shell. In the case of the crown (point 10), one can no-
tice a tendency towards uplifting. Whereas in points 8 and
12 a trend towards sagging is visible. The shape of the
graphs indicates a deviation from the shell deformation
symmetry, also observed in Fig. 6.

7. ACCURACY OF CURVATURE RADIUS
CALCULATION
A special case of symmetry of the location of points A and
B relative to point C is considered below. All the three
points lie on a circle with radius R and the position of point
C divides chord AB into two equal part, each having
length E (Fig. 7). The point of division of the chord is at
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Fig. 9. Changes in curvature radii during construction

Rys. 9. Zmiany promieni krzywizny podczas budowy

16.5

16,0

15.5

15.0

14.5

14.0

13.5

13.0

12.5

12.0

11.5

R
[m

]

Point / Punkt

N

K

M

6 7 8 9 10 11 12 13 14



trzy punkty le¿¹ na okrêgu o promieniu R, a po³o¿enie punk-
tu C dzieli ciêciwê AB na dwie równe czêœci o d³ugoœci E
(Rys. 7). Punkt podzia³u ciêciwy jest oddalony od C strza³k¹
³uku F. Taki uk³ad punktów spe³nia równanie trójk¹ta rów-
nobocznego wpisanego w okr¹g o promieniu R, jak w rów-
naniu:

R
F E

F
�

�
2 2

2
, (6)

gdy strza³ka F zale¿na jest od R jak we wzorze:

F R R E� 	 	
2 2 . (7)

W sytuacji wyst¹pienia odstêpstwa od rozpatrywanego wcze-
œniej wycinka ko³a o promieniu R, gdy punkt centralny jest od-
dalony o niewielk¹ wartoœæ r, otrzymuje siê inn¹ wartoœæ pro-
mienia krzywizny, jak we wzorze

R
F r E

F r
AB

�
	 �

	

( )

( )

2 2

2
, (8)

a st¹d

r R F R F F R R� 	 	 	 � 	( ) ( ) ( )
AB AB AB

2 2 . (9)

Ze wzoru (8) wynika, ¿e wraz ze zmniejszaniem siê d³ugoœci
ciêciwy AB (czyli 2E) szybciej maleje F i istotne znaczenie ma
wówczas proporcja F/r.

W Tabl. 2 przedstawiono wyniki szacowania takiej zale¿noœci,
gdy zmienn¹ jest d³ugoœæ ciêciwy 2E. Jako wartoœci sta³e przy-
jêto R = 13,735 m (Rys. 3) oraz r = 0,005 m. Z obliczonych
wartoœci R

AB
widoczna jest bardzo szybka zmiana promienia

krzywizny wraz ze zmniejszaniem siê odleg³oœci pomiêdzy
punktami A i B. Gdyby zmniejszaæ w dalszym ci¹gu wartoœci
E, wynik zd¹¿a³ by do nieoznaczonego – analogicznego jak w
przypadku powstawania przegubu plastycznego, na dodatek
tylko w punkcie C. W praktyce uplastycznienie materia³u obej-
muje wiêkszy obszar pasma obwodowego, a wiêc nie wystê-
puje przypadek graniczny.

Wyniki analizy podane w Tabl. 2 mo¿na rozpatrywaæ jako
sytuacjê, gdy punkty A, B i C tworz¹ idealny wycinek okrêgu
o promieniu R, natomiast pojawienie siê odleg³oœci r wynika
wy³¹cznie z dok³adnoœci pomiaru geodezyjnego. Z tego powo-
du do realizacji algorytmu obliczeñ wymagane jest okreœlanie
geodezyjnych wspó³rzêdnych punktów pasma obwodowego
pow³oki (Rys. 3) z zastosowaniem niwelacji precyzyjnej. Roz-
patrywany szczególny przypadek jest przydatny do analizy
wyników pomiarów na wybudowanym obiekcie, przedstawio-
nych w dalszej czêœci pracy.

a distance equal to arc height F from point C. This system
of points satisfies the equation of an equilateral triangle in-
scribed into a circle with radius R, as in:

R
F E

F
�

�
2 2

2
, (6)

when arc height F depends on R as in the formula:

F R R E� 	 	
2 2 . (7)

In a case departing from the previously considered circular
sector with radius R, when the central point is at a distance
amounting to a low value of r, one gets a different value of
the radius of curvature, as in the formula

R
F r E

F r
AB

�
	 �

	

( )

( )

2 2

2
, (8)

hence
r R F R F F R R� 	 	 	 � 	( ) ( ) ( )

AB AB AB
2 2 . (9)

It follows from formula (8) that as the length of chord AB
(i.e. 2E) decreases, F decreases quicker, and then ratio F/r
is key.

Table 2 presents the results of the estimation of such a re-
lation when chord length 2E is the variable. The constant
values were R = 13.735 m (Fig. 3) and r = 0.005 m. The
calculated R

AB
values indicate that the radius of curvature

changes very quickly as the distance between points A and
B decreases. If the value of E continued to be increased,
the result would approach an indeterminate result (similar
as in the case of plastic hinge formation), furthermore only
in point C. In practice, material plasticity covers a larger
area of the circumferential section, whereby no limit state
occurs.

The results contained in Table 2 can be considered as rep-
resenting a situation when points A, B and C form an ideal
circular sector with radius R and distance r appears solely
due to geodetic measurement accuracy. For this reason to
carry out the computational algorithm it is necessary to de-
termine the geodetic coordinates of the points on the
shell’s circumferential section (Fig. 3) using precise level-
ling. The considered special case is useful for the analysis
of the results of measurements performed on the built
structure, presented further in this paper.
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Table 2. Geometric parameters [m] in formula (8)
Tablica 2. Parametry geometryczne [m] wystêpuj¹ce we
wzorze (8)

E 7 6 5 4 3 2 1

F 1.9176 1.3798 0.9424 0.5954 0.3316 0.1464 0.0365

R rAB( ) 13.704 13.690 13.668 13.626 13.536 13.286 12.083

R rAB( )	 13.766 13.780 13.803 13.846 13.940 14.216 15.913



W zastosowanej metodyce obliczania R na podstawie
wspó³rzêdnych punktów A, C i B otrzymuje siê niestabilne
wyniki, gdy d³ugoœæ ciêciwy AB jest zbyt ma³a. Ni¿ej rozpatru-
je siê przyk³ad, gdy analizowany jest punkt 8 w stanie K.
Z wykresów odczytuje siê R = 13,85 m oraz R

AB
= 14,75 m,

gdy odleg³oœæ pomiêdzy punktami 7 i 9 jako (A) i (B) wynosi
2E = 2 �1,2 m. Przy takich za³o¿eniach ze wzoru (6) otrzymuje
siê:

F � 	 	 �13,85 13,85 1,2 0,05208 m2 2 . (10)

Natomiast z (9) przemieszczenie o kierunku radialnym:

r � 	 � � �14,6979 14,6979 0,10416 0,902

0,003188 m.�
(11)

Zatem jest to wartoœæ bardzo ma³a, ale wp³ywaj¹ca znacznie na
R

AB
w odniesieniu do R. Z tego powodu wymagana jest niwe-

lacja precyzyjna do pomiaru wspó³rzêdnych geodezyjnych.
Gdy przyjmie siê dok³adnoœæ pomiaru 1 mm, a st¹d wartoœæ
F = 0,053 m, zawy¿on¹ w odniesieniu do (10), otrzyma siê ze
wzoru (8) promieñ krzywizny:

R
AB

�
	 �

�
�

( )0,053 0,0032 1,2

2 0,0498
14,483 m

2 2

. (12)

Zatem gdy rozpatruje siê przypadki ma³ych d³ugoœci ciêciw,
promieñ R

AB
jest bardzo podatny na dok³adnoœæ pomiaru geo-

dezyjnego.

Wœród wykresów podanych na Rys. 8c mo¿na wyró¿niæ dwie
grupy. Pierwsza grupa wykazuje bardzo du¿e wahania warto-
œci R w zale¿noœci od przyjêtych punktów A i B. S¹ to punkty
7 i 8, gdzie wystêpuj¹ znaczne zmiany promieni krzywizny
w okolicy punktu C. W przypadku punktów 10, 11 i 12 warto-
œci ekstremalne s¹ znacznie mniejsze. Zgodnie ze wzorem (8)
w pierwszej grupie punktów nale¿y spodziewaæ siê znacznej
zmiany kszta³tu pow³oki w analizowanym punkcie C. Zgodnie
z wynikami zamieszczonymi w Tabl. 2 wystêpuj¹ tutaj oby-
dwa przypadki, +r i –r. Interesuj¹ca jest druga grupa wykresów
o stabilnych wartoœciach R w ca³ym zestawie punktów A i B,
jak w przypadku punktu 9. Wówczas mo¿e wystêpowaæ sta³a
wartoœæ promienia krzywizny w ca³ej okolicy punktu central-
nego.

8. SPROWADZENIE BAZY POMIAROWEJ
DO WYCINKA KO£A
W praktyce nie wystêpuje globalny, a wiêc jednolity promieñ
krzywizny R w górnej czêœci pasma obwodowego pow³oki,
jak na Rys. 3. Konstrukcja podlega ci¹g³ej deformacji w trak-
cie budowy i eksploatacji, a jej postaæ odbiega od wycinka
okrêgu, na dodatek z lokalnymi wybrzuszeniami. Mo¿na je-
dynie uzyskaæ idealn¹ geometriê pasma obwodowego przez

When the length of chord AB is too small, the above
method of calculating R on the basis of the coordinates
of points A, C and B yields unstable results. A case
when point 8 is in state K is analysed. R = 13.85 m and
R

AB
= 14.75 m are obtained from the graphs when the dis-

tance between points 7 and 9, as (A) and (B), amounts to
2E = 2 �1.2 m. Under these assumptions, from formula (6)
one gets:

F � 	 	 �13.85 13.85 1.2 0.05208 m2 2 . (10)

Whereas from formula (9) one gets the following displace-
ment with a radial direction:

r � 	 � � �14.6979 14.6979 0.10416 0.902

0.003188 m.�

(11)

The above value is very low, but it has a significant effect on
R

AB
in relation to R. For this reason precise levelling is required

to measure the geodetic coordinates. When a measuring accu-
racy of 1 mm (and so F = 0.053 m), overrated in comparison
with (10), is assumed, one gets from formula (8) the radius of
curvature:

R
AB

�
	 �

�
�

( )0.053 0.0032 1.2

2 0.0498
14.483 m

2 2

. (12)

This means that for small chord lengths radius R
AB

is very
susceptible to geodetic measurement accuracy.

The graphs shown in Fig. 8c can be divided into two
group. One of the groups shows a very wide variation in R
depending on the adopted points A and B. These are points
7 and 8 where marked changes in curvature radii occur in
the neighbourhood of point C. In the case of points 10, 11
and 12, the extreme values are considerably lower. Ac-
cording to formula (8), in the first group of points one
should expect a considerable change in the shape of the
shell in the analysed point C. As regards the results pre-
sented in Table 2, both cases occur here: +r and –r. The
second group of graphs with stable values R in the whole
set of points A and B, as in the case of point 9, is interest-
ing. Then the radius of curvature can be constant in the
whole neighbourhood of the central point.

8. REDUCTION OF MEASURING BASE
TO CIRCULAR SECTOR
In practice no global (and so uniform) curvature radius R
(as in Fig. 3) occurs in the upper part of the shell’s cir-
cumferential section. The structure undergoes continuous
deformation in the course of its construction and service
life, and its form departs from a circular sector and fur-
thermore local bulges appear. One can obtain an ideal ge-
ometry of the circumferential section by reducing the
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sprowadzenie wspó³rzêdnych bazy pomiarowej do wycinka
ko³a dla jednej, wybranej sytuacji pomiarowej.

W Tabl. 3 podano korektê wspó³rzêdnej pionowej punktów
pomiarowych, gdy za³o¿ono sta³¹ wartoœæ R(N) = 14,3417 m
w momencie rozpoczêcia rozbiórki naziomu (stan N), a wiêc
w pocz¹tkowej sytuacji pomiarowej. Przyjêto jako R(N) war-
toœæ poœredni¹, spe³niaj¹c¹ warunek minimalnych odchyleñ od
punktów pomiarowych. Gdyby zastosowaæ tylko jeden z roz-
patrywanych uk³adów A C B, wartoœci r w tych punktach
by³yby z za³o¿enia zerowe.

Wartoœci r podane w Tabl. 3 s¹ niewielkie w odniesieniu do
za³o¿onego R, ale znacznie wp³ywaj¹ na obliczane promienie
krzywizny. Uwidacznia siê to podczas porównania wykresów
przedstawionych na Rys. 9 i 10, gdzie wystêpuje wyraŸne
z³agodzenie lokalnych wartoœci R. Zatem efekty lokalne wi-
doczne na Rys. 9 s¹ spowodowane odchyleniami geodezyj-
nych punktów pomiarowych od globalnej linii pasma obwodo-
wego pow³oki. Efekt deformacji pow³oki jako skutek od-
dzia³ywania gruntu widoczny jest w porównaniu promieni
krzywizny pomiêdzy poszczególnymi fazami budowlanymi,
np. N-K czy M-K.

Na Rys. 10 przedstawiono wykresy R równie¿ w pozosta³ych
stanach analizy uzyskane przy podanych wczeœniej za³o¿e-
niach. Do okreœlania wartoœci promienia krzywizny wykorzy-
stano schemat podany na Rys. 7, a w obliczeniach uwzglêd-
niono wspó³rzêdne punktów pomiarowych z Tabl. 1 skory-
gowane o wartoœci z Tabl. 3. Zmodyfikowane po³o¿enia
punktów pomiarowych z jednej fazy (na jednym rysunku)
dotycz¹ wszystkich stanów rozbiórki zasypki – N, K i M – gdy
w jednym wybranym stanie wystêpuje globalny, sta³y promieñ
krzywizny.

Sprowadzanie punktów pomiarowych do wycinka okrêgu mo-
¿na traktowaæ jako zabieg geometryczny, wy³¹cznie oblicze-
niowy. Jest on skuteczny w redukcji efektów lokalnych, przed-
stawionych na Rys. 9. W dalszym ci¹gu istotne s¹ wspó³rzêdne
uzyskane z pomiarów geodezyjnych, podane w Tabl. 1. Punk-
ty te z natury rzeczy rozmieszczone s¹ losowo, chocia¿ dobra-
ne z zamiarem ich regularnego roz³o¿enia.

measuring base coordinates to a circular sector for only
one selected measuring situation.

Table 3 gives corrections for the vertical coordinate of the
measuring points when constant R(N) = 14.3417 m is as-
sumed at the start of surcharge disassembly (state N), i.e.
in the initial measuring situation. An intermediate R(N)
value satisfying the condition of minimal deviation from
the measuring points was adopted. If only one of the con-
sidered A C B systems was assumed, the values of r in
these points would by assumption amount to zero.

The values of r given in Table 3 are low in comparison
with the assumed R, but they have a significant effect on
the calculated radii of curvature. This becomes evident
when one compares the graphs presented in Figs 9 and 10,
where the local values of R clearly diminish. This means
that the local effects visible in Fig. 9 are caused by devia-
tions of the measuring points from the global line of the
shell’s circumferential section. The shell deformation ef-
fect stemming from the action of the soil becomes visible
when one compares the radii of curvature between the par-
ticular construction phases, e.g. N-K or M-K.

Fig. 10 also shows graphs of R for the other analytical
states, obtained under the assumptions given above. The
diagram shown in Fig. 7 was used to calculate curvature
radius values, taking into account the measuring point co-
ordinates contained in Table 1, corrected using the correc-
tion values given in Table 3. The modified positions of the
measuring points from one phase (in one figure) apply to
all the backfill disassembly states (N, K and M) when
a constant global radius of curvature occurs in one se-
lected state.

The reduction of the measuring points to a circular sector
can be regarded as an exclusively computational geomet-
ric treatment. It is effective in reducing the local effects
presented in Fig. 9. Still the coordinates obtained from
geodetic measurements, given in Table 1, are key. These
points are naturally randomly distributed, even though se-
lected with an intention to arrange them regularly.
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Table 3. Corrections for vertical coordinate of measuring points [mm]
Tablica 3. Korekta pionowej wspó³rzêdnej punktów pomiarowych [mm]

Measuring points / Punkty pomiarowe

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

–14.7 –2.78 1.21 9.55 2.92 –2.92 –1.11 0.59 –0.71 4.91 2.92



9. NAPRÊ¯ENIA NORMALNE
POCHODZ¥CE OD ZGINANIA
Algorytm przedstawiony w pracy oparty jest na wynikach
pomiarów geodezyjnych. Parametrem geometrycznym
wykorzystywanym w pracy do badania deformacji pow³o-
ki w obiekcie jest zmiana krzywizny. Uzyskuje siê go na
podstawie promieni krzywizny R

i
odniesionych do

wartoœci pocz¹tkowej (lub projektowej) R w wybranym
przekroju:

� �
	

�

R R

R R

i

i

. (13)

Zmiana krzywizny s³u¿y do szacowania momentu zginaj¹cego
[2, 3, 8]:

M EI� � �, (14)

gdzie EI jest sztywnoœci¹ na zginanie blachy falistej. Wartoœæ
naprê¿enia normalnego � pochodz¹cego od zginania momen-
tem M mo¿na obliczyæ z (14) po uwzglêdnieniu wskaŸnika
zginania W, jak we wzorze:

� �� �
�M

W
E

f t

2
. (15)

W pracy analizuje siê obiekt w Rydzynie. Sta³y czynnik wystê-
puj¹cy we wzorze (15) jest wartoœci¹ charakterystyczn¹ dla da-
nej geometrii blachy falistej SC 380 × 140 × 7 (SC a × f × t),
a jego wartoœæ wynosi:

E
f t�

�
2

�
�

205000
0,140 0,007

2
15,07 MN/m. (16)

Z wykresu podanego na Rys. 9 wynika, ¿e przed rozpoczêciem
rozbiórki zmiana krzywizny w punkcie 8 wynosi:

�
proj

R N R

R N R
( )

( )

( )

, ,

, ,
8

16 45 13 735

16 45 13 735
�

	

�
�

	

�
�

� �
	12 02 10 3, [ ].1 / m

(17)

9. NORMAL STRESS RESULTING FROM
BENDING
The algorithm presented in this paper is based on the re-
sults of geodetic measurements. The geometric parameter
used here to examine the deformation of the shell in the
structure is the change in curvature, determined on the ba-
sis of curvature radii R

i
in relation to the initial (or design)

value of R in the selected section:

� �
	

�

R R

R R

i

i

. (13)

The change in curvature is used to estimate the bending
moment [2, 3, 8]:

M EI� � �, (14)

where EI the bending stiffness of the corrugated plate.
Normal stress � resulting from bending with moment M
can be calculated from (14), taking into account bending
index W, as in the formula:

� �� �
�M

W
E

f t

2
. (15)

The object of the investigations in this paper is the corru-
gated steel buried structure in Rydzyna. The constant fac-
tor which occurs in formula (15) is a value characteristic
of the given geometry of corrugated plate SC 380 × 140 × 7
(SC a × f × t), and it amounts to:

E
f t�

�
2

�
 � 

205000
0140 0007

2
15.07 MN/m. (16)

It appears from the graph shown in Fig. 9 that before disas-
sembly starts the change in curvature in point 8 amounts
to:

�
design

R N R

R N R
( )

( )

( )

. .

. .
8

16 45 13 735

16 45 13 735
�

	

�
�

	

�
�

� �
	1202 10 3. [ ].1 / m

(17)

A lower value is obtained for the shell’s crown, i.e. point
10, as:

�
design

R K R

R K R
( )

( )

( )

. .

. .
10

12 45 13 735

12 45 13 735
�

	

�
�

	

�
�

� 	 �
	7 51 10 3. [ ].1 / m

(18)

In the calculations the radii of curvature were related to the
design value of R = 13.735 m. The largest change in the ra-
dius of curvature noted in the investigations occurred in
point 8 between state N and state M, i.e. during the disas-
sembly of the surcharge. In the considered case, the fol-
lowing was obtained:

�
NM

15.05

16.45 15.05
�

	

�
�

	

�
�

R N R M

R N R M

( ) ( )

( ) ( )

.16 45

5.86 10 1/ m]3
� �

	 [ .

(19)
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Fig. 10. Changes in radius of curvature during backfill disassembly

Rys. 10. Zmiany promieni krzywizny podczas rozbiórki zasypki
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W przypadku klucza pow³oki, czyli punktu 10, otrzymuje siê
mniejsz¹ wartoœæ, bo:

�
proj

R K R

R K R
( )

( )

( )
10 �

	

�
�

	

�
�

12,45 13,735

12,45 13,735

7,51 10 [1 / m3
� 	 �

	 ].

(18)

W obliczeniach odniesiono promienie krzywizny do wartoœci
projektowej R = 13,735 m. Najwiêksza zmiana promienia
krzywizny otrzymana w badaniach wyst¹pi³a w punkcie 8
pomiêdzy stanami N i M, czyli w fazie rozbiórki naziomu.
W rozpatrywanym przypadku uzyskano:

�
NM

15,05

16,45 15,05
�

	

�
�

	

�
�

R N R M

R N R M

( ) ( )

( ) ( )

,16 45

5,86 10 1/ m3
� �

	 [ ].
(19)

Gdyby przyj¹æ zmianê promienia krzywizny obliczon¹ w (17),
otrzyma siê wartoœæ naprê¿enia normalnego:

� � � �15,07 12,02 181,14 MPa. (20)

W przypadku przyjêcia korekty wspó³rzêdnych i wyników
podanych na Rys. 10 dla punktu 7 uzyskuje siê:

�
NM

13,0

14,3417 13,0
�

	

�
�

	

�
�

R N R M

R N R M

( ) ( )

( ) ( )

,14 3417

7,196 10 1/ m3
� �

	 [ ],

(21)

a st¹d wartoœæ naprê¿enia normalnego:

� � � �15,07 7,196 108,4 MPa. (22)

Z wykresu podanego na Rys. 10 wynika, ¿e maksymalna war-
toœæ naprê¿enia nie powsta³a w kluczu pow³oki, czyli w punk-
cie 10.

W przypadku obiektów o rekordowych wymiarach, jak w kon-
strukcji wybudowanej w Rydzynie, podstawowym uk³adem
pomiarowym by³y czujniki tensometryczne. Wobec tego wy-
niki obliczeñ naprê¿eñ uzyskane z pomiarów geodezyjnych
mo¿na odnieœæ do wyników otrzymanych z odkszta³ceñ jed-
nostkowych [1, 3, 6]. Rezultaty te powi¹zano z wypiêtrzeniem
klucza podczas budowy obiektu i zestawiono na Rys. 11.

W pocz¹tkowym okresie budowy wykresy � uzyskane dla
krawêdzi dolnej blachy falistej D i górnej G s¹ bardzo podob-
ne. Œwiadczy to o du¿ym udziale zginania w naprê¿eniach nor-
malnych w materiale pow³oki. W sytuacji, gdy zasypka uk³ad-
ana jest nad pow³ok¹, przebiegi naprê¿eñ s¹ rozbie¿ne, co
œwiadczy o wzrastaj¹cym znaczeniu si³ osiowych. Wraz z re-
dukcj¹ wypiêtrzenia zmniejszaj¹ siê równie¿ naprê¿enia. Ob-
serwacjê tych zmian w zale¿noœci od gruboœci zasypki z

g

u³atwiaj¹ dane z Tabl. 4 i wykres przedstawiony na Rys. 4.

If the change in the radius of curvature, calculated from
(17), is assumed, one gets the normal stress:

� � � �15.07 12.02 181.14 MPa. (20)

If the correction for the coordinates and the results given
in Fig. 10 are assumed, one gets for point 7:

�
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13.0

14.3417 13.0
�

	

�
�

	

�
�

R N R M

R N R M

( ) ( )

( ) ( )

.143417

7.196 10 [1 / m3
� �

	 ],
(21)

hence the normal stress amounts to:

� � � �15.07 7.196 108.4 MPa. (22)

It appears from the graph shown in Fig. 10 that the maxi-
mum stress did not arise in the shell’s crown (point 10).

In the case of corrugated steel structures of record dimen-
sions and the structure built in Rydzyna, strain gauge sen-
sors were used as the basic measuring system. Therefore
the stress values calculated from the geodetic measure-
ments can be related to the results calculated from the unit
strains [1, 3, 6]. The results have been interrelated with the
crown uplift and are presented in Fig. 11.

In the initial phase of construction the graphs of � for bot-
tom corrugated plate D and top corrugated plate G are very
similar. This indicates a large fraction of bending in the
normal stress in the shell. When backfill is being placed
over the shell, the stress graphs become divergent, which
is indicative of an increasing role of axial forces. As the
uplift decreases, so do the stresses. The changes depend-
ing on backfill thickness z

g
can be traced on the basis of

the data contained in Table 4 and the diagram presented in
Fig. 4.
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Fig. 11. Changes in normal stresses in corrugated plate during

backfill placement

Rys. 11. Zmiany naprê¿eñ normalnych w blasze falistej podczas
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Wynika st¹d, ¿e naprê¿enie normalne w pow³oce jako efekt
zginania jest znacznie wiêksze od udzia³u si³y osiowej. War-
toœæ naprê¿enia dotyczy obserwacji pomiêdzy stanami budow-
lanymi M-K, a wiêc w fazie uk³adania zasypki do poziomu
klucza. Nale¿y jednak pamiêtaæ o odmiennym stanie zasypki
uk³adanej w procesie budowlanym w odniesieniu do skonsoli-
dowanego gruntu podczas rozbiórki. Oszacowane wartoœci na-
prê¿eñ obliczone na podstawie pomiarów geodezyjnych po-
twierdzono w wynikach badañ tensometrycznych.

10. WNIOSKI
Zwykle deformacje oraz naprê¿enia w pow³oce powsta³e pod-
czas budowy s¹ wielokrotnie wiêksze od skutków obci¹¿eñ
u¿ytkowych w wybudowanym obiekcie [1, 2, 8]. Z tego powo-
du fazie budowy poœwiêca siê wiele uwagi, a w przypadku
obiektów specjalnych stosuje monitoring w trakcie uk³adania
zasypki gruntowej [1, 4, 14, 15, 22]. W pracy rozpatruje siê
przypadek stosowania gêstej siatki punktów, rozmieszczonych
na paœmie obwodowym pow³oki, jako bazy pomiarów geode-
zyjnych. Na podstawie wspó³rzêdnych tych punktów œledzi siê
deformacjê pow³oki w postaci zmiany promieni krzywizny w
paœmie obwodowym pow³oki. Zgromadzone dane s³u¿¹ do
tworzenia wykresów momentów zginaj¹cych w górnej czêœci
pow³oki.

W algorytmie przedstawionym w artykule wyniki pomiarów
wspó³rzêdnych s¹ korygowane tak, aby utworzyæ wycinek
okrêgu. W ten sposób punkty pomiarowe – z natury rzeczy
rozmieszczone nieregularnie – tworz¹ liniê punktów po³o-
¿onych idealnie w osi ciê¿koœci pasma obwodowego blachy
falistej. Wycinek ko³a jest traktowany jako linia odnosz¹ca,
np. w fazie monta¿owej, podczas analiz sytuacji na obiekcie.
Algorytm mo¿e byæ wykorzystany równie¿ do monitoringu
betonowych obiektów gruntowo-pow³okowych [22]. W ogól-
noœci dotyczy to nie tylko konstrukcji o przeznaczeniu ekolo-
gicznym, ale tak¿e obiektów drogowych i kolejowych. W tych
przypadkach analizuje siê skutki d³ugotrwa³ego u¿ytkowania
obiektu komunikacyjnego poddanego obci¹¿eniom wielokrot-
nie zmiennym.
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It follows from the above that the share of bend-
ing-induced normal stress in the shell is considerably
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