
STRESZCZENIE. W pracy rozpatruje siê badanie funkcji pe³zania

betonu na podstawie zmiany deformacji dŸwigara g³ównego mostu.

Do tego celu wykorzystuje siê zmiany krzywizny w kilku wybranych

momentach pomiarowych podczas eksploatacji mostu. W przy-

padku dŸwigarów zespolonych wskazano na uwik³any zwi¹zek

pe³zania i parametrów geometrycznych przekroju poprzecznego. Na

przyk³adach mostów stalowych oraz betonowych, wykonanych z be-

lek prefabrykowanych, pokazano ró¿nice parametrów geometrycz-

nych. Wykazano, ¿e obydwa rodzaje konstrukcji mo¿na analizowaæ

z zastosowaniem, omówionego w pracy, jednolitego algorytmu.

Porównano funkcjê uzyskan¹ na podstawie deformacji konstrukcji

z funkcj¹ pe³zania. W analizie porównawczej wykazano, ¿e w wy-

znaczanej funkcji z efektem pe³zania sumowane s¹ inne czynniki

reologii betonu i zmian klimatycznych. Znaczny wp³yw mo¿e mieæ

schemat monta¿owy i inne zabiegi technologiczne, a tak¿e efekty

eksploatacyjne w postaci wielokrotnych obci¹¿eñ zmiennych.

Wa¿nym udogodnieniem w odwzorowaniu funkcji deformacji jest

du¿e jej podobieñstwo do funkcji zmiany krzywizny. Do takich analiz

przydatne s¹ wyniki monitoringu mostów uzyskane geodezyjn¹

technik¹ pomiarow¹.

S£OWA KLUCZOWE: monitoring, mosty zespolone, pe³zanie

betonu, podatnoœæ.

ABSTRACT. This paper deals with the investigation of the con-

crete creep function on the basis of changes in the deformation

of the main girder of a bridge. Changes in deformation at a few

selected instants in the service life of the bridge are used for this

purpose. In the case of composite girders an implicit link be-

tween creep and the geometrical parameters of the cross sec-

tion is indicated. Differences in geometrical parameters are

demonstrated using as examples steel bridges and concrete

bridges built of precast beams. It is shown the two types of struc-

tures can be analysed using the same algorithm presented in

this paper. The function obtained on the basis of the deforma-

tion of the structure is compared with the creep function. The

comparative analysis shows that other factors connected with

concrete rheology and climate change occur in the creep func-

tion. The erection scheme, construction operations and opera-

tional effects in the form of repeated variable loads can have

a considerable impact. Of major assistance in representing the

deformation function is its strong similarity to the curvature

change function. The results of monitoring by means of geodetic

surveying are helpful in such analyses.

KEYWORDS: composite bridges, concrete creep, flexibility,

monitoring.
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1. WPROWADZENIE
W przypadku mostów zespolonych [1] g³ównym rozwi¹zy-
wanym problemem jest redystrybucja si³ wewnêtrznych (na-
prê¿eñ) powsta³ych w wyniku procesów reologicznych [2, 3].
W mostach stalowych istotne znaczenie ma skurcz betonu
p³yty pomostowej oraz wynikaj¹ce st¹d naprê¿enia (i si³y
wzbudzone) z udzia³em pe³zania. W pracy analizuje siê sytu-
acjê odwrotn¹, polegaj¹c¹ na tym, ¿e okreœlona jest na podsta-
wie pomiarów zmiana deformacji dŸwigara g³ównego mostu
[4] (Rys. 1), a poszukiwana jest funkcja pe³zania betonu. Do jej
wyznaczenia wykorzystuje siê zmianê krzywizny w kilku wy-
branych momentach pomiarowych podczas eksploatacji mo-
stu [5]. Wyznaczona funkcja deformacji s³u¿y do prognozowa-
nia ugiêæ mostu w trakcie dalszej jego eksploatacji.

Typowy w mostach realizowanych w technologii betonowania
nawisowego jest ich wygl¹d (Rys. 1a). W legendzie wykresów
na Rys. 1b podano numery interwa³ów czasowych pomiêdzy
pomiarem referencyjnym (0) i analizowanymi (1-9). Obiekt
wybudowano w paŸdzierniku 1993 roku, a pomiar referencyj-
ny wykonano w dniu 22.02.1994 [4]. Algorytm przekszta³ca-
nia zmiany krzywizny na potrzeby szacowania skutków pe³za-
nia w takich mostach przedstawiono w [5].

2. ZMIANA KRZYWIZNY JAKO EFEKT
PE£ZANIA BETONU
Poni¿ej rozpatrzono przyk³ad belki zespolonej o typowym
przekroju poprzecznym (Rys. 2). Schemat belki jest statycznie
wyznaczalny z niezmiennym, sta³ym obci¹¿eniem równo-
miernie roz³o¿onym. Jedynym rozpatrywanym w tym punkcie
analizy zjawiskiem, które wp³ywa na zmiany deformacji, jest
pe³zanie betonu p³yty pomostowej (prosty przypadek wytrzy-
ma³oœciowy [6]).

W niniejszej pracy wykorzystuje siê zale¿noœæ wytrzy-
ma³oœciow¹ w postaci proporcji momentów M do sztywnoœci
na zginanie EI zgodnie z równaniem:
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1. INTRODUCTION
A major issue in the case of composite bridges [1] is the re-
distribution of the internal forces (stresses) generated by
rheological processes [2, 3]. Deck slab concrete shrinkage
and the resulting stresses (and induced forces) accompa-
nied by creep are of major consideration in steel bridges. In
this paper a reverse approach, consisting in determining
the change in the deformation of the main girder of a bridge
on the basis of measurements [4] (Fig. 1) and seeking
a concrete creep function, is adopted. Changes in curvature
at several selected measurement instants in the service life
of a bridge are used to determine this function [5]. The de-
formation function determined in this way is used to fore-
cast deflections of the bridge in the course of its further
service life.

Bridges built using the cast-in-place segmental construc-
tion method have a characteristic shape (Fig. 1a). The
numbers of the time intervals (Fig. 1b) between the refer-
ence measurement (0) and the analysed measurements are
given in the diagram's legend (Fig. 1b). The bridge was
built in October 1993 and the reference measurement was
taken on 22.02.1994 [4]. The algorithm for transforming
curvature changes for the purpose of estimating creep ef-
fects in such bridges can be found in [5].

2. CHANGE IN CURVATURE DUE TO
CONCRETE CREEP
As an example, a composite beam with a typical cross section
(Fig. 2) is considered below. The beam system is statically de-
terminate, with a uniformly distributed invariable permanent
load. The only phenomenon having a bearing on changes in
deformation in this case is the creep of the deck slab concrete (a
basic strength case [6]).

In this paper a strength relation in the form of ratios of mo-
ments M to bending stiffness EI is used:
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Fig. 1. Results of in-service measurements of Støvset bridge

[4, 5]: a) structural scheme, b) increment in deflection

Rys. 1. Wyniki pomiarów w czasie eksploatacji mostu Støvset

[4, 5]: a) schemat konstrukcji, b) narastanie ugiêæ
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We wzorze (1) wystêpuj¹ dwie sta³e wartoœci: globalny mo-
ment zginaj¹cy M oraz sztywnoœæ stalowej belki EI

b
. Zmien-

nymi s¹: moment zginaj¹cy stalow¹ belkê M
b
( )� oraz sztyw-

noœæ przekroju zespolonego EI( )� . Zale¿¹ one w tym
przypadku wy³¹cznie od funkcji pe³zania betonu p³yty pomo-
stowej� �( ), przy czym� oznacza czas liczony od wyst¹pienia
deformacji konstrukcji.

Zwykle w stosowanych rozwi¹zaniach konstrukcji zespolo-
nych [1] globalny moment M rozk³ada siê na statycznie zrów-
nowa¿ony uk³ad si³ w p³ycie (indeks p) i stalowej belce (indeks
b), jak na Rys. 2. W omawianym zagadnieniu istotne znacze-
nie ma moment M

b
( )� , jak we wzorze (1). Z tego powodu

wprowadza siê zwi¹zek momentów zginaj¹cych opisany zale-
¿noœci¹:

M M
b
( ) ( )� � �� � . (2)

Funkcja� �( )we wzorze (2) wynika wiêc z zale¿noœci statycz-
nej. Mo¿na j¹ równie¿ uzasadniæ, korzystaj¹c ze zwi¹zku geo-
metrycznego wynikaj¹cego z porównania momentów bez-
w³adnoœci:
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St¹d wynika ogólna zale¿noœæ dla elementów przekroju zespo-
lonego, wyra¿ona równaniem:
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W celu okreœlenia funkcji� �( ) skorzystano w pracy z zale¿no-
œci opisanej wzorem (3). Jako zmienny parametr geometrycz-
ny przekroju poprzecznego dŸwigara zespolonego traktuje siê
I( )� . Globalny moment bezw³adnoœci z uwzglêdnieniem
pe³zania betonu p³yty pomostowej oblicza siê na podstawie
wzoru Steinera:

I I A a I A a n
b b d p p g

( ) ( ) / ( )� �� � � � � �2 2 . (5)

Parametry geometryczne czêœci sk³adowych przekroju po-
przecznego (A – pole powierzchni, I – moment bezw³adnoœci)
oznaczono indeksami b (belka) oraz p (p³yta). Geometriê p³yty
pomostowej sprowadza siê do jednolitego materia³u (belki) na
podstawie modu³ów Younga, zgodnie ze wzorem:

In formula (1) there are two constant quantities: global
bending moment M and steel beam stiffness EI

b
. The vari-

ables are: steel beam bending moment M
b
( )� and com-

posite cross section stiffness EI( )� . In the considered
case, they depend exclusively on deck slab concrete creep
function � �( ), where � stands for time which has elapsed
since from the deformation of the structure.

In typical composite structure designs [1] global moment
M usually breaks down into a statically balanced system of
forces in the slab (subscript p) and in the steel beam (sub-
script b), as in Fig. 2. In the considered problem, moment
M

b
( )� as in formula (1), is of major importance. There-

fore a relationship between the bending moments,
expressed as follows is introduced:

M M
b
( ) ( )� � �� � . (2)

Thus function� �( ) in formula (2) stems from a static rela-
tionship. The function can be validated using the geomet-
rical relationship following from a comparison of the
moments of inertia:
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Hence one gets the following general relation for the ele-
ments of a composite cross section:
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In this paper in order to determine function � �( ) the rela-
tionship described by formula (3) was used. I( )� was
adopted as a variable geometrical parameter of the cross
section of the composite girder. The global moment of in-
ertia, taking into account the creep of the deck slab con-
crete, is calculated from the Steiner formula:

I I A a I A a n
b b d p p g

( ) ( ) / ( )� �� � � � � �2 2 . (5)

The geometrical parameters of the component parts of the
cross section (A – the surface area, I – the moment of iner-
tia) are denoted with subscripts: b (the beam) and p (the
slab). The geometry of the deck slab is normalized to
a homogenous material (the beam material) on the basis
of the E-moduli in accordance with the formula:
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Fig. 2. Component forces in case of composite beam

and curvature of its cross section

Rys. 2. Si³y sk³adowe i krzywizna przekroju belki zespolonej
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Odleg³oœæ œrodków ciê¿koœci belki i p³yty, oznaczona jako a,
jest wielkoœci¹ sta³¹ (Rys. 2). Wzajemne odleg³oœci tych ele-
mentów od globalnej osi bezw³adnoœci przekroju zespolonego
zale¿¹ od funkcji pe³zania� �( ), wed³ug wzorów:
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gdzie sprowadzone (ekwiwalentne) pole przekroju p³yty po-
mostowej mo¿na wyraziæ za pomoc¹ wzoru:

A A n
p p� �� / ( ). (9)

Ze wzoru (4) wynika, ¿e redukcja globalnej sztywnoœci EI( )�
jest powodem przyrostu momentu M

b
( )� w stalowej belce.

Po uwzglêdnieniu przedstawionych zale¿noœci geometrycz-
nych wzór (7) przyjmie postaæ:

I I A a a I n
b b d p
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Gdyby pomin¹æ ostatni sk³adnik równania (10), o niewielkich
wartoœciach w porównaniu do I

b
, uzyskaæ mo¿na na podsta-

wie wzoru (3) nastêpuj¹c¹ zale¿noœæ:
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Ze wzoru (11) wynika postaæ funkcji � �( ) jako uwik³any
zwi¹zek sta³ych parametrów geometrycznych przekroju po-
przecznego z funkcj¹ pe³zania, przy czym a

d
( )� oznacza od-

leg³oœæ œrodka ciê¿koœci belki od globalnego œrodka ciê¿koœci
dŸwigara. W ujêciu rozwi¹zania przedstawionego przez B.
Fritza w [3] parametry geometryczne i pe³zanie traktowane s¹
jako roz³¹czne.

W wyniku analiz wielu przyk³adów obci¹¿eñ dŸwigarów
g³ównych mostów zespolonych przyjêto w artykule ogóln¹ za-
le¿noœæ geometrii przekroju i pe³zania, o postaci:
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Przyk³adowe wartoœci G i c w przypadku wybranych przêse³
mostowych o konstrukcji zespolonej (Rys. 2) zestawiono w
Tabl. 1. Uzyskano je z zale¿noœci ujêtych we wzorach (5)-(9).
Parametry geometryczne mostów zaczerpniêto natomiast z li-
teratury. Mosty oznaczone literami A, B i C to mosty drogowe,
natomiast litera D dotyczy mostu kolejowego. W obliczeniach
tych przyjêto jednakow¹ proporcjê modu³ów Younga mate-
ria³u belki i p³yty n E

b
� /E

p
= 6,25 wystêpuj¹c¹ we wzorze

(6).
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The distance between the centre of gravity of the beam and
that of the slab, denoted as a, is a constant quantity (Fig. 2).
The mutual distances of these members from the global
axis of inertia of the composite cross section depend on
creep function� �( ), according to the formulas::
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and
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where the normalized (equivalent) area of the deck slab
cross section can be expressed as follows:

A A n
p p� �� / ( ). (9)

It follows from formula (4) that a reduction in global stiff-
ness EI( )� results in an increase in moment M

b
( )� in the

steel beam.

After the above geometrical relations are taken into ac-
count, formula (7) assumes the form:

I I A a a I n
b b d p

( ) / ( )� �� � � � � . (10)

If the final term in equation (10), whose values are low in
comparison with I

b
, is disregarded, one can get the follow-

ing relation from formula (3):
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It follows from formula (11) that function� �( ) represents
an implicit relationship between the cross section's con-
stant geometrical parameters and the creep function,
where a

d
( )� stands for the distance between the beam’s

centre of gravity and the girder’s global centre of gravity.
In the solution presented by B. Fritz in [3] the geometrical
parameters and the creep are treated as disjoint quantities.

Based on an analysis of many examples of the main girder
loads of composite bridges, was adopted in this paper.
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Exemplary values of G and c for selected composite
bridge spans (Fig. 2) are collated in Table 1. The values
were obtained from relations (5)-(9). The geometrical pa-
rameters of the bridges were taken from the literature. The
bridges designated with letters A, B and C are road
bridges, while the letter D designates a railway bridge.
The same ratio of the E-moduli of the material of the beam
and the slab: n E

b
� /E

p
= 6.25 (occurring in formula (6))

was adopted in all the calculations.

220 Czes³aw Machelski



Wartoœæ parametru G zale¿y wy³¹cznie od geometrii przekroju
dŸwigara i wp³ywa proporcjonalnie na funkcjê�. Jest wiêc pa-
rametrem charakterystycznym konstrukcji mostu, a jego war-
toœæ mo¿e byæ obliczana ze wzoru:\

1
1

2

G
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I

A

n A A

I

n

b

b

p

b p

p� �
�

� �
� . (13)

Parametr c uwik³any jest z funkcj¹ pe³zania� �( ). Jego wartoœæ
okreœlona jest równie¿ jako wielkoœæ sta³a w przypadku dŸwi-
gara. W przeprowadzonych obliczeniach wyznaczona zosta³a
na podstawie analizy porównawczej jako wynik przekszta³ce-
nia wzorów (3) i (12). Uzyskane ró¿nice wartoœci � nie prze-
kracza³y 3%. Z zestawienia parametrów G oraz c przedstawio-
nego w Tabl. 1 wynika, ¿e w przypadku losowo wybranych
obiektów mostowych widoczne s¹ niewielkie ró¿nice tych
wartoœci. W przypadku mostów betonowych o jednolitej bu-
dowie, gdzie�= 1, nie stosuje bowiem siê dystrybucji momen-
tu M na si³y sk³adowe (Rys. 2).

3. FUNKCJA PE£ZANIA BETONU
W niniejszej pracy traktuje siê zmianê krzywizny dŸwigara
g³ównego mostu � �( ) (Rys. 2) jako wynik uzyskany z pomia-
rów. Funkcjê � �( ) odnosi siê do wartoœci pocz¹tkowej (re-
ferencyjnej) �� . Proces pe³zania rozpoczyna siê od wartoœci
� = 0, st¹d ze wzoru (12) otrzymuje siê� = G. Gdy rozpatruje
siê dowolny czas badania �

r
, z zale¿noœci (4) otrzymuje siê

wzór na krzywiznê:
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gdzie:
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Wartoœæ �
o

traktuje siê jako rozpoczynaj¹c¹ zmiany krzywi-
zny (efekt doraŸnego obci¹¿enia sta³ego w wyniku powstania
momentu M). Zatem ogólna zale¿noœæ zmiany krzywizny od

Since the value of parameter G depends on exclusively the
geometry of the girder cross section and has a proportional
effect on function�, G is a characteristic parameter of the
bridge structure. Its value can be calculated from the for-
mula:
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Parameter c is implicit in creep function� �( ) and its value
is assumed to be constant in the case of a girder. The value
was determined here on the basis of a comparative analy-
sis, as a result of the transformation of formulas (3) and
(12). The differences between the values of � did not ex-
ceed 3%. It appears from the comparison of parameters G
and c in Table 1 that their values for the randomly selected
bridges differ only slightly. In the case of monolithic con-
crete bridges, where � = 1, no distribution of moment M
into component forces (Fig. 2) applies.

3. CONCRETE CREEP FUNCTION
In this paper the change � �( ) in the curvature of the bridge’s
main girder (Fig. 2) is assumed to be determined by measure-
ments. Function � �( ) is compared with its initial (reference)
value�� . The process of creep begins with the value� = 0, and
so from formula (12) one gets�= G. From relation (4) for arbi-
trary measurement instant �

r
one gets the following formula

for the curvature:
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where:

�
o

b

M G

EI
�

�
. (15)

The �
o

value is considered to set off changes in curvature
(a momentary static load effect brought about by generated
moment M). Thus the general dependence of curvature

Roads and Bridges - Drogi i Mosty 21 (2022) 217 - 237 221

Table 1. Geometrical characteristics of composite girders
Tablica 1. Charakterystyka geometryczna dŸwigarów zespolonych

Parameters
Parametry

Analysed bridge span / Analizowane przês³o mostu

A B C D

A
b

m2 0.0448 0.0600 0.0444 0.0550

I
b

m4 0.01920 0.03567 0.02547 0.02346

A
p

m2 0.5820 0.6000 0.8614 0.6000

I
p

m4 0.002125 0.00200 0.00880 0.0031

a m 1.135 1.534 1.663 1.418

G 0.3282 0.2903 0.2127 0.2728

c 5.5 4.5 5.5 4.5

G/c 0.05067 0.06451 0.03867 0.06062



pe³zania jest funkcj¹ liniow¹, utworzon¹ na podstawie (14),
zgodnie ze wzorem:
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�
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�

�

�o

c
1 . (16)

Jako przyk³ad zastosowania powy¿szego algorytmu rozpatruje
siê belkê zespolon¹ o przekroju poprzecznym przedstawionym
na Rys. 2. W tym przypadku za³o¿ono, ¿e jedynym zjawiskiem
wystêpuj¹cym w tej belce jest pe³zanie betonu p³yty pomosto-
wej przy sta³ej wartoœci momentu M. Poszukiwana jest zatem
funkcja pe³zania betonu� �( ) z wykorzystaniem znanych war-
toœci zmiany krzywizny � �( ) w wybranych chwilach podczas
eksploatacji mostu. Korzystaj¹c z ogólnej zale¿noœci (16) oraz
funkcji� �( ) ze wzoru (12) ze sta³ymi wartoœciami G i c, otrzy-
muje siê równanie:

� � �

�
� �

( )
( )

�
�o

o

c . (17)

W wyniku podstawienia danych do lewej strony równania (17)
okreœla siê funkcjê pe³zania� �( ). Jako �

o
przyjmuje siê krzy-

wiznê rozpoczynaj¹c¹ proces pe³zania, natomiast � �( ) jest
efektem jej narastania podczas obserwacji w kolejnych pomia-
rach.

W omawianym przyk³adzie obliczeñ przyjêto, ¿e pomiary re-
alizowane s¹ na moœcie, w którym wystêpuj¹cy we wzorze
(12) parametr c = 5,5 (czyli w przypadku mostów oznaczo-
nych jako A lub C). W Tabl. 2 zestawiono wartoœci funkcji
� �( ) uzyskane w analizowanych chwilach czasu wyró¿nio-
nych na Rys. 3b. Poniewa¿ czas jest parametrem zmiennym,
ale wystêpuj¹cym w funkcji pe³zania� �( ), przyjêto okres ko-
ñcowy jako jednostkowy. Podstaw¹ przeprowadzonych obli-
czeñ jest funkcja krzywizny � �( ), przedstawiona na Rys. 3a
w postaci schematu S1. W obliczeniach zak³ada siê pocz¹tek
osi czasu�

o
= 0 jako rozpoczêcie obserwacji procesu pe³zania,

st¹d �
o
= 0. Charakterystyczne punkty obserwacji pomiaro-

wych wyró¿niono na wykresie� �( ).

W ramach badañ rozpatrzono równie¿ przypadek, gdy w trak-
cie pomiarów wystêpuje skokowy przyrost obci¹¿enia, a wiêc
nastêpuje równie¿ gwa³towna zmiana momentu M. Tê sytu-
acjê zobrazowano na Rys. 3a w postaci schematu obci¹¿enia
S2. Na prezentowanym wykresie widoczny jest przyrost � �( )

change on creep is a linear function created on the basis of
(14), expressed by the formula:

� � �
�

( ) � �	


�

�

�o

c
1 . (16)

A composite beam with the cross section shown in Fig. 2 is
considered below to illustrate the above algorithm. In this
case, deck slab concrete creep at constant M is assumed to
be the only phenomenon occurring in this beam. Therefore
concrete creep function � �( ) is sought using the known
values of the change in curvature � �( ) at selected instants
in the service life of the bridge. Using general relation (16)
and function � �( ) from formula (12) with constant values
G and c one gets the equation:

� � �

�
� �

( )
( )

�
�o

o

c . (17)

By substituting measurement data into the left side of
equation (17) one determines creep function � �( ). As �

o

one assumes the curvature setting off the creep process,
while � �( ) is the result of the increments registered in suc-
cessive measurements.

In this calculation example the measurements were per-
formed on a bridge for which the parameter c occurring in
formula (12) is equal to 5.5 (bridge A or C). The values of
function � �( ) obtained at the analysed instants (distin-
guished in Fig. 3b) are collated in Tab. 2. Since time is a
variable parameter, but occurring in creep function � �( ),
the final period was assumed to be equal to unity. The ba-
sis for the calculations was the curvature function � �( )
shown as graph S1 in Fig. 3a. The time axis origin �

o
= 0

was assumed as the beginning of creep process observa-
tion. Hence�

o
= 0. The characteristic measurement obser-

vation points are marked on the � �( ) graph.

Moreover, a case when an abrupt increase in load (and so
an abrupt change in moment M) occurs during measure-
ments was considered. This case is represented by load-
ing diagram S2 in Fig. 3a. The graph shows an increase in
� �( ) by �� over time �

r
. In the time interval: �

p
< � < �

r
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Table 2. Results of creep function calculations
Tablica 2. Zestawienie wyników obliczeñ funkcji pe³zania

Loading diagram
Schemat obci¹¿enia

Time
Czas

�
o

= 0 �
p

= 0.1 �
r

= 0.4 �
k

=1

S1
� �( )� �10 6 1/m 250 281.8 331.8 363.6

� �( ) 0 0.7 1.8 2.5

S2
� �( )� �10 6 1/m 250 281.8 331.8/362*) 396.7

� �( ) 0 0.7 1.8 2.5

*) step change load / skokowa zmiana obci¹¿enia



o wartoœæ �� w czasie �
r
. W przedziale czasu �

p
< � < �

r

funkcja pe³zania, okreœlana ze wzoru (17), przebiega zatem jak
w schemacie obci¹¿enia S1. W przypadku gdy � > �

r
, zale-

¿noœæ (14) podlega zmianie i przyjmuje postaæ zgodn¹ ze wzo-
rem:

� � �
rr r
� �� . (18)

W danym momencie czasu � ��
r

otrzymuje siê dwa rów-
nania. Na podstawie wzoru (17) uzyskuje siê �

r
w oparciu

o schemat S1, gdy � � �( ) �
r

ze wzoru:

� �

�
�r o

o

r

�
� , (19)

natomiast na podstawie (18), gdy rozpatruje siê schemat
obci¹¿enia S2, uzyskuje siê:

� �

�
�rr or

o

r

�
� . (20)

Z porównania wzorów (19) i (20) wynika, ¿e:

� � �
�

�or r

o

r

� �( )� . (21)

W rozpatrywanym czasie � ��
r

wykorzystuje siê natomiast
zale¿noœæ:

� � �
�

( ) � �	


�

�

�or

c
1 , (22)

a zatem ze wzoru (17) otrzymuje siê równanie:
� �

�
�kr or

or

k

�
� , (23)

z którego wyznacza siê�
k

jako wartoœæ uzyskan¹ na zakoñ-
czenie badañ. Na podstawie przeprowadzonych obliczeñ i ich
wyników mo¿liwe jest wiêc uzyskanie jednakowych funkcji
� �( ) bez wzglêdu na rozpatrywany schemat obci¹¿enia S1 czy
S2. Wynika to z przyjêtego za³o¿enia modelu reologicznego
betonu [3, 6-8].

W przyk³adzie obliczeñ opartym na schemacie S2 przyjêto
dane ze schematu S1, st¹d wyniki w zakresie 0� �� �

r
nie

the creep function – determined from formula (17) – runs
as for loading diagram S1. When � > �

r
, relation (14) is

subject to change and assumes the form consistent with
the formula:

� � �
rr r
� �� . (18)

At given instant � ��
r

two equations are obtained. From
formula (17) one calculates�

r
on the basis of diagram S1,

whereas when � � �( ) �
r
, one calculates it from the for-

mula:
� �

�
�r o

o

r

�
� . (19)

On the basis of (18), for loading diagram S2 one gets:

� �

�
�rr or

o

r

�
� . (20)

A comparison of formulas (19) and (20) shows that:

� � �
�

�or r

o

r

� �( )� . (21)

For the considered time � ��
r

one uses the relation:

� � �
�

( ) � �	


�

�

�or

c
1 ,

(22)

and so from formula (17) one gets the equation:

� �

�
�kr or

or

k

�
� , (23)

from which one calculates�
k

as the value obtained at the
end of the measurements. This means that regardless of
whether loading diagram S1 or S2 is considered, identical
functions � �( ) can be obtained on the basis of the above
calculations and their results. This follows from the rheo-
logical concrete model assumption [3, 6-8].

Since the loading diagram S1 data were used in the calcu-
lation example based on loading diagram S2, the results in
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Fig. 3. Functions describing changes in deformation over time: a) changes in curvature, b) creep

Rys. 3. Funkcje okreœlaj¹ce zmiany deformacji w dziedzinie czasu: a) zmiana krzywizny, b) pe³zanie



podlegaj¹ zmianie. Po zmianie krzywizny w czasie �
r

o war-

toœæ ��= 30,2 �10 �4 1/m, zgodnie ze wzorem (21), obliczenia
realizowane s¹ wed³ug wzoru (15). Z równania (21), po pod-
stawieniu danych, otrzymuje siê zatem zmianê krzywizny
w czasie pocz¹tkowym �

o
:

�
or
� � � � � �(331,8 33,2)

250

331,8
272,75 10 4 1/m, (24)

natomiast bezpoœrednio ze wzoru (22) otrzymuje siê wartoœæ:

�
kr
� � �	



�

�


� � � �272,75 1

2,5

5,5
396,7 10 4 1/m. (25)

4. UDZIA£ SKURCZU BETONU
W ZMIANIE KRZYWIZNY
Skurcz betonu w p³ycie pomostowej wystêpuje ³¹cznie z pe³-
zaniem. Udzia³ skurczu betonu w obserwowanej zmianie krzy-
wizny jest na pocz¹tku niewielki z uwagi na ma³e wartoœci
� �

sk
( ), ale z czasem staje siê znacz¹cy. Z zale¿noœci statycznej

zobrazowanej na Rys. 2 uzyskujemy wzór na moment w stalo-
wej belce [9], powsta³y z udzia³em skurczu:

M A a
I

I
E

b sk b d

b

b sk
( )

( )
�

�
�� � � . (26)

Wykorzysuj¹c wzór (4) otrzymuje siê natomiast zale¿noœæ na
zmianê krzywizny:

� �
�

�
�( )

( )

( )
sk

b sk

b

b d

sk

M

EI

A a

I
� �

�
. (27)

Po uwzglêdnieniu zale¿noœci geometrycznych podanych we
wzorze (3) powstaje równanie ogólne:

� � � � � �( ) ( ) ( )
sk

b

b

d sk

A

I
a� � � , (28)

w którym zmiana krzywizny jest proporcjonalna do od-
dzia³ywania skurczu. We wzorze (28) wystêpuj¹ funkcje za-
le¿¹ce od czasu:� �( ) oraz � �

sk
( ), powi¹zane ze sta³ymi para-

metrami geometrycznymi stalowej belki z udzia³em pe³zania
betonu w p³ycie pomostowej.

Gdy we wzorze (28) uwzglêdni siê podstawowe parametry
geometrii przekroju poprzecznego dŸwigara zespolonego,
uzyskuje siê zale¿noœæ:

� �
�

�
�( )

( )
sk

b

b

p

b p

sk

a A

I

A

n A A
G

c
�

�

� �
�	



�

�

� �1 . (29)

W przypadku obiektu A, w koñcowej fazie obserwacji efektu
skurczu, gdy � = 3, na podstawie wzoru (27) otrzymuje siê
wartoœæ zmiany krzywizny:

� � �( )
sk sk

� � � �2,648 0,675 0,507 . (30)

Efekt skurczu jest znacz¹cy wówczas, gdy przyjmie siê jego
wartoœci normowe [11, 12]. Po odniesieniu tego wyniku do
rozpatrywanego wczeœniej skutku zginania z naprê¿eniem
�

d
M( ) uzyskuje siê wzór:

the range 0� �� �
r

do not change. After the curvature
changes over time�

r
by ��= 30.2 �10 �4 1/m (according to

formula (21)) the calculations are done in accordance with
formula (15). Consequently, from equation (21) (after the
data are substituted) one gets the change in curvature at
initial instant �

o
:

�
or
� � � � � �(331.8 33.2)

250

331.8
272.75 10 4 1/m, (24)

while directly from formula (22) one gets:

�
kr
� � �	



�

�


� � � �272.75 1

2.5

5,5
396.7 10. 4 1/m. (25)

4. CONCRETE SHRINKAGE
CONTRIBUTION TO CURVATURE
CHANGE
In the deck slab concrete, shrinkage occurs jointly with
creep. The concrete shrinkage contribution to the ob-
served change in curvature is initially small due to the low
values of � �

sk
( ), but over time it becomes significant.

From the static relationship illustrated in Fig. 2 one de-
rives the following formula for the moment in the steel
beam, to which shrinkage contributed:

M A a
I

I
E

b sk b d

b

b sk
( )

( )
�

�
�� � � . (26)

From formula (4) one derives the following relation for
curvature change:

� �
�

�
�( )

( )

( )
sk

b sk

b

b d

sk

M

EI

A a

I
� �

�
. (27)

When the geometrical relationships given in formula (3)
are taken into account, one gets the following general
equation:

� � � � � �( ) ( ) ( )
sk

b

b

d sk

A

I
a� � � , (28)

in which the change in curvature is proportional to the contri-
bution of shrinkage. In formula (28) there are time-dependent
functions: � �( ) and � �

sk
( ) connected with the constant geo-

metrical parameters of the steel beam and the contribution of
deck slab concrete creep.

When the basic parameters of the cross section of the composi-
te girder are taken into account in formula (28), one gets the
following relation:

� �
�

�
�( )

( )
sk

b

b

p

b p

sk

a A

I

A

n A A
G

c
�

�

� �
�	



�

�

� �1 . (29)

In the case of bridge A, in the final phase of shrinkage ef-
fect observation (when� = 3) from formula (27) one gets
the following curvature change value:

� � �( )
sk sk

� � � �2.648 0.675 0.507 . (30)
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�
�

�
( )

( )

( )
M

M

E a

d

b d d

�
� �

. (31)

Mo¿na na tej podstawie oszacowaæ zmianê krzywizny –
na przyk³ad przyjmuj¹c �

d
M( )/E

b
= 50 � 10 �5 , a odleg³oœæ

�
d d

a� � 0,5 m. Udzia³ skurczu z pe³zaniem betonu w na-
prê¿eniach jest znacznie mniejszy. Przyk³adowo w obiekcie
D okreœlono go na poziomie� �

d sk
( )/E

b
= 3,46 �10 �5 .

W przês³ach zespolonych przyrost krzywizny wynikaj¹cy ze
skurczu betonu jest sumowany z efektem pochodz¹cym od
obci¹¿eñ sta³ych z udzia³em pe³zania. Ze wzoru (26) wynika,
¿e jest on proporcjonalny do zmiany krzywizny. W rozseparo-
waniu obydwu efektów w funkcjach� �( ) oraz � �

sk
( ) w ujê-

ciu algorytmu stosowanego w niniejszej pracy mog¹ byæ po-
mocne wartoœci normowe [11, 12]. Nale¿y braæ pod uwagê
ró¿nice w zmianach obydwu funkcji w czasie – skurcz prze-
biega szybciej, a efekt pe³zania jest d³ugotrwa³y. Wobec tego
gdy pomiar referencyjny jest odleg³y od momentu wykonana
p³yty pomostowej, udzia³ skurczu w ugiêciu jest ma³y.

W uk³adach statycznie niewyznaczalnych efekt skurczu jest
wyraŸnie redukowany przez powstanie si³ wzbudzonych [8].
W tym przypadku moment zginaj¹cy powoduje redukcjê krzy-
wizny powsta³ej w wyniku obci¹¿enia sta³ego.

5. PE£ZANIE W PRZÊS£ACH Z BELEK
PREFABRYKOWANYCH
W przypadku mostów budowanych z belek prefabrykowa-
nych powstaje uk³ad zespolony przedstawiony na Rys. 4, ana-
logiczny do przekroju poprzecznego z zastosowaniem belki
stalowej (Rys. 2). Z uk³adu elementów sk³adowych przekroju
poprzecznego wynika, ¿e belka prefabrykowana podlega rów-
nie¿ pe³zaniu � �

b
( ) o innym przebiegu w czasie ni¿ � �

p
( ),

a zatem wartoœæ n( )� z (6) jest wyliczona w tym przypadku ze
wzoru [9]:

n
E

E

b

p

p

b

( )�
�

�
�

�

�

1

1
. (32)

Z porównania wzorów (6) i (32) uzyskuje siê ogóln¹ wartoœæ:

�
� �

�
�

�

�
p b

b
1

. (33)

Istnieje zatem mo¿liwoœæ korzystania ze wzoru (33) w celu
okreœlenia � �( ) w przypadku przêse³ z belek prefabrykowa-
nych w ramach algorytmu stosowanego w mostach stalowych.

W Tabl. 3 zestawiono parametry geometryczne czêsto stoso-
wanych przêse³ z belek prefabrykowanych. W tym przypad-
ku przyjêto jednolit¹ wartoœæ n E

b
� /E

p
= 1,2. Przyk³ad

przês³a mostu E to typowy uk³ad z belek WBS (Rys. 4).
Przês³o F powsta³o z u³o¿enia obok siebie belek typu Mosty
£ódŸ, natomiast w uk³adzie H wystêpuj¹ belki P³oñsk (stary

The effect of shrinkage is significant when the latter's standard
values are assumed [11, 12]. Relating this result to the previo-
usly considered effect of bending with stress�

d
M( ) one gets

the formula:

�
�

�
( )

( )

( )
M

M

E a

d

b d d

�
� �

. (31)

On this basis one can estimate the change in curvature,
assuming, e.g., �

d
M( )/E

b
= 50 � 10 �5 and distance

�
d d

a� �0.5 m. The share of concrete shrinkage with creep
in the stress is considerably smaller. For example, in bridge

D it was found to amount to� �
d sk
( )/E

b
= 3.46 �10 �5 .

In composite spans the increment in curvature due to con-
crete shrinkage and the effect stemming from static loads
and creep add up. It follows from formula (26) that the lat-
ter effect proportionally contributes to the change in cur-
vature. The standard values [11, 12] can be helpful in
separating the two effects in functions � �( ) and � �

sk
( ) in

the algorithm used in this paper. One should take into
account the differences between the changes in the two
functions over time – shrinkage proceeds at a quicker rate,
while creep has a long-term effect. Therefore when the
reference measurement is distant from the time when the
deck slab was made, the contribution of shrinkage to the
deflection is small.

In statically indeterminant systems the shrinkage effect is
markedly reduced by the generated forces [8]. In this case,
the bending moment causes a reduction in the curvature
induced by the permanent load.

5. CREEP IN SPANS MADE OF
PRECAST BEAMS
When bridges are built of precast beams, a composite sys-
tem (Fig. 4) analogous to the cross section incorporating a
steel beam (Fig. 2) is created. It follows from the configu-
ration of the cross section's components that the precast
beam is also subject to creep � �

b
( ) whose course over

time differs from that of� �
p
( ), and so n( )� in formula (6)

is calculated in this case from formula [9]:

n
E

E

b

p

p

b

( )�
�

�
�

�

�

1

1
. (32)

By comparing formulas (6) and (32) one gets the general
value:

�
� �

�
�

�

�
p b

b
1

. (33)

This means that within the framework of the algorithm appli-
cable to steel bridges it is possible to use formula (33) to deter-
mine� �( ) in the case of precast beams.
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typ) z dodaniem p³yty betonowej. Przyk³ad obiektu J dotyczy
przêse³ p³ytowych z zastosowaniem prefabrykatów typu Ku-
jan.

Porównuj¹c zamieszczone w Tabl. 1 i 3 parametry G i c, do-
strzec mo¿na znaczne ró¿nice miêdzy wartoœciami dla dŸwiga-
rów zespolonych oraz wykonanych z prefabrykatów betono-
wych. W przypadku dŸwigarów wykonanych z prefabrykatów
betonowych wartoœci � s¹ znacznie mniejsze ni¿ uzyskane
w dŸwigarach zespolonych z belek stalowych. Z porównania
parametru c odpowiednio z Tabl. 1 i 3 widaæ, ¿e wartoœci dla
przêse³ z belek prefabrykowanych s¹ znacznie wiêksze.

Beton w belce prefabrykowanej jest wytworzony wczeœniej
ni¿ w p³ycie. W tym przypadku konieczne jest wiêc uwzglêd-
nienie momentu rozpoczêcia pe³zania w prefabrykacie jako
czasu �

m
, a wiêc okresu poprzedzaj¹cego jego zespolenie

z p³yt¹. Wobec tego zgodnie ze wzorem (25) uzyskuje siê
przebieg procesu pe³zania w p³ycie opisany jako� �

p
( ), nato-

miast w belce wytworzonej wczeœniej – jako� � �
b m
( )� . Przy

tym pe³zanie prefabrykatu jest ju¿ zredukowane o wartoœæ
� �

b m
( ). Z powy¿szego powodu proces reologiczny w belce

przebiega ³agodniej, a wp³yw pe³zania jest mniejszy ni¿
w p³ycie. Zagadnienie omawiane powy¿ej jest bardziej

The geometrical parameters of commonly used spans
made of precast beams are presented in Table 3. In this
case, n E

b
� /E

p
= 1.2 was uniformly assumed. Exem-

plary bridge span E is a typical system made of M-beams
(Fig. 4). Span F was created by laying Mosty £ódŸ beams
side by side, while in system H there are P³oñsk beams
(the old type) with a concrete slab added. Exemplary
span J represents slab bridge spans made of Kujan pre-
cast elements.

A comparison of the parameters G and c contained in Ta-
bles 1 and 3 shows considerable differences between their
values for respectively the composite girders and the gird-
ers made of precast concrete units. In the latter case, the
values of � are considerably lower than the ones for the
composite girders made of steel beams. A comparison of
parameter c contained in respectively Table 1 and Table 3
shows that its values for the spans made of precast beams
are considerably higher.

The concrete in a precast beam is made earlier than the
concrete in a slab. Therefore it is necessary to take into ac-
count the moment when creep starts in the precast mem-
ber, as time �

m
, i.e. the period preceding the integration of

the precast member with the slab. Hence, consistently with
formula (25) the creep process in the slab is described as
� �

p
( ), whereas in the case of the earlier made beam it is

described by � � �
b m
( )� . Moreover, the creep of the pre-

cast member is already reduced by the value of � �
b m
( ).

For this reason the rheological process in the beam is
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Fig. 4. Deformations and component forces in case of cross

section of girder made of precast elements

Rys. 4. Odkszta³cenia i si³y sk³adowe w przypadku przekroju

dŸwigara utworzonego z prefabrykatu
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Table 3. Geometrical characteristics of girders made of precast concrete units
Tablica 3. Charakterystyka geometryczna dŸwigarów wykonanych z prefabrykatów betonowych

Parameters
Parametry

Analysed bridge span / Analizowane przês³o mostu

E F H J

A
b

[m2] 0.2620 0.3909 0.1075 0.1075

I
b

[m4] 0.029276 0.041802 0.002467 0.002467

A
p

[m2] 0.3150 0.2226 0.1930 0.1930

I
p

[m4] 0.001158 0.00116 0.002014 0.002014

a [m] 0.6706 0.5980 0.1923 0.1923

G 0.3282 0.4763 0.7193 0.3779

c 3.7 4.2 8.9 3.7

G/c 0.0887 0.1134 0.0808 0.1021



z³o¿one [3, 8, 10-14], a podane rozwi¹zanie jest z punktu wi-
dzenia in¿ynierskiego uproszczone.

W mostach z belek prefabrykowanych problem pe³zania jest
bardziej z³o¿ony z uwagi na procesy reologiczne wystêpuj¹ce
w prefabrykatach. Zak³ada siê, ¿e skurcz w podstawowym za-
kresie przebiega w procesie wytwórczym i w fazie monta-
¿owej oraz na placu budowy przed zespoleniem z p³yt¹ pomo-
stow¹. Równie¿ redukcja si³y sprê¿aj¹cej w belce mo¿e byæ
w du¿ej mierze procesem ustabilizowanym. Istotne znaczenie
ma czas pomiêdzy wytworzeniem prefabrykatu a po³¹czeniem
z p³yt¹ pomostow¹ w moœcie. Wspólnym efektem w obydwu
przypadkach jest udzia³ obci¹¿eñ sta³ych wynikaj¹cych z wy-
posa¿enia mostu. W omawianej pracy jest on rozpatrywany
jako skokowa zmiana krzywizny (efekt skupiony) w schema-
cie obci¹¿enia S2.

Na przebieg funkcji � �( ) wyznaczanej na podstawie zmiany
krzywizny � �( ) ma wp³yw wiele czynników omawianych
w [2, 10-12]. W przypadku mostów aktualnie u¿ytkowanych
istotne znaczenie z punktu widzenia bezpieczeñstwa ma tech-
nologia ich budowy [15], system podparcia monta¿owego,
schemat statyczny przês³a w fazie eksploatacyjnej, a tak¿e
efekty wielokrotnego obci¹¿enia u¿ytkowego [16]. Na podsta-
wie wyników badañ tych w³aœnie czynników okreœla siê funk-
cjê deformacji.

6. FUNKCJA DEFORMACJI D�WIGARA
ZESPOLONEGO
W ogólnym przypadku na zmianê� �( )oszacowan¹ w wyniku
pomiarów �( )t ma wp³yw moment rozpoczêcia badañ, czyli
czas tp. Z tego te¿ powodu uzyskuje siê zmodyfikowany
kszta³t funkcji pe³zania� �( ) wyznaczanej wczeœniej. W prak-
tyce badania rozpoczyna siê w bli¿ej nieokreœlonym czasie t

p
,

a wiêc bez mo¿liwoœci szacowania t
o
, gdy � �( ) �0, jak na

Rys. 3. Zatem zamiast okreœlania funkcji pe³zania � �( ) wy-
znacza siê funkcjê deformacji�( )t . W tym przypadku równa-
nie (16) przyjmuje postaæ:

� � �
�

( ) � �	


�

�

�p

c
1 . (34)

Z porównania wzorów (16) i (34) oraz z zale¿noœci (12) wy-
nika, ¿e funkcje� �( ) i�( )t ró¿ni¹ siê. Jest to widoczne w wy-
nikach obliczeñ funkcji deformacji podanych w Tabl. 4, uzy-
skanych w schemacie S3 i przedstawionych na Rys. 5. W tym
przyk³adzie obliczeniowym przyjêto dane �( )t ze schematu
S1. Za³o¿ono rozpoczêcie obserwacji pe³zania od czasu t

p
,

a wiêc funkcja czasu (Rys. 3) zosta³a przesuniêta o sta³¹ war-
toœæ t t

p o
� = 0,1. St¹d�( )t

p
= 0, a pozosta³e przedzia³y czasu

nie podlega³y zmianie. W Tabl. 2 i 4 charakterystyczne chwile
czasu oznaczono indeksami: „o” – rozpoczêcie procesu pe³za-

milder and the effect of creep is weaker than in the slab.
From the engineering point of view the proposed solution
is simplified as the problem considered above is more
complicated [3, 8, 10-14].

In bridges built of precast beams the creep problem is
more complex due to the rheological processes which oc-
cur in precast elements. It is assumed that shrinkage takes
place mostly during prefabrication and assembly and on
the building site prior to integration with the deck slab.
Moreover, the reduction of the prestress force in the beam
can be to a large extent a stable process. Of major signifi-
cance is the time elapsing between prefabrication and inte-
gration with the deck slab in the bridge. However, the
problem of the permanent loads stemming from the
bridge's secondary components is relevant in both cases.
In this paper this problem is considered as an abrupt
change in the curvature (a concentrated effect) under load-
ing diagram S2.

Many of the factors discussed in [2, 10-12] have a bearing
on the path of function � �( ) determined on the basis of
curvature change � �( ). For bridges being in service the fol-
lowing factors are of major relevance: the construction
method [15], the assembly support system, the in-service
static load diagram of the span and also the effects of re-
peated operational load cycles [16]. The deformation
function is determined taking into account the above fac-
tors.

6. COMPOSITE GIRDER DEFORMATION
FUNCTION
In a general case, the time of starting the measurements,
i.e. time tp, has a bearing on change � �( ) estimated
through measurements of �( )t . Consequently, the shape of
the earlier determined creep function � �( ) undergoes
modification. In practice, measurements begin at indefi-
nite time t

p
and so it is not possible to estimate time t

o

when� �( ) �0, as in Fig. 3. Therefore instead of determin-
ing creep function� �( ) one determines deformation func-
tion �( )t . In this case, equation (16) assumes the form:

A comparison of formulas (16) and (34), and relation (12)
indicate that functions � �( ) and �( )t differ from each
other. This is visible in the results of deformation function
calculations for loading case S3, presented in Table 4 and
in Fig. 5. In this calculation example the �( )t data from case
S1 were adopted. Observations of creep were assumed
to begin at time t

p
, which means that the time function

(Fig. 3) was shifted by the constant value of t t
p o
� = 0.1.

Hence �( )t
p

= 0. The other time intervals remained
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nia, „p” – pomiar pocz¹tkowy, „r" – zmiana obci¹¿enia, „k” –
pomiar koñcz¹cy badania. Oczywiœcie w praktyce do dok³ad-
nego ustalenia przebiegu wykresu �( )t stosuje siê wiêcej po-
miarów poœrednich w przedziale czasu t t t

p k
� � , a st¹d po-

wstaje funkcja�( )t o z³o¿onym kszta³cie.

Zgodnie z Rys. 3 funkcja� �( ) dotyczy pe³nego okresu pe³za-
nia z ewentualn¹ prognoz¹ stanu w okresie póŸniejszym. Gdy
pomiary rozpoczynaj¹ siê od dowolnego momentu t

p
uzysku-

je siê funkcjê�( )t odbiegaj¹c¹ od� �( ). Istotne znaczenie ma
wiêc po³o¿enie na osi czasu �

p
w odniesieniu do �

o
, przyjête

w schemacie S1. W przypadku próby odwzorowania funkcji
� �( ) przy zastosowaniu danych jak w schemacie S3, czyli
�( )t , niezbêdne jest wyznaczanie wartoœci �

o
. Mo¿na do tego

celu zastosowaæ ekstrapolacjê funkcji � �( ) z wykorzystaniem
wartoœci �

p
, �

r
i �

k
. Podstawowym problemem jest ustalenie

relacji pomiêdzy czasem t
p

i �
o
. W praktycznych przypad-

kach nie jest mo¿liwe wyznaczenie pocz¹tku procesu pe³zania,
gdy� �( ) �0, czyli okreœlenie t

o
.

W przypadku funkcji deformacji pokazanej na Rys. 5b okreœla
jej pocz¹tek �( )t

p
�0. Gdy w trakcie pomiarów wystêpuje

przyrost obci¹¿enia, a wiêc równie¿ zmiana momentu M, po-
wstaje skokowy przyrost � �( ) w czasie t

r
(Rys. 5a). Zatem

unchanged. In Tables 2 and 4 the characteristic instants are
designated with subscripts: “o” – the beginning of creep,
“p” – the initial measurement, “r” – the change of the load,
“k” – the measurement ending the investigation. Obvi-
ously in practice in order to precisely determine the graph
of �( )t more intermediate measurements are performed in
the time interval t t t

p k
� � , whereby function �( )t with

a complex shape is obtained.

According to Fig. 3, function� �( ) applies to the full creep
period with the possible prediction of the state in a later
period. When the measurements begin at arbitrary instant
t

p
, the obtained function �( )t differs from � �( ). This

means that the position of �
p

(adopted in loading case S1)
on the time axis relative to �

o
, is of major importance.

When attempting to represent function � �( ) using the S3
case data, i.e. �( )t , one must determine the value of �

o
. For

this purpose one can apply the extrapolation of function
� �( ) using �

p
, �

r
and �

k
. The main difficulty is to deter-

mine the relationship between time t
p

and �
o
. In practical

cases when� �( ) �0, it is not possible to determine the be-
ginning of the creep process, i.e. t

o
.

The deformation function shown in Fig. 5b is defined by
its start�( )t

p
�0. When during measurements an increase

in load occurs (and so a change in moment M), � �( )
abruptly increases at time t

r
(Fig. 5a). Therefore formulas
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Table 4. Results of deformation function calculations
Tablica 4. Zestawienie wyników obliczeñ funkcji deformacji

Loading diagram
Schemat obci¹¿enia

Time
Czas

t
p

= 0 t
r

= 0.3 t
k

= 0.9

S3
�( )t � �10 4 1/m 281.8 331.8 363.6

� �( ) 0 0.976 1.596

S4
�( )t � �10 4 1/m 281.8 331.8/365*) 400

� �( ) 0 0.976 1.596

*) step change load / skokowa zmiana obci¹¿enia
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Fig. 5. Functions representing changes in deformation over time: a) change in curvature, b) creep

Rys. 5. Funkcje okreœlaj¹ce zmiany deformacji w dziedzinie czasu: a) zmiana krzywizny, b) pe³zanie



stosuje siê wzory (16)-(25) ze zmian¹ indeksu „o” na „p”.
Przyk³ad wyników obliczeñ dla tego przypadku podano
w Tabl. 4 przy zastosowaniu schematu S4. Ze wzoru (24)
otrzymuje siê wówczas zmianê krzywizny odniesion¹ do cza-
su rozpoczêcia pomiarów:

�
pr
� � � � � �(331,8 33,2)

281,8

331,8
310 10 4 1/m. (35)

Natomiast ze wzoru (25) otrzymuje siê wartoœæ zmiany krzy-
wizny koñcz¹c¹ badania:

�
kr
� � �	



�

�


� � � �310 1

1,596

5,5
400 10 4 1/m. (36)

W przypadku zastosowania do obliczeñ schematu obci¹¿enio-
wego S4 mo¿na przyj¹æ ogóln¹ zale¿noœæ momentu zgi-
naj¹cego w stalowej belce od zmiany jej krzywizny, zgodnie
z równaniem:

M EI
c c

b b p pr p

r( ) ( )� �
�

� �
�

� �	


�

�

� � � �	



�

�


�

�

�
�

�

�
�1 1 . (37)

Pierwsza czêœæ równania wynika ze wzoru (34). Druga czêœæ
jest aktywna przy spe³nieniu warunku t t

r
� , ale gdy� �

r
� .

Równanie (37) przypomina ogólnie stosowan¹ zale¿noœæ
H. Trosta [1, 5, 8, 14] o postaci:

� � � � � �� �
t p t k p t sk

E
� � � � � �

1
1 1[ ( ) ( )( )] . (38)

W równaniu (37) wystêpuje uwik³ana zale¿noœæ geometrii
przekroju poprzecznego z pe³zaniem �( )t w funkcji �, nato-
miast wzór (38) dotyczy betonowego przekroju jednorodnego.
Ró¿nica pomiêdzy tymi dwoma ujêciami polega na tym, ¿e
w równaniu (37) wykorzystuje siê przekszta³cenie zmiany
krzywizny na moment zginaj¹cy, natomiast w równaniu (38)
wystêpuje przekszta³cenie odwrotne, czyli na podstawie naprê-
¿enia� uzyskuje siê odkszta³cenia�. Efekt pe³zania w oœrodku
jednorodnym jest ujêty w funkcji pe³zania � , natomiast
w uk³adzie zespolonym jest on uwzglêdniony w uwik³anej
postaci w funkcji�, zgodnie ze wzorem (12). W ramach in¿y-
nierskiego podejœcia do procesów reologicznych omawianych
w [3], wykorzystuje siê linearyzacjê dotycz¹c¹ równoleg³oœci
krzywych pe³zania, jak w rozwi¹zaniu przedstawionym przez
K. Sattlera w [14].

W przedstawionym wczeœniej algorytmie obliczeñ funkcji
pe³zania betonu skorzystano ze zmiany krzywizny uzyskanej
na podstawie wyników badañ. Rozpatrywano wówczas tylko
jeden wydzielony czynnik, czyli pe³zanie (prosty przypadek
wytrzyma³oœciowy). W praktyce na rozk³ad odkszta³ceñ �( )t
przedstawionych na Rys. 2 i 4 ma wp³yw wiele innych czynni-
ków omawianych w [2, 6, 9, 11-13, 15], takich jak:

– wystêpowanie skurczu betonu �
sk

z równoczesnym pe³-
zaniem betonu, jak we wzorach (29), (38),

(16)-(25) with the subscript “o” changed to “p” are ap-
plied. The results of exemplary calculations for this case
for loading diagram S4 are given in Table 4. Then from
formula (24) one gets the change in curvature relative to
the time of starting the measurements:

�
pr
� � � � � �(331.8 33.2)

281.8

331.8
310 10 4 1/m. (35)

From formula (25) one gets the measurement-end curva-
ture change value:

�
kr
� � �	



�

�

� � � �310 1

1.596

5.5
400 10 4 1/m. (36)

If loading diagram S4 is used for the calculations, one can
assume the general dependence of the bending moment in
the steel beam on the change in the curvature of the latter,
as expressed by the equation:

M EI
c c

b b p pr p

r( ) ( )� �
�

� �
�

� �	


�

�

� � � �	



�

�


�

�

�
�

�

�
�1 1 . (37)

The first part of the equation follows from formula (34).
The second part is active if the condition t t

r
� is satisfied,

but only when� �
r
� . Equation (37) resembles the gener-

ally used H. Trost relation [1, 5, 8, 14] having the form:

� � � � � �� �
t p t k p t sk

E
� � � � � �

1
1 1[ ( ) ( )( )] . (38)

In equation (37) there is an implicit relationship between
the cross-sectional geometry and creep �( )t as a function
of �, while formula (38) applies to a homogenous concrete
cross section. The two formulations differ in this, that in
equation (37) the change in curvature is transformed into a
bending moment, whereas in equation (38) an inverse
transformation is used, i.e., on the basis of stress� one gets
strain �. The creep effect in a homogenous medium is en-
compassed by the creep � function, while in a composite
system it is implicitly taken into account in function �, in
accordance with formula (12). As part of the engineering
approach to the rheological processes considered in [3],
linearization applying to the parallelism of creep curves is
employed, as in the solution presented by K. Sattler in
[14].

Experimentally determined changes in curvature were
used in the algorithm (presented earlier) for calculating the
concrete creep function. Then only one isolated factor, i.e.
creep (the basic strength case), was considered. In prac-
tice, the distribution of strains �( )t shown in Figs 2 and 4
depends also on many other factors discussed in [2, 6, 9,
11-13, 15], such as:

– the occurrence of concrete shrinkage �
sk

accompanied
by concrete creep, as in formulas (29), (38),
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– powstanie si³ (momentów) wzbudzonych w z³o¿onych
uk³adach statycznych [9],

– zmiany si³y sprê¿aj¹cej w belce prefabrykowanej [10],

– zmiany modu³u sprê¿ystoœci betonu E t( ), omawiane w [3],

– zmiany temperatury, wilgotnoœci itp.

W eksploatowanych obiektach z natury rzeczy efekty te s¹ su-
mowane w funkcji�( )t . Z zasady funkcja�( )t jest podobna do
�( )t . S¹ one w sposób naturalny ujête we wzorze ogólnym
(37). Gdy funkcja dotyczy wy³¹cznie pe³zania, przyrost warto-
œci�( )t stabilizuje siê, gdy czas obserwacji zmierza do niesko-
ñczonoœci [13, 14]. W trakcie u¿ytkowania mo¿e wyst¹piæ
równie¿ efekt o przebiegu skokowym, jak w punkcie t

r
, co wi-

doczne w Tabl.2. Jest to przyk³ad zwiêkszenia obci¹¿enia do-
datkowego o cechach d³ugotrwa³ych np. wykonanie nak³adki
nawierzchni drogowej, co uwzglêdniaj¹ schematy obci¹¿enio-
we S2 i S4. Gdy dominuj¹ce s¹ oddzia³ywania klimatyczne,
w cyklu rocznym wystêpuj¹ wahania funkcji �( )t > 0 oraz
�( )t < 0. Efekt ci¹g³ej zmiany momentu M(t) reprezentuje
wprowadzony w równaniu (38) wspó³czynnik relaksacji�.

7. PRZYK£AD BADANIA EFEKTÓW
REOLOGICZNYCH
Poni¿ej przedstawiono przyk³ad zastosowania funkcji defor-
macji w moœcie zespolonym (Rys. 6). Uk³ad konstrukcyjny
mostu jest wieloprzês³owy, ale z zastosowaniem uci¹glenia
pozornego [16]. W sensie statycznym jest wiêc mo¿liwoœæ
traktowania ka¿dego przês³a oddzielnie jako uk³adu swobod-
nie podpartego. Parametry tego mostu o rozpiêtoœci L = 41 m
(oznaczonego jako C) zestawiono w Tabl. 1. W trakcie eksplo-
atacji mostu powsta³o trwa³e ugiêcie w( )� = 100 mm, co by³o
powodem powstawania dodatkowych efektów dynamicznych,
omawianych w [16]. W celu wyrównania niwelety jezdni za-
stosowano nak³adkê z betonu. Zabieg ten spowodowa³ dodat-
kowe ugiêcie przês³a (Rys. 5), które traktuje siê jako skokow¹
zmianê krzywizny w czasie t

r
.

– the generation of forces (moments) in static systems [9],

– changes in the prestress force in the precast beam [10],

– changes in the elasticity modulus E t( ) of the concrete,
discussed in [3],

– changes in temperature, moisture content, etc.

In the case of bridges being in service these effects natu-
rally add up in function �( )t . As a rule, function �( )t is
similar to �( )t . The functions are encompassed by general
formula (37). When the function applies only to creep, the
increment in �( )t stabilizes when the observation time
tends to infinity [13, 14]. In the course of service life an ef-
fect abrupt in nature (visible in Table 2) can occur, as in
point t

r
. This is an example when the additional long-term

load is increased, for example, by adding a deck pavement
overlay, which is covered by loading diagrams S2 and S4.
When climatic impacts predominate, fluctuations of func-
tion�( )t > 0 and�( )t < 0 occur in the annual cycle. The ef-
fect of the continuous change in moment M(t) is
represented by relaxation coefficient � introduced into
equation (38).

7. EXEMPLARY INVESTIGATION OF
RHEOLOGICAL EFFECTS
An example of deformation function application to a com-
posite bridge (Fig. 6) is provided below. The bridge is a
semi-continuous multispan bridge [16]. Therefore in a
structural analysis each of the spans can be separately con-
sidered as a simply supported system. The specifications
of this bridge (designated as C) with span length L = 41 m
are given in Table 1. In the course of the service life of the
bridge permanent deflection w( )� = 100 mm arose, result-
ing in the additional dynamic effects described in [16]. In
order to level the road grade a concrete overlay was ap-
plied. This resulted in a further span deflection (Fig. 5) re-
garded as an abrupt change in the curvature at time t

r
.
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Fig. 6. Cross section of span

of bridge C [16]; wymiary w [cm]

Rys. 6. Przekrój poprzeczny

przês³a mostu C [16]; units [cm]
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Gdy schemat statyczny jest belk¹ swobodnie podpart¹ ze
sta³ym obci¹¿eniem równomiernie roz³o¿onym o intensywno-
œci q, uzyskuje siê ugiêcie w œrodku rozpiêtoœci:

w( )
( )

�
�

�
�5

384

q L

EI

4

. (39)

Moment zginaj¹cy w przekroju œrodkowym przês³a takiej bel-
ki wynosi:

M
L

�
�q

2

8
, (40)

co zgodnie ze wzorem (1) powoduje powstanie krzywizny opi-
sanej równaniem:

� �
�

( )
( )

�
�

�
q L

EI

2

8
. (41)

Po porównaniu wzorów (39) i (41) uzyskuje siê proporcjo-
naln¹ zale¿noœæ krzywizny od ugiêcia, która ma postaæ:

w
L

( ) ( )� � ��
�5

48

2

(42)

i odwrotnie:
� � �( ) ( )�

�

48

5 2L
w . (43)

Przyjmuj¹c w( )� = 100 mm jako wartoœæ powsta³¹ w czasie
t

r
, jak w Tabl. 4, otrzymuje siê:

�
r
�

�
� � �48

5 41
0,1 5,711

2
10 4 1/m. (44)

Je¿eli zapocz¹tkowano pomiary ugiêcia w czasie t
p
, gdy ugiê-

cie wynosi³o 70 mm, uzyskuje siê:

�
p
�

�
� � �48

5 42
0,07

2
4 10 4 1/m. (45)

Zatem funkcja deformacji przedstawiona na Rys. 5 z wartoœci¹
�

p
= 0 w czasie t

p
, zgodnie ze wzorem (17), (po zmianie in-

deksu z „o” na „p”) zostaje obliczona z równania:

�
r
�

�
�

5,711 4,0

4,0
4,5 1,925. (46)

W tym samym momencie po u³o¿eniu nak³adki na p³ytê po-

mostow¹ wzros³a krzywizna o �� � � �0,5 10 4 1/m, a st¹d wy-

nika �
rr
� � �6,211 10 4 1/m. Ze wzoru (21) uzyskuje siê:

�
pr
� � � �6,211

4,0

5,711
4,35 10 4 1/m. (47)

Je¿eli w rozpatrywanym czasie t
k

wyst¹pi prognozowany
przyrost pe³zania do wartoœci�

k
= 2,4, ze wzoru (22) otrzymu-

jemy:

� �
�

kr pr
c

� �	


�

�

� � � �	



�

�


� � � �1 1 10 44,35

2,4

4,5
6,67 1/m. (48)

Z zale¿noœci (42) uzyskujemy ugiêcie w czasie t
k

o wartoœci:

w( )� �
�

� ��5 41

48
7 10

2
46,6 0,117 m. (49)

When the structural system is a simply supported beam
with a uniformly distributed permanent load with intensity
q, the deflection occurs at midspan:

w( )
( )

�
�

�
�5

384

q L

EI

4

. (39)

bending moment in the midsection of the span of such a
beam amounts to:

M
L

�
�q

2

8
, (40)

which, according to formula (1), results in a curvature de-
scribed by the equation:

� �
�

( )
( )

�
�

�
q L

EI

2

8
. (41)

Comparing formulas (39) and (41) one gets a proportional
dependence of the curvature on the deflection, which has
the form:

w
L

( ) ( )� � ��
�5

48

2

(42)

and inversely:
� � �( ) ( )�

�

48

5 2L
w . (43)

Assuming w( )� = 100 mm as a value which arose at time
t

r
, as in Table 4, one gets:

�
r
�

�
� � �48

5 41
0.1 5.711

2
10 4 1/m. (44)

If deflection measurements started at time t
p

when the de-
flection amounted to 70 mm, one gets:

�
p
�

�
� � �48

5 42
0.07

2
4 10 4 1/m. (45)

Therefore the deformation function shown in Fig. 5, ac-
cording to formula (17) amounting to�

p
= 0 at time t

p
, is

calculated (after the subscript “o” is replaced with “p”)
from the equation:

�
r
�

�
�

5.711 4.0

4.0
4.5 1.925. (46)

After the overlay was placed on the deck slab the
curvature increased by �� � � �0.5 10 4 1/m. Hence �

rr
�

� � �6.211 10 4 1/m. From formula (21) one gets:

�
pr
� � � �6.211

4.0

5.711
4.35 10 4 1/m. (47)

If at the considered time t
k

the predicted increase in creep
up to �

k
= 2.4 occurs, from formula (22) one gets:

� �
�

kr pr
c

� �	


�

�

� � � �	



�

�

� � � �1 1 10 44.35

2.4

4.5
6.67 1/m. (48)

From formula (42) one gets a deflection at time t
k
,

amounting to:

w( )� �
�

� ��5 41

48
7 10

2
46.6 0.117 m. (49)
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Zatem przyrost ugiêcia w czasie t
k
, czyli od wykonania

nak³adki na p³ycie pomostowej do ponownego pomiaru, wy-
nosi:

�w �
�

� � � ��5 41

48
4

2

(6,67 6,211) 10 10 8,04 3 mm. (50)

8. ZMIANY UGIÊCIA PODCZAS
EKSPLOATACJI OBIEKTU
O znacz¹cym wp³ywie pe³zania betonu na postêpuj¹c¹ defor-
macjê konstrukcji mo¿na siê przekonaæ na podstawie zmiany
niwelety jezdni mostu [4, 5, 16, 17], jak w przyk³adzie przed-
stawionym na Rys. 1. Z chwil¹ wyst¹pienia pierwszych oznak
tego zjawiska rozpoczyna siê pomiary niwelety jezdni realizo-
wane z u¿yciem technik geodezyjnych. Taka metodyka po-
miarowa jest szczególnie wskazana przy przês³ach betono-
wych, gdy techniki tensometryczne u¿yte w przypadku
dŸwigara zespolonego (Rys. 2) nie s¹ skuteczne.

Odnosz¹c analizowany stan deformacji konstrukcji do rzêd-
nych wysokoœciowych z pomiaru pocz¹tkowego, uzyskuje siê
liniê ugiêcia wzd³u¿ osi przês³a w x t( , ), jak na Rys. 1. Przyj-
muj¹c regularny uk³ad punktów pomiarowych wzd³u¿ osi dŸ-
wigara g³ównego, oblicza siê zmianê krzywizny w dowolnym
jego punkcie i, gdy punkty s¹siednie oddalone s¹ o wartoœæ e,
zgodnie ze wzorem ró¿nicowym z pracy [5]:

�( , ) ( )x t
e

w w w
i j i i i

� � �
� �

1
2

2 1 1
. (51)

Z uwagi na ma³¹ dok³adnoœæ pomiarów geodezyjnych nie-
zbêdne jest poprawienie (wyg³adzenie) wykresu funkcji�( , )x t
otrzymanego bezpoœrednio z wyników pomiarów. W pracy
[5] zaproponowano algorytm powtórnego obliczania ugiêcia
z wykorzystaniem zale¿noœci Mohra, stosowanej w mechanice
budowli do uk³adów prêtowych, o zmodyfikowanej postaci:

w x t M x dx
i i
� � �( , ) ( ) . (52)

Ze wzoru (52) obliczane jest powtórnie ugiêcie punktu i przy
u¿yciu funkcji œledz¹cej ugiêcie M

i
, utworzonej z momentów

zginaj¹cych powsta³ych od si³y jednostkowej w punkcie i wy-
znaczanej w dogodnym schemacie statycznie wyznaczalnym,
np. w przypadku belki swobodnie podpartej. Zatem po zasto-
sowaniu sposobu kolejnych przybli¿eñ uzyskuje siê stosunko-
wo g³adk¹ funkcjê �( , )x t , z której mo¿na korzystaæ przy ko-
lejnych obliczeniach.

Z okreœlonej na podstawie ugiêcia zmiany krzywizny �( , )x t
wyznaczana jest funkcja deformacji dŸwigara g³ównego
�( , )x t na jego d³ugoœci, wed³ug algorytmu przedstawionego
wczeœniej. Przydane przy tym mog¹ byæ wyniki z monitoringu
obiektów [4, 17]. W przypadku mostu przedstawionego na
Rys. 1, gdy dominuj¹ce znaczenie ma obci¹¿enie sta³e, czyli
ciê¿ar w³asny konstrukcji z wyposa¿eniem, efekt pe³zania jest

Thus the increment in deflection at time t
k
, i.e. in the pe-

riod from placing the overlay on the deck slab to taking the
measurement again, amounts to:

�w �
�

� � � ��5 41

48
4

2

(6.67 6.211) 10 10 8.04 3 mm. (50)

8. CHANGES IN DEFLECTION IN
BRIDGE SERVICE LIFE
One can become convinced that concrete creep has a sig-
nificant effect on the progressive deformation of the struc-
ture when one examines changes in the bridge deck
gradeline [4, 5, 16, 17], as in the example shown in Fig. 1.
When the first symptoms of this phenomenon occur, geo-
detic surveying of the bridge deck gradeline should begin.
This measuring method is especially recommended for
concrete spans when tensometric techniques applied to the
composite girder (Fig. 2) turn out to be ineffective.

Comparing the analysed state of deformation of the struc-
ture with the elevations obtained from the initial measure-
ments one gets a deflection line along the span axis w x t( , )
as in Fig. 1. Assuming a regular arrangement of measuring
points along the main girder axis one calculates the change
in curvature at any girder point i when neighbouring
points are separated by the value of e, in accordance with
the differential formula from [5]:

�( , ) ( )x t
e

w w w
i j i i i

� � �
� �

1
2

2 1 1
. (51)

Because of the low accuracy of geodetic measurements it
is necessary to correct (smooth) the function �( , )x t graph
based on the measurement results. An algorithm for recal-
culating the deflection using the Mohr relation applied to
strut-and-tie systems in structural mechanics, in the modi-
fied form is proposed in paper [5]:

w x t M x dx
i i
� � �( , ) ( ) . (52)

Using formula (52) one recalculates the deflection of point i
using a deflection M

i
monitoring function based on bend-

ing moments induced by a unit force in point i, determined
in any convenient statically determinate system, e.g. a sim-
ply supported beam. Consequently, applying the method of
successive approximation one obtains a relatively smooth
function �( , )x t which can be used in the next calculations.

From the curvature change �( , )x t calculated from the de-
flection one determines deformation function�( , )x t of the
girder along its length using the algorithm presented ear-
lier. Helpful here can be the results of the monitoring of
bridges [4, 17]. In the case of the bridge shown in Fig. 1,
where the permanent load (i.e. the dead load of the bridge
with its secondary components) is the dominant factor, the
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uwik³any z momentami wzbudzonymi wynikaj¹cymi ze sche-
matu statycznego, jak równie¿ z technologii budowy [15].

Z analiz przeprowadzonych w ramach niniejszej pracy wyni-
ka, ¿e czas pomiarów okreœlaj¹cy funkcjê � nie jest parame-
trem podstawowym. Jest on wykorzystany jedynie do tworze-
nia wykresu �( )t , co pokazano na Rys. 3 i 5. Funkcje �( )t
i �( )t s¹ podobne, st¹d parametr czasu jest istotny wy³¹cznie
przy odwzorowaniu zmian tych funkcji w formie wykresu. Sy-
tuacjê tak¹ odzwierciedla Rys. 7.

W ogólnoœci wyznaczanie funkcji deformacji �( )t mo¿e byæ
stosowane równie¿ w przypadku zmiany momentów zgi-
naj¹cych M(t). W analizowanym przedziale czasu t t

p k
�

otrzymuje siê zmianê pe³zania (Rys. 7) z zale¿noœci:

�
�

� �
pk

o

o

k

k

p

p

c
M

M M
� �

	



�
�

�


�
�
. (53)

Rozpatrywany przypadek mo¿na odnieœæ do sytuacji pe³zania
z wyst¹pieniem momentów wzbudzonych. Mog¹ one powsta-
waæ w uk³adach statycznie niewyznaczalnych jako wynik
skurczu betonu czy te¿ strat sprê¿enia w mostach z belek prefa-
brykowanych. Zmiana si³y sprê¿aj¹cej powoduje redukcjê M
równie¿ w uk³adach izostatycznych. Poniewa¿ podstaw¹ okre-
œlenia �

pk
jest zmiana krzywizny w okresach pomiarowych

t
p

i t
k
, nie mo¿na ustaliæ udzia³u momentu wzbudzonego

w funkcji pe³zania � �( ). Jest to przypadek powolnej zmiany
krzywizny, inny ni¿ w rozpatrywanych wczeœniej schematach
S2 i S4. W rozwi¹zaniu proponowanym przez H. Trosta w ta-
kiej sytuacji stosuje siê wspó³czynnik relaksacji �, podobnie
jak w równaniu (38). Jest to najczêœciej spotykana sytuacja

creep effect is implicit in the induced moments stemming
from the structural arrangement as well as from the con-
struction method [15].

It appears from the analyses carried out in this study that
measurement time period determining the � function is
not a basic parameter. It is merely used to plot the graph of
�( )t , as shown in Figs 3 and 5. Since functions �( )t and
�( )t are similar, the time parameter is essential only when
representing changes in these functions in the form of
graphs. This situation is reflected in Fig. 7.

In general, deformation function �( )t determination can
be employed also in the case of a change in bending mo-
ments M(t). In the analysed time interval t t

p k
� the

change in creep (Fig. 7) is obtained from the relation:

�
�

� �
pk

o

o

k

k

p

p

c
M

M M
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�
�

�


�
�
. (53)

The considered case can be related to the situation of creep
accompanied by induced moments. The latter can arise in
statically indeterminate systems as a result of concrete
creep or losses of prestress in bridges built of precast
beams. A change in the prestress force causes a reduction
in M also in isostatic systems. Since the change in curva-
ture in measurement periods t

p
and t

k
, is the basis for de-

termining �
pk

, the induced moment share in creep
function � �( ) cannot be determined. This is a case of
a slow change in curvature, which differs from the
changes under loading schemes S2 and S4. In the solution
proposed by H. Trost, relaxation coefficient � is used in
such a case (similarly as in equation (38)). This is the most
commonly occurring situation when measurements are
performed on bridges being in service, where static loads
prevail [15].

9. CHANGES IN FLEXIBILITY OF
COMPOSITE BRIDGES
In monograph [18] bridge structure stiffness was assumed
as a characteristic parameter of transport infrastructure fa-
cilities. The value of this parameter was calculated from
the formula:

k
P

w
� �

1

 
[kN/mm], (54)

where w [mm] is the largest bridge deflection induced by
point load P [kN]. In [18] parameter k values were related
to various bridge structures and static load diagrams. On
this basis also the dynamic flexibility of the bridges was
determined. Thus parameter k is a characteristic quantity
in the case of momentary (short-term) loads.
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Fig. 7. Changes in bending moments and in curvature versus

function �( )t

Rys. 7. Zmiany momentów zginaj¹cych i krzywizny w funkcji �( )t
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w przypadku pomiarów na eksploatowanych obiektach, gdzie
wystêpuj¹ g³ównie obci¹¿enia sta³e [15].

9. ZMIANY PODATNOŒCI MOSTÓW
ZESPOLONYCH
W monografii [18] przyjêto sztywnoœæ konstrukcji mostu jako
parametr charakterystyczny obiektów komunikacyjnych. War-
toœæ tego parametru okreœlano ze wzoru:

k
P

w
� �

1

 
[kN/mm], (54)

gdzie: w [mm] jest najwiêkszym ugiêciem mostu wywo³anym
obci¹¿eniem skupionym P [kN]. W [18] wartoœci parametru k
zosta³y odniesione do ró¿nych konstrukcji i schematów sta-
tycznych mostów. Na tej podstawie ustalono równie¿ podat-
noœæ dynamiczn¹ obiektów mostowych. Zatem parametr k jest
wartoœci¹ charakterystyczn¹ w przypadku obci¹¿eñ doraŸnych
(krótkotrwa³ych).

Odwrotnoœci¹ sztywnoœci jest podatnoœæ konstrukcji. W roz-
patrywanym w tej pracy zagadnieniu jako obci¹¿enie sta³e
stosuje siê si³ê równomiernie roz³o¿on¹ o intensywnoœci q
[kN/m]. Podatnoœæ mostu przy przyjêciu ciê¿aru sta³ego (rów-
nomiernie roz³o¿onego na d³ugoœci przês³a mostu) jest wyra-
¿ona jako proporcja ugiêcia do obci¹¿enia, zgodnie ze wzo-
rem:

f
w

q
� �! [m 2 /kN]. (55)

Zatem! jest maksymalnym ugiêciem powsta³ym od obci¹¿e-
nia równomiernie roz³o¿onego q = 1 i równoczeœnie jest dora-
Ÿn¹ podatnoœci¹ mostu. Gdy  ze wzoru (54) jest maksymaln¹
rzêdn¹ linii wp³ywu ugiêcia, wówczas ! jest polem po-
wierzchni funkcji  ( )x na d³ugoœci przêse³ mostu L

o
, wed³ug

wzoru:

! � �  dx

Lo

0

. (56)

W przypadku schematu statycznego belki swobodne podpartej
o rozpiêtoœci L otrzymuje siê dla danych geometrycznych mo-
stów zespolonych (Tabl. 1) wartoœci!wynikaj¹ce z równania:

! �
5

384

4L

EI
G

b

. (57)

Gdy rozpatruje siê efekt d³ugotrwa³ego obci¹¿enia q, zgodnie
ze wzorami (3) i (12) sztywnoœæ dŸwigara zespolonego podle-
ga redukcji do wartoœci:

EI EI
c

G c
b

( )
( )

�
�

� �
�

. (58)

Zatem podatnoœæ dŸwigara g³ównego mostu podlega zmianie
w czasie eksploatacji, zgodnie ze wzorem:

The inverse of a structure's stiffness is its flexibility. In the
problem considered in this study a uniformly distributed
force with intensity q [kN/m] is used as the permanent
load. If a permanent load (uniformly distributed along the
length of the bridge span) is assumed, the flexibility of
a bridge is expressed as a ratio of the deflection to the load,
according to the formula:

f
w

q
� �! [m 2 /kN]. (55)

Hence ! is the maximum deflection which arose under
uniformly distributed load q = 1 and at the same time it is
the ultimate flexibility of the bridge. When  from formula
(54) is the maximum ordinate of the deflection influence
line, then ! is the surface area of function  ( )x along
length L

o
of the bridge spans, according to the formula:

! � �  dx

Lo

0

. (56)

Using the geometrical parameters of the composite bridges
(Table 1), for the static system of the simply supported beam
with span L and one gets! values following from this equation:

! �
5

384

4L

EI
G

b

. (57)

When the effect of long-term load q is considered, according to
formulas (3) and (12) the stiffness of a composite girder is sub-
ject to reduction to:

EI EI
c

G c
b

( )
( )

�
�

� �
�

. (58)

The flexibility of the main girder of a bridge in the course
of the latter’s service life changes according to the for-
mula:

f
c

c
( )

( )
�

� �
�

�
! . (59)

Thus bridge flexibility f ( )� is a function of time (creep),
unlike stiffness k which is a constant bridge parameter. It
follows from the values of parameter c given in Table 1
and from the maximum creep function values that changes
in the flexibility of composite bridges are considerably re-
duced in comparison with homogeneous bridges. The re-
duction in flexibility is smaller in the case of bridges built
of precast beams, considering the lower values of � fol-
lowing from formula (33).

10. SUMMARY AND CONCLUSIONS
Concrete creep function determination based on changes
in the deformation of the main girder of a bridge, using the
change in curvature at a few selected measuring instants in
the service life of the bridge, was considered in this paper.
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f
c

c
( )

( )
�

� �
�

�
! . (59)

Podatnoœæ mostu f ( )� jest zatem funkcj¹ czasu (pe³zania),
w odró¿nieniu od sztywnoœci k jako sta³ego parametru obiektu.
Z wartoœci parametru c podanych w Tabl. 1 oraz maksymal-
nych wartoœci funkcji pe³zania wynika, ¿e zmiany podatnoœci
mostów zespolonych s¹ znacznie zredukowane w odniesieniu
do jednorodnych konstrukcji betonowych. Redukcja podatno-
œci jest mniejsza w przypadku mostów z belek prefabrykowa-
nych, gdy¿ nale¿y uwzglêdniæ mniejsze wartoœci � wyni-
kaj¹ce ze wzoru (33).

10. PODSUMOWANIE I WNIOSKI
W pracy rozpatrzono okreœlanie funkcji pe³zania betonu na
podstawie zmiany deformacji dŸwigara g³ównego mostu z wy-
korzystaniem zmiany krzywizny w kilku wybranych momen-
tach pomiarowych podczas eksploatacji mostu. Na przyk³adzie
analizy przêse³ zespolonych wskazano na uwik³any zwi¹zek
pe³zania i parametrów geometrycznych przekroju poprzeczne-
go dŸwigara. Z tego powodu wprowadzono funkcjê� �( ), gdy
w elementach jednorodnych (betonowych) wystêpuje tylko
pe³zanie� . Na podanych przyk³adach pokazano ró¿nice funk-
cji� w mostach stalowych i wykonanych z belek prefabryko-
wanych. Wykazano, ¿e obydwa rodzaje konstrukcji mo¿na
analizowaæ z zastosowaniem jednolitego algorytmu, omówio-
nego w niniejszym artykule. Jednak w drugim przypadku (mo-
stów wykonanych z belek prefabrykowanych) na wynik obli-
czeñ maj¹ du¿y wp³yw procesy reologiczne poprzedzaj¹ce
zespolenie prefabrykatu z p³yt¹ pomostow¹ [3].

W pracy rozpatrywano dwie funkcje s³u¿¹ce do analizy efek-
tów reologicznych w zginanych elementach o z³o¿onym prze-
kroju poprzecznym traktowanych jako uk³ad zespolony.
Przedstawiono algorytm wyznaczania funkcji deformacji�( )t
okreœlanej na podstawie zmiany krzywizny w funkcji czasu
�( )t . Wyniki te odniesiono do sytuacji wy³¹cznego pe³zania
betonu i znanej funkcji� �( ). Z analizy porównawczej wynika,
¿e wyznaczanie funkcji pe³zania � �( ) na podstawie pomiaru
ugiêæ obiektów mostowych jest utrudnione z uwagi na sumo-
wanie siê wielu czynników maj¹cych na ni¹ wp³yw. Znaczny
wp³yw na ugiêcia mo¿e mieæ zarówno schemat monta¿owy
jak i inne zabiegi technologiczne czy skutki eksploatacyjne w
postaci wielokrotnych obci¹¿eñ zmiennych. Wa¿nym udogod-
nieniem w odwzorowaniu funkcji deformacji�( )t jest jej du¿e
podobieñstwo do zmiany krzywizny �( )t .

Do analizy funkcji deformacji wystarczaj¹ca jest geodezyjna
technika pomiarów. Wskazano na mo¿liwoœæ wykorzystania
wyników monitoringu mostu w przypadku obiektów wyka-
zuj¹cych od pocz¹tku eksploatacji znaczne ugiêcia. Wyzna-
czona funkcja deformacji s³u¿y do prognozowania ugiêæ mostu

An analysis of composite spans indicated an implicit link
between creep and the geometrical parameters of the
girder’s cross section. Therefore function � �( ) was intro-
duced for cases when only creep� occurs in homogenous
(concrete) members. The provided examples showed dif-
ferences in function � between steel bridges and bridges
built of precast beams. It was demonstrated that the two
types of structures can be analysed using the same algo-
rithm (presented in this paper). However in the case of
bridges built of precast beams, the rheological processes
preceding the integration of the precast members with the
deck slab strongly influence the result of the calculations
[3].

Two functions for analysing rheological effects in flexural
members with a composite cross section, treated as a com-
posite system, were considered in this paper. An algorithm
for determining deformation function �( )t on the basis of
the change in curvature over time �( )t was presented. The
measurement results were compared with the case with
exclusively concrete creep and known function� �( ). The
comparative analysis shows that determining creep func-
tion � �( ) on the basis of measurements of bridge deflec-
tions is made difficult due to the adding up of many factors
having a bearing on this function. The erection scheme,
construction operations and operational effects in the form
of repeated variable loads can have a considerable effect
on bridge deflections. Of major assistance in representing
deformation function�( )t is its strong similarity to curva-
ture change function �( )t .

Geodetic measurements are sufficient for the analysis of
the deformation function. It is possible to use bridge moni-
toring results in the case of bridges showing considerable
deflections from the beginning of their service life. The
determined deformation function is used to predict deflec-
tions of bridges in their further service life. The analyses
presented in this paper were elaborated from the observa-
tions concerning prestressed monolithic concrete bridges,
made in [17].

MAJOR NOTATIONS

a – the distance between the centre of gravity of the
beam and that of the deck slab,

a a
d g

and – the distance between the beam and deck slab
centres of gravity and the global centre of
gravity of the girder,

c – a geometrical coefficient of girder rheological chan-
ges,

f – structure flexibility,
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w trakcie dalszej eksploatacji. Analizy podane w pracy s¹ roz-
winiêciem podanych w [17] uwag dotycz¹cych betonowych
mostów sprê¿onych o konstrukcji jednorodnej.

WA¯NIEJSZE OZNACZENIA

a – odleg³oœæ œrodków ciê¿koœci pomiêdzy belk¹ i p³yt¹
pomostow¹,

a a
d g

i – odleg³oœci œrodków ciê¿koœci belki i p³yty pomo-
stowej od globalnego œrodka ciê¿koœci dŸwigara,

c – geometryczny wspó³czynnik zmian reologicznych
dŸwigara,

f – podatnoœæ konstrukcji,

f t( ) – zmiana podatnoœci w funkcji czasu,

k – sztywnoœæ konstrukcji,

n( )� – wspó³czynnik reologicznych zmian cech betonu,

t – czas jako dziedzina pomiarów deformacji konstrukcji,

q – obci¹¿enie równomiernie roz³o¿one na d³ugoœci dŸwi-
gara,

w – ugiêcie belki,

A A
pb

i – pola przekroju belki i p³yty pomostowej,

A
p� – sprowadzone (ekwiwalentne) pole przekroju p³yty po-

mostowej,

E E
pb

i – modu³y Younga materia³u belki i p³yty pomosto-
wej,

EI
b

– sztywnoœæ na zginanie belki,

EI( )� – zmiana globalnej sztywnoœci dŸwigara w funkcji
pe³zania betonu,

G – geometryczny wskaŸnik przekroju poprzecznego
dŸwigara,

I I
pb

i – momenty bezw³adnoœci belki i p³yty pomostowej
wzglêdem osi w³asnych,

I( )� – zmiana globalnego momentu bezw³adnoœci dŸwigara
w funkcji pe³zania betonu,

L – rozpiêtoœæ dŸwigara g³ównego,

M – globalny moment zginaj¹cy dŸwigar,

M
b

– moment zginaj¹cy belkê,

� – odkszta³cenie jednostkowe,

�
sk

– odkszta³cenie wywo³ane skurczem betonu,

� – wspó³czynnik pe³zania betonu,

� �( ) – funkcja podzia³u momentów zginaj¹cych i momen-
tów bezw³adnoœci belki i dŸwigara,

� – zmiana krzywizny belki wywo³ana zginaniem,

f t( ) – change in flexibility over time,

k – structure stiffness,

n( )� – a coefficient of rheological changes in concrete
characteristics,

t – time as the structure deformation measurement do-
main,

q – load uniformly distributed along the length of the
girder,

w – beam deflection,

A A
pb

and – the cross-sectional area of the beam and the
deck slab, respectively,

A
p� – normalized (equivalent) cross-sectional area of the

deck slab,

E E
pb

and – the E-modulus of the beam material and the
deck slab material, respectively,

EI
b

– the bending stiffness of the beam,

EI( )� – global girder stiffness as a function of concrete
creep,

G – a geometrical indicator of girder cross-sectional
area,

I I
pb

and – the moment of inertia of respectively the
beam and the deck relative to their axes,

I( )� – the global moment of inertia of the girder as a
function of concrete creep,

L – the span of the main girder,

M – the global moment bending the girder,

M
b

– the beam bending moment,

� – the unit strain,

�
sk

– the strain caused by concrete shrinkage,

� – a coefficient of concrete creep,

� �( ) – a distribution function for beam and girder bend-
ing moments and moments of inertia,

� – change in beam curvature induced by bending,

� �( ) – curvature as a function of concrete creep,

� �( ) – curvature as a function of time,

�
o

– changes in curvature at time �
o

or t
o
,

�
d

– normal stress on the bottom edge of the beam,

� – a coefficient of relaxation,

� – time as the structure deformation change domain.
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� �( ) – zmiany krzywizny w funkcji pe³zania betonu,

� �( ) – zmiany krzywizny w funkcji czasu,

�
o

– zmiany krzywizny w czasie �
o

lub t
o
,

�
d

– naprê¿enie normalne na krawêdzi dolnej belki,

� – wspó³czynnik relaksacji,

� – czas jako dziedzina zmian deformacji konstrukcji.
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