
STRESZCZENIE. Beton o zbrojeniu hybrydowym (prêtami

stalowymi i w³óknami rozproszonymi) znajduje szerokie zastoso-

wanie w produkcji prefabrykowanych elementów segmentowych

obudów tuneli. Ze wzglêdu na masywnoœæ przekroju poprzecznego

konstrukcje tego typu wymagaj¹ jedynie minimalnej iloœci zbrojenia,

aby zapobiegaæ kruchemu zniszczeniu konstrukcji. Aby przeana-

lizowaæ charakterystykê kruchej i ci¹gliwej pracy statycznej

segmentów z betonu o zbrojeniu prêtami i w³óknami, opracowano

i po³¹czono ze sob¹ modele elementów wykonanych z betonu s³abo

zbrojonego oraz fibrobetonu. Takie po³¹czenie modeli umo¿liwi³o

wyznaczenie minimalnej, wymaganej iloœci zbrojenia segmentów

z betonu o zbrojeniu prêtami i w³óknami przy wykorzystaniu metody

projektowania empirycznego „design-by-testing", przy za³o¿eniu

wskaŸnika ci¹gliwoœci DI równego zero. Minimaln¹ iloœæ zbrojenia

prêtami i w³óknami mo¿na wówczas wyznaczyæ przy wykorzystaniu

liniowego powi¹zania minimalnej powierzchni przekroju prêtów

zbrojeniowych w segmentach z betonu s³abo zbrojonego i mini-

malnego objêtoœciowego udzia³u w³ókien w segmentach o zbro-

jeniu rozproszonym.

S£OWA KLUCZOWE: fibrobeton, prefabrykowane segmenty

obudowy (tubingi), prêt zbrojeniowy, w³ókna do zbrojenia betonu,

wskaŸnik ci¹gliwoœci, zbrojenie minimalne, zbrojenie prêtami

i w³óknami.

ABSTRACT. Concrete mixtures reinforced with a combination

of steel rebar and fibers, i.e., Hybrid Reinforced Concretes

(HRC), are frequently used in segmental precast tunnel linings.

As massive cross-sections are usually adopted in these

structures, only the minimum reinforcement is necessary to

prevent the brittle failure. To study the brittle/ductile behavior of

HRC tunnel segments in bending, the flexural responses of

Lightly Reinforced Concrete (LRC) and that of Fiber-Reinforced

Concrete (FRC) elements are modelled and combined herein.

By means of this combination, the minimum reinforcement of

HRC segments can be determined with a new design-by-testing

procedure, in which the ductility index DI should be equal to

zero. As a result, the minimum hybrid reinforcement can be

defined through a linear combination of the minimum area of

rebar and the minimum fiber volume fraction of LRC and FRC

segments, respectively.

KEYWORDS: ductility index, fibers, hybrid reinforced concrete,

minimum reinforcement, precast concrete segments, rebar.
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1. WPROWADZENIE

Zbrojenie hybrydowe z³o¿one z prêtów zbrojeniowych i w³ó-
kien rozproszonych w matrycy cementowej jest szeroko sto-
sowane do zbrojenia segmentowych obudów tuneli, zarówno
prefabrykowanych jak i wykonywanych na budowie [1-3].
W konstrukcjach tego typu zbrojenie rozproszone mo¿e mieæ
istotny wp³yw na zwiêkszenie wytrzyma³oœci konstrukcji,
szczególnie w przypadku s³abo zbrojonych elementów o ma-
sywnym przekroju [4]. D¹¿y siê do zmniejszenia stopnia
zbrojenia tradycyjnego ze wzglêdu na jego wysoki koszt
w przypadku elementów o kszta³cie ko³owym, obejmuj¹cy
zarówno koszt materia³u jak i prefabrykacji [5]. Ponadto
zbrojenie prêtami i w³óknami jest optymalnym rozwi¹zaniem
w przypadku przenoszenia obci¹¿eñ miejscowych i roz-
³o¿onych [6].

Bior¹c pod uwagê bardzo du¿e powierzchnie przekroju po-
przecznego oraz dominuj¹cy udzia³ naprê¿eñ œciskaj¹cych,
wystêpowanie obci¹¿eñ obliczeniowych w warunkach eks-
ploatacyjnych nie spowoduje zarysowania przekroju ele-
mentu betonowego. Nie mo¿na jednak dopuœciæ do zniszcze-
nia kruchego i z tego wzglêdu wymagane jest zastosowanie
odpowiedniego zbrojenia (tradycyjnego, rozproszonego lub
hybrydowego zbrojenia prêtami i w³óknami), które zapewni
zachowanie noœnoœci konstrukcji po zarysowaniu. Innymi
s³owy, ci¹gliwe zniszczenie segmentu obudowy tunelu pod
wp³ywem obci¹¿eñ zginaj¹cych (Rys. 1a) wyst¹pi dopiero
w punkcie krzywej zale¿noœci szerokoœci rysy w od obci¹¿e-
nia P, w którym spe³niony zostanie poni¿szy warunek:

P P
u cr

�
�

, (1)

gdzie P
u

jest obci¹¿eniem granicznym powoduj¹cym znisz-
czenie zbrojenia, a P

cr �
jest efektywn¹ si³¹ rysuj¹c¹ rozu-

mian¹ jako maksymalna si³a wystêpuj¹ca podczas przyrasta-
nia pierwszej rysy [7].

1. INTRODUCTION

Hybrid Reinforced Concrete (HRC), containing continu-
ous rebar and discrete fibers, is widely adopted to rein-
force the cementitious matrix of precast and cast-in-situ
tunnel linings [1-3]. In these structures, the resisting con-
tribution of the fiber-reinforcement can be significant, es-
pecially in the case of in lightly reinforced massive
cross-sections [4]. The aim is to reduce the amount of con-
ventional reinforcement, as the circular shape of the lin-
ings determines high costs, both in terms of bare material
and manufacture [5]. Moreover, the hybrid reinforcement
(i.e., rebar and fibers) is an optimal solution to carry dif-
fuses and localized stresses [6].

Due to the large cross-sectional areas, and to the predomi-
nant compressive stresses in service as well, design loads
do not crack the concrete cross-section. Nevertheless, a
possible brittle failure cannot be accepted, and a suitable
reinforcement (i.e., rebar, fibers, or a combination) must
be provided for maintaining the bearing capacity after
cracking. In other words, to trigger ductile failure in a tun-
nel segment in bending (Fig. 1a), the following condition
must be imposed to the load P vs. crack width w curve
(Fig. 1b):

P P
u cr

� � , (1)

where P
u

is the ultimate load corresponding to the failure
of the reinforcing system and P

cr � is the effective cracking
load, defined as the maximum load reached during the
growth of the first crack [7].

Traditionally, in Lightly Reinforced Concrete (LRC)
structures, the brittle failure is avoided by introducing the
minimum reinforcement area A

s , min
, identified by the con-

dition P P
u cr

�
�

[8-10]. The minimum reinforcement of
LRC members must also ensure crack control in the
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serviceability stage [11], and building code recommenda-
tions are aimed to fulfill both the requirements [12-14].
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Fig. 1. Three point bending test on a precast concrete tunnel segment [1]: a) test set-up, b) applied load vs. crack width curve

Rys. 1. Badanie trzypunktowego zginania prefabrykowanego segmentu obudowy tunelu [1]: a) schemat badania, b) wykres

zale¿noœci miêdzy szerokoœci¹ rys i obci¹¿eniem

a)

b)



Tradycyjnym rozwi¹zaniem zapobiegaj¹cym kruchemu
zniszczeniu elementów z betonu s³abo zbrojonego jest przy-
jêcie minimalnej powierzchni przekroju poprzecznego zbro-
jenia A

s , min
wyznaczonej z warunku P P

u cr
�

�
[8-10]. Mini-

malny stopieñ zbrojenia elementów z betonu s³abo
zbrojonego powinien uwzglêdniaæ równie¿ przeciwdzia³anie
zarysowaniom w stanie u¿ytkowania konstrukcji [11], a zale-
cenia przepisów techniczno-budowlanych maj¹ na celu
spe³nienie obu tych warunków [12-14]. Analogicznie, dla
segmentów z fibrobetonu wprowadzono parametr mini-
malnego udzia³u objêtoœciowego w³ókien V

f , min
[15-17].

Z punktu widzenia mechaniki konstrukcji parametr ten
spe³nia funkcjê analogiczn¹ do parametru As,min stosowa-
nego w przypadku konstrukcji z betonu s³abo zbrojonego.
Zapewnienie okreœlonej w powy¿szy sposób iloœci w³ókien
zapewni zmianê charakterystyki elementu z uplastycznienia
(P P

u cr
�

�
) do wzmocnienia (P P

u cr
�

�
) w wyniku ugiêcia

[17]. W analogiczny sposób proste kryterium okreœlania mi-
nimalnego stopnia zbrojenia prêtami i w³óknami zosta³o
sformu³owane przez w [18]. Powy¿sze kryteria stanowi¹
rozszerzenie metody projektowania „design-by-testing” za-
proponowanej niedawno przez Fantilliego z zespo³em [19],
umo¿liwiaj¹c analizê minimalnej zawartoœci prêtów i w³ó-
kien w elementach z betonu s³abo zbrojonego i fibrobetonu.

Przedmiotem niniejszego opracowania jest zastosowanie tej
nowej metody do analizy pe³nowymiarowych elementów
obudowy tuneli o zbrojeniu prêtami i w³óknami z uwzglêd-
nieniem analizy segmentów z betonu s³abo zbrojonego oraz
segmentów z fibrobetonu, które stanowi³y przedmiot badañ
eksperymentalnych przeprowadzonych m.in. przez Caratel-
liego z zespo³em [1].

2. SEGMENTY Z BETONU
S£ABO-ZBROJONEGO I FIBROBETONU
WYKORZYSTANE W BUDOWIE TUNELU
BRENNER BASE

Niektóre segmenty betonowe stanowi¹ce prefabrykowan¹
czêœæ konstrukcji tunelu Brenner Base poddane zosta³y bada-
niom [1]. Dziêki korzystnym warunkom geotechnicznym
przewa¿aj¹ca czêœæ obudowy tunelu podlega³a jedynie nie-
wielkim naprê¿eniom, co pozwoli³o ograniczyæ stopieñ
zbrojenia do minimalnego. Przedmiotowe segmenty obudo-
wy maj¹ d³ugoœæ 3650 mm, gruboœæ 200 mm i szerokoœæ
1500 mm (Rys. 1a). W ramach badañ eksperymentalnych
przeanalizowano pracê dwóch ró¿nych rodzajów zbrojenia
[1]. Elementy z betonu s³abo zbrojonego wykonane zosta³y
z mieszanki o wytrzyma³oœci na œciskanie uzyskanej na prób-
kach szeœciennych wynosz¹cej f

c cube,
= 50 MPa, zbrojonej

Similarly, in Fiber-Reinforced Concrete (FRC) segments,
the minimum fiber volume fractionV

f , min
has been intro-

duced [15-17]. It has the same mechanical function of
A

s , min
in LRC. If this minimum fiber content is provided,

the transition between the deflection-softening (i.e.,
P P

u cr
�

�
) and the deflection-hardening (i.e., P P

u cr
�

�
) oc-

curs [17]. Accordingly, referring to HRC elements, a sim-
ple criterion for defining the minimum amount of hybrid
reinforcement has been formulated in [18]. Such criteria
are an extension of the unified design-by-testing approach
recently proposed by Fantilli et al. [19] for evaluating the
minimum amount of rebar and fibers in both LRC and
FRC members, respectively.

The aim of the present paper is to apply this new method
to precast HRC full-scale linings, including LRC and
FRC segments like that experimentally investigated by
Caratelli et al. [1].

2. LRC AND FRC SEGMENTS FOR
BRENNER BASE TUNNEL
Some concrete segments used in the precast lining of
Brenner Base Tunnel (BBT) were studied in an experi-
mental campaign [1]. Due to the in-situ geotechnical con-
ditions, most of the lining is subjected to small stresses,
hence a minimum reinforcement is required. The segments
have a length of 3650 mm, a thickness of 200 mm, and
a width of 1500 mm (Fig. 1a). In the experimental investi-
gations the behavior of two different reinforcements was
analyzed [1]. Specifically, a LRC element was cast with
a concrete mixture having a cubic compressive strength
f

c cube,
= 50 MPa, and was reinforced by 16 longitudinal

steel rebar with a diameter �
s
= 8 mm (i.e., an area of rein-

forcement A
s
= 804 mm 2 ). Conversely, high strength con-

crete ( f
c cube,

= 75 MPa) and 40 kg/m 3 of steel fibers (i.e.,
a fiber volume fraction V

f
= 0.51% ) were used in the FRC

segment. The fibers had a length L
f
= 30 mm and a cross-

-sectional diameter �
f
= 0.35 mm.

Two un-notched LRC and FRC segments were tested in
three point bending and by controlling the displacement in
the midsection, as shown in Fig. 1a [1]. The flexural behavior
of the two types of concrete segments was evaluated in terms
of applied load vs. crack width at bottom level of the midspan
cross-section (Fig. 1b). This test set-up, in which the seg-
ments are similar to statically determined beams, reflects the
static scheme of provisional phases (e.g., demolding, storage,
handling, transportation), when the precast elements are typi-
cally subjected to bending actions [5]. In several cases, the
most severe states of stress are obtained in these transitory
stages [20].
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prêtami o œrednicy �
s
= 8 mm w iloœci 16 szt. (co daje po-

wierzchniê przekroju poprzecznego zbrojenia wynosz¹c¹
A

s
= 804 mm 2 ). W segmentach z fibrobetonu zastosowano

mieszankê betonu wysokiej wytrzyma³oœci (BWW) o wy-
trzyma³oœci na œciskanie uzyskanej na próbkach szeœcien-
nych wynosz¹cej f

c cube,
= 75 MPa zbrojon¹ w³óknem stalo-

wym dozowanym w iloœci 40 kg/m 3 czyli V
f
= 0,51% obj.

W³ókna mia³y d³ugoœæ L
f
= 30 mm oraz œrednicê przekroju

poprzecznego wynosz¹c¹ �
f
= 0,35 mm.

Badaniu zginania trzypunktowego poddano dwie próbki bez
karbu pobrane z segmentów wykonanych z betonu s³abo
zbrojonego i fibrobetonu z kontrol¹ przemieszczenia w po³o-
wie rozpiêtoœci, zgodnie ze schematem badania przedstawio-
nym na Rys. 1a [1]. Przeprowadzono analizê zginania dwóch
rodzajów segmentów betonowych na podstawie zale¿noœci
szerokoœci rysy na spodzie elementu w po³owie rozpiêtoœci,
od wartoœci przy³o¿onego obci¹¿enia (Rys. 1b). W takim
schemacie badania segmenty pracuj¹ w uk³adzie podobnym
do belek statycznie wyznaczonych, co stanowi odzwiercie-
dlenie schematu statycznego etapów przejœciowych (m.in.
rozformowania, magazynowania, przenoszenia i przewo¿e-
nia), w których elementy prefabrykowane poddawane s¹ ty-
powo obci¹¿eniom zginaj¹cym [5]. W niektórych przypad-
kach w³aœnie na tych etapach mamy do czynienia z najbar-
dziej niekorzystnymi stanami naprê¿eñ [20].

3. MODELOWANIE ZGINANIA
SEGMENTÓW Z BETONU S£ABO
ZBROJONEGO I FIBROBETONU
3.1. UWAGI OGÓLNE
Korzystaj¹c z dwóch modeli numerycznych zaproponowa-
nych przez Fantilliego z zespo³em [9, 15] i wprowadzaj¹c je
w programie MS-Excel jako makra Visual Basic, uzyskuje-
my krzywe zale¿noœci P - w dla segmentów opisanych w [1].
W³aœciwoœci materia³ów wykorzystanych w tym celu dobra-
no pod k¹tem minimalizacji rozrzutu miêdzy prognozowa-
nymi (P

cr �
i P

u
) i uzyskanymi doœwiadczalnie wartoœciami

obci¹¿eñ. Przy wykorzystaniu ww. parametrów mo¿liwa
by³a symulacja pracy w warunkach zginania idealnych seg-
mentów z betonu o zbrojeniu prêtowo-w³óknowym wykona-
nych z takiej samej mieszanki i z wykorzystaniem takiego
samego zbrojenia, jak elementy konstrukcyjne wykonane
z betonu s³abo zbrojonego i fibrobetonu, lecz z ró¿nymi
udzia³ami zbrojenia tradycyjnego i w³ókien.

3.2. SEGMENT Z BETONU S£ABO
ZBROJONEGO

3. MODELLING THE FLEXURAL
BEHAVIOR OF LRC AND FRC
SEGMENTS

3.1. GENERAL REMARKS

By implementing two numerical models proposed by
Fantilli et al. [9, 15] as MS-Excel Visual Basic Macros, the
P - w curves of the segments described in [1] are repro-
duced. The properties of materials used for this purpose are
selected in order to minimize the scatters between the pre-
dicted loads (i.e., P

cr �
and P

u
) and those experimentally

evaluated. Through such parameters, the flexural response
of some ideal HRC segments, made with the same concrete
and reinforcement of the LRC and FRC members, but with
different combinations of rebar and fibers, is simulated.

3.2. LRC SEGMENT
The flexural behavior of a LRC member in three point
bending, failing in the presence of a single flexural crack,
can be predicted by using the numerical model proposed
by Fantilli et al. [9]. Specifically, it analyzes a block of the
member delimited by the cracked cross-section (i.e., the
midsection) and the cross-section in which the perfect
bond between steel rebar and concrete is re-established
(i.e., the Stage I cross-section). In midsection, a linear and
unique strain profile is assumed for uncracked concrete
and steel rebar in tension. The stress vs. strain behavior of
uncracked concrete is modelled with the ascending branch
of the Sargin’s parabola in compression and the linear
elastic constitutive law in tension, whereas an elas-
tic-perfectly plastic relationship is adopted for steel rebar
[14]. Moreover, the crack width in the cracked concrete is
assumed to linearly decrease from the maximum value at
bottom of the element (i.e., w) to the tip. On the other
hand, the linear elastic theory is applied in the Stage I
cross-section.

According to Ba�ant and Cedolin [21], the model takes
into account the nonlinear fracture mechanics of cracked
concrete, through the fictitious crack model [14], and the
bond-slip between rebar and concrete [14]. By means of
an iterative procedure, it allows to compute the internal
bending moment M (i.e., the acting load P) corresponding
to a given w, by solving equilibrium and compatibility
equations. The complete P - w curve of a LRC member (as
depicted in Fig. 1b) can be obtained by varying the as-
signed crack width at bottom level.
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Pracê elementu z betonu s³abo zbrojonego w warunkach
trzypunktowego zginania, ze zniszczeniem w obecnoœci po-

By assuming the hypothesis of failure in presence of a sin-
gle flexural crack, the model is used to compute the flex-
ural response of the LRC segment [1]. Due to the amount



jedynczej rysy wywo³anej zginaniem, mo¿na wyznaczyæ
obliczeniowo korzystaj¹c z modelu numerycznego zapropo-
nowanego przez Fantelliego z zespo³em [9]. Model ten anali-
zuje w szczególnoœci fragment elementu konstrukcyjnego
ograniczony przekrojem zarysowanym (czyli przekrojem
w po³owie przês³a) i przekrojem, w którym przywrócone zo-
sta³o doskona³e przyleganie zbrojenia do betonu (czyli prze-
krojem Fazy I). W po³owie rozpiêtoœci przyjêto liniowy i nie-
powtarzalny profil odkszta³ceñ dla niezarysowanego betonu
i rozci¹ganego prêta zbrojeniowego. Zale¿noœæ naprê¿eñ
i odkszta³ceñ niezarysowanego betonu zamodelowano ko-
rzystaj¹c z ramienia paraboli Sargina w przedziale rosn¹cym
dla œciskania oraz równania konstytutywnego materia³u li-
niowo sprê¿ystego dla rozci¹gania, przyjmuj¹c dla prêta
zbrojeniowego zale¿noœæ obowi¹zuj¹c¹ dla materia³u sprê-
¿ysto-idealnie plastycznego [14]. Ponadto za³o¿ono liniow¹
redukcjê szerokoœci rysy od wartoœci maksymalnej na spo-
dzie elementu (równej w) do wierzcho³ka. Przyjêto, ¿e w Fa-
zie I dla przekroju obowi¹zuje liniowa teoria sprê¿ystoœci.

Wed³ug Ba�anta i Cedolina [21] model uwzglêdnia nieli-
niow¹ mechanikê prze³omu zarysowanego betonu przez
wprowadzenie fikcyjnej rysy [14] oraz uwzglêdnienie poœli-
zgu prêta zbrojenia [14]. Zastosowanie procedury iteracyjnej
umo¿liwia obliczenie wewnêtrznego momentu zginaj¹cego
M (czyli oddzia³uj¹cego obci¹¿enia P) dla danej szerokoœci
rysy w przez rozwi¹zanie równañ równowagi i nierozdziel-
noœci. Ca³¹ krzyw¹ opisuj¹c¹ zale¿noœæ P - w dla elementu
z betonu s³abo zbrojonego (Rys. 1b) uzyskaæ mo¿na zmie-
niaj¹c zadan¹ wartoœæ szerokoœci rysy na spodzie elementu.

Zak³adaj¹c, ¿e zniszczenie nast¹pi w obecnoœci pojedynczej
rysy wywo³anej zginaniem powy¿szy model mo¿na wyko-
rzystaæ do analizy obliczeniowej pracy segmentu z betonu
s³abo zbrojonego [1]. Przy tak dobranej iloœci zbrojenia roz-
ci¹ganego (wartoœæ A

s
= 804 mm 2 przekracza minimalny

stopieñ zbrojenia) fragment krzywej opisuj¹cy pracê seg-
mentu po zarysowaniu wykazuje wzmocnienie (krzywa
doœwiadczalna na wykresie zale¿noœci P - w na Rys. 2a).
Krzyw¹ numeryczn¹ oznaczon¹ LRC i przedstawion¹ na tym
samym rysunku wyznaczono dla uzyskanej na próbkach wal-
cowych wytrzyma³oœci na œciskanie betonu wynosz¹cej
f

c
= 36,5 MPa, granicy plastycznoœci prêtów zbrojenia wy-

nosz¹cej f
y
= 450 MPa i g³êbokoœci efektywnej wynosz¹cej

d = 180 mm oraz przy za³o¿eniu warunków dobrej przyczep-
noœci [14]. Jak wynika z wykresu na Rys. 2a, nawet w przy-
padku pewnych rozbie¿noœci w stosunku do charakterystyki
opisanej krzyw¹ doœwiadczaln¹, wartoœci obci¹¿eñ P

cr �
i P

u

pozostaj¹ zbli¿one (Tabl. 1). Zarysowanie efektywne przypa-
da na krzywej doœwiadczalnej w punkcie odpowiadaj¹cym
obci¹¿eniu wynosz¹cemu 106 kN, co wynika z poni¿szych

of rebar in tension (A
s
= 804 mm 2 is higher than the mini-

mum reinforcement), this segment shows a hardening
branch in the post cracking stage (the experimental P - w
curve in Fig. 2a). The numerical curve, named LRC and
depicted in the same Figure, is obtained by using the cylin-
drical compressive strength f

c
= 36.5 MPa for concrete,

the yielding strength f
y
= 450 MPa for steel rebar, an ef-

fective depth d = 180 mm, and good bond conditions [14].
As it can be observed in Fig. 2a, even if the numerical
curve presents a certain discrepancy with respect to the ex-
perimental response, the values of the loads P

cr �
and P

u

are similar (Table 1). The effective cracking is localized
on the experimental curve for a load equal to 106 kN,
according to the following sentences of the Authors:
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Fig. 2. Numerical predictions of the load vs. crack width flexural

response compared with the experimental curves obtained by

Caratelli et al. [1]: a) LRC segment, b) FRC segment

Rys. 2. Porównanie wyznaczonych numerycznie krzywych

zale¿noœci miêdzy szerokoœc¹ rysy i obci¹¿eniem zginaj¹cym

z krzywymi uzyskanymi doœwiadczalnie przez Caratelliego

z zespo³em [1]: a) segment z betonu s³abo zbrojonego,

b) segment z fibrobetonu
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stwierdzeñ Autorów: <<…pierwsze zarysowanie wystêpuje
przy obci¹¿eniu 70 kN „jednak” a¿ do ok. 125 kN tylko jedna
rysa przypad³a w zakresie pomiarowym przyrz¹du …>> [1].
W zwi¹zku z powy¿szym jako wartoœæ P

cr �
przyjmuje siê

wy¿sz¹ z wartoœci wzglêdnego maksymalnego obci¹¿enia,
osi¹gniêtych podczas przyrastania pierwszej rysy [7]. Z dru-
giej strony obci¹¿enie graniczne uzyskuje siê doœwiadczalnie
dla granicy plastycznoœci zbrojenia, a otrzymana w ten spo-
sób wartoœæ odpowiada wynikom uzyskanym przy u¿yciu
modelu teoretycznego zak³adaj¹cego zale¿noœæ konstytu-
tywn¹ materia³u sprê¿ysto-idealnie plastycznego (jak stwier-
dzaj¹ Autorzy: <<… granicê plastycznoœci mo¿na umiejsco-
wiæ na wartoœci 125 kN...>> [1]).

3.3. SEGMENT Z FIBROETONU

Do opisu pracy elementów z fibrobetonu podczas trzypunk-
towego zginania Fantilli z zespo³em zaproponowali wielo-
skalowy (z³o¿ony) model teoretyczny [1]. Dla uproszczenia
zbrojenie rozproszone modelowano jako idealnie zakotwione
prostoliniowo u³o¿one w³ókna stalowe w otaczeniu matrycy
cementowej z pojedyncz¹ ortogonaln¹ rys¹ w po³owie d³ugo-
œci. Podobnie jak w przypadku elementów z betonu s³abo
zbrojonego uwzglêdnia siê jedynie fragment zakotwienia
pomiêdzy przekrojem zarysowanym a przekrojem Fazy I.
W obrêbie tej czêœci wspó³pracê stalowego w³ókna i matrycy
cementowej opisano za pomoc¹ modelu poœlizgu zbrojenia
zaproponowanego w [22]. Pracê zarysowanego betonu
przedstawiono schematycznie przy wykorzystaniu modelu
fikcyjnej rysy [14] przyjmuj¹c dla betonu niezarysowanego
i w³ókna stalowego charakterystykê liniowo-sprê¿yst¹. Me-
chanizm wyrywania idealnej kotwy opisuje zale¿noœæ naprê-
¿enia od szerokoœci rysy elementu fibrobetonowego, z której
przy zastosowaniu d³ugoœci charakterystycznej (tj. d³ugoœci
w³ókna L

f
) uzyskaæ mo¿emy zale¿noœæ naprê¿enia od

<<…the first cracking occurs at a load level of 70 kN “but”
up to about 125 kN only one crack passes for both the in-
strument ...>> [1]. Accordingly, P

cr �
is assumed to be the

higher relative maximum load reached during the growth
of the first crack [7]. On the other hand, the ultimate load is
experimentally attained at yielding of reinforcement, and
it coincides with the results of the theoretical model where
a elastic-perfectly plastic constitutive relationship is as-
sumed (the Authors declared that: <<…the yielding can be
located at 125 kN...>> [1]).

3.3. FRC SEGMENT

A multi-scale theoretical model has been proposed by
Fantilli et al. [15] to describe the behavior of FRC mem-
bers in three point bending. For the sake of the simplicity,
the fiber-reinforcement is modelled with an ideal tie, com-
posed by a straight steel fiber and the surrounding
cementitious matrix, having a single orthogonal crack in
midsection. Similarly to the case of LRC elements, a por-
tion of tie comprised between the cracked cross-section
and the Stage I cross-section is taken into account. Inside
this portion, the bond-slip model proposed in [22] is ap-
plied at the interface between steel fiber and concrete ma-
trix. The behavior of cracked concrete is schematized with
a fictitious crack model [14], whereas the linear elastic be-
havior is assumed for uncracked concrete and steel fiber.
The pull-out mechanism of the ideal tie provides the stress
vs. crack width relationship of FRC, which turns into the
stress vs. strain relationship of FRC by means of the char-
acteristic length (i.e., the fiber length L

f
). This relation-

ship is used, together with the ascending branch of the
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Table 1. Experimental and numerical values of the effective cracking load P
cr �

, ultimate load P
u
, and of the ductility

index DI, referred to concrete segments reinforced with different amounts of rebar and fibers
Tablica 1. Wartoœci doœwiadczalne i obliczeniowe efektywnego obci¹¿enia rysuj¹cego P

cr �
, obci¹¿enia granicznego P

u

oraz wskaŸnika ci¹gliwoœci DI dotycz¹ce segmentów betonowych o ró¿nym stopniu zbrojenia prêtami i w³óknami

Segment
A

s

[mm2]
V

f

[%]
P

cr �
P

u
DI

Exp. / Doœw. Num. / Obl. Exp. / Doœw. Num. / Obl.

LRC / beton s³abo zbrojony 804 0.00 106.45 106.39 125.29 128.82 0.21

FRC / fibrobeton 0 0.51 119.68 119.98 139.95 139.98 0.17

LRC_0 / beton s³abo zbrojony_0 603 0.00 – 102.31 – 99.69 -0.03

FRC_0 / fibrobeton_0 0 0.40 – 114.26 – 113.14 -0.01

HRC_0_1 / beton o zbrojeniu prêtami i w³óknami_0_1 151 0.30 – 99.08 – 100.04 0.01

HRC_0_2 / beton o zbrojeniu prêtami i w³óknami_0_2 302 0.20 – 98.25 – 99.12 0.01

HRC_0_3 / beton o zbrojeniu prêtami i w³óknami_0_3 452 0.10 – 97.42 – 97.90 0.00



odkszta³cenia. Powy¿sza zale¿noœæ, wraz z rosn¹cym ramie-
niem paraboli Sargina przy œciskaniu [14] pos³u¿y³a do wy-
znaczenia charakterystyki pracy elementu przy zginaniu.
Aby j¹ otrzymaæ, przeprowadzono analizê zale¿noœci mo-
mentu zginaj¹cego i krzywizny w po³owie rozpiêtoœci przy
zastosowaniu procedury cyklicznej wykorzystuj¹cej równa-
nia równowagi i nierozdzielnoœci. Za³o¿ono liniowy profil
odkszta³cenia, a moment zginaj¹cy M dla okreœlonej krzywi-
zny w po³owie rozpiêtoœci � uzyskano przez iteracjê.

Tym sposobem zmieniaj¹c zadan¹ krzywiznê uzyskuje siê
obliczeniowo kompletny wykres zale¿noœci M -� w po³owie
rozpiêtoœci, z którego – po przekszta³ceniu – otrzymujemy
wykres P - w przedstawiony na Rys. 2b. Na tym samym ry-
sunku przedstawiono równie¿ eksperymentaln¹ krzyw¹ za-
le¿noœci P - w [1]. Wykorzystane wartoœci pochodzi³y z ba-
dania trzypunktowego zginania segmentu z fibrobetonu
zawieraj¹cego w³ókna stalowe o d³ugoœci L

f
= 30 mm i œred-

nicy �
f
= 0,35 mm dozowane w iloœciV

f
= 0,51 % obj. Aby

otrzymaæ przedstawion¹ na Rys. 2b krzyw¹ numeryczn¹ dla
elementu z fibrobetonu za³o¿ono wytrzyma³oœæ na rozci¹ga-
nie w³ókien wynosz¹c¹ f

u
=1000 MPa, a jako przyczepnoœæ

w modelu poœlizgu prêta zbrojeniowego przyjêto wartoœæ
obliczon¹ ze wzoru � max = 1,765 	 f

c

0 5, / (12,5 + �
s
) [22]

(gdzie � max i f
c

s¹ parametrami wyra¿onymi w MPa, a œred-
nica w³ókien �

s
wyra¿ona jest w mm). Nawet w tym przy-

padku, pomimo ¿e krzywa nie pokrywa siê idealnie z krzyw¹
uzyskan¹ z badañ doœwiadczalnych, stwierdza siê dobre do-
pasowanie wartoœci efektywnego zarysowania i obci¹¿eñ
niszcz¹cych (Tabl. 1). Na krzywej doœwiadczalnej obci¹¿e-
nia P

cr �
oraz P

u
przypadaj¹ w punktach 120 i 140 kN i jak

stwierdzaj¹ Autorzy: <<…pierwsze wykrywalne zarysowa-
nie odnotowano przy obci¹¿eniu na poziomie 95 kN. Dalej
sztywnoœæ pozostawa³a niemal niezmienna, a¿ do wartoœci
120 kN dziêki przejmowaniu naprê¿eñ wzd³u¿ pêkniêæ
przez zbrojenie rozproszone. Maksymalna noœnoœæ wy-
nios³a 140 kN...>> [1].

4. WYZNACZANIE MINIMALNEJ ILOŒCI
ZBROJENIA

W celu wyznaczenia minimalnej iloœci prêtów zbrojenio-
wych i w³ókien, ze wzglêdu na zabezpieczenie przed kru-
chym zniszczeniem elementów z betonu s³abo zbrojonego
oraz fibrobetonu, Fantilli z zespo³em zaproponowali ujedno-
licon¹ metodê projektow¹ design-by-testing [19]. Metoda ta
oparta jest na obliczeniu wskaŸnika ci¹gliwoœci DI wed³ug
nastêpuj¹cego wzoru:

DI
P P

P

u cr

cr

�



�

�

. (2)

Sargin’s parabola in compression [14], to define the mate-
rial behavior of a member in bending. For predicting the
flexural response of such member, the bending moment
vs. curvature relationship of the midsection is evaluated
by means of a cyclic procedure based on equilibrium and
compatibility equations. A linear strain profile is assumed,
and the bending moment M corresponding to a given cur-
vature of the midsection � is iteratively obtained.

Hence, the complete M - � diagram of the midsection is
computed by varying the assigned curvature, and then
transformed in the numerical P - w curve of Fig. 2b. In the
same Figure, the experimental P - w curve is also reported
[1]. Such curve comes from the three point bending test of
the FRC segment, reinforced with an amountV

f
= 0.51 %

of steel fibers having L
f
= 30 mm and �

f
= 0.35 mm. To

obtain the numerical curve FRC in Fig. 2b, the tensile
strength of the fibers is assumed to be f

u
=1000 MPa, and

� max = 1.765 	 f
c

0 5. / (12.5 + �
s
) is used as the bond strength

in the bond-slip model [22] (where � max and f
c

are ex-
pressed in MPa, and �

s
in mm). Even in this case, despite

the numerical curve does not perfectly superpose the
experimental result, the values of the effective cracking
and ultimate loads are well fitted (Table 1). On the experi-
mental curve, the loads P

cr �
and P

u
are localized at 120 kN

and 140 kN, according to the statements of the Authors:
<<…the first recordable crack was detected at a load level
of 95 kN. Following this stage, the stiffness remained al-
most constant up to 120 kN thanks to the stress transmitted
along the cracks by the fiber reinforcement. The maxi-
mum bearing capacity was equal to 140 kN...>> [1].

4. EVALUATING THE MINIMUM AMOUNT
OF REINFORCEMENT

To identify the minimum amount of rebar and fibers
strictly necessary to prevent the brittle failure of LRC and
FRC elements, a unified design-by-testing approach has
been proposed by Fantilli et al. [19]. It is based on the defi-
nition of the following ductility index DI:

DI
P P

P

u cr

cr

�



�

�

. (2)

The value of DI is positive for concrete members showing
a ductile response, whereas it is negative when brittle be-
havior occurs. Accordingly, the minimum amount of rebar
or fibers (i.e., the brittle/ductile transition) can be identi-
fied by imposing DI = 0 .

For a precise evaluation of P
cr �

and P
u
, the models

described in Section 3 are used. Specifically, the flexural
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WskaŸnik DI przyjmuje wartoœæ dodatni¹ w zakresie, w ja-
kim element betonowy wykazuje charakterystykê ci¹gliw¹
oraz wartoœæ ujemn¹ w zakresie charakterystyki materia³u
kruchego. W tej sytuacji minimaln¹ iloœæ zbrojenia tradycyj-
nego lub rozproszonego (odpowiadaj¹c¹ punktowi przejœcia
z charakterystyki kruchej do ci¹gliwej) mo¿na wyznaczyæ
przyjmuj¹c wartoœæ wskaŸnika ci¹gliwoœci DI = 0.

Dok³adniejsze wyznaczenie wartoœci P
cr �

i P
u

mo¿liwe jest
przy wykorzystaniu modeli opisanych w punkcie 3 powy¿ej.
W tym celu przeprowadza siê symulacjê pracy segmentów
z betonu s³abo zbrojonego i fibrobetonu przy ró¿nych stop-
niach zbrojenia. Stosuj¹c metodê iteracyjn¹ dla wartoœci
DI = 0 uzyskano minimalne iloœci zbrojenia tradycyjnego
(dla segmentów z betonu s³abo zbrojonego) i rozproszonego
(dla segmentów z fibrobetonu) wynosz¹ce A

s , min
= 603 mm 2

(co daje 12 prêtów stalowych o œrednicy �
s

= 8 mm) oraz
V

f , min
= 0,40% (co daje 31 kg w³ókien na 1 m 3 betonu).

Krzyw¹ uzyskan¹ numerycznie w przypadku idealnego seg-
mentu betonowego o stopniu zbrojenia A

s , min
, oznaczonego

LRC_0, przedstawiono na Rys. 3a, a segmentu idealnego
o stopniu zbrojeniaV

f , min
oznaczonego FRC_0 na Rys. 3b.

W przypadku obu krzywych zale¿noœci P - w spe³niony jest
warunek P P

u cr
�

�
(czyli DI � 0), podczas gdy w przypadku

krzywych otrzymanych z badañ [1] spe³niony jest warunek
P

u
> P

cr �
(Rys. 3 i Tabl. 1).

Po niezale¿nym wyznaczeniu wartoœci A
s , min

dla segmentów
z betonu s³abo zbrojonego oraz V

f , min
dla segmentów z fi-

brobetonu obliczyæ mo¿na zbrojenie minimalne elementów
o hybrydowym zbrojeniu prêtami i w³óknami. Minimaln¹
iloœæ zbrojenia hybrydowego obliczyæ mo¿na z liniowego
zwi¹zku wyznaczonych wartoœci A

s , min
iV

f , min
[18] (Rys. 4a):

A

A

V

V

s

s

f

f, min , min

� �1 (3)

Oznacza to mo¿liwoœæ spe³nienia warunku P
u

= P
cr �

przez
elementy o zbrojeniu hybrydowym przy ró¿nych kombina-
cjach wartoœci A

s
iV

f
(Rys. 4a). Ponadto, po³¹czenie zbroje-

nia tradycyjnego z rozproszonym umo¿liwia przyjêcie ni¿-
szego stopnia zbrojenia minimalnego A

s , min
, typowo wyma-

ganego przez przepisy techniczno-budowlane w przypadku
elementów z betonu s³abo zbrojonego [12-14]. W³ókna do-
zowane w minimalnej iloœci V

f , min
mog¹ spe³niaæ tê sam¹

funkcjê mechaniczn¹, ca³kowicie zastêpuj¹c zbrojenie ci¹g³e
[15].

responses of both LRC and FRC segments, reinforced
with different amounts of rebar and fibers, respectively,
are simulated. Hence, the value DI = 0 is iteratively evalu-
ated and leads to A

s , min
= 603 mm 2 (i.e., 12 steel rebar with

�
s
= 8 mm) and V

f , min
= 0.40% (i.e., 31 kg/m 3 of steel

fibers) for LRC and FRC segments, respectively. The nu-
merical curve of the ideal concrete segment reinforced
with A

s , min
, named LRC_0, is reported in Fig. 3a, whereas

that of the ideal segment containingV
f , min

, called FRC_0,
is depicted in Fig. 3b. Both the P - w curves show
P P

u cr
�

�
(i.e., DI � 0 ), whereas the curves correspond-

ing to the tests [1] show P
u

> P
cr �

(Fig. 3 and Table 1).
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Fig. 3. Comparison between the numerical predictions of

the load vs. crack width flexural response at the brittle/ductile

transition, and the numerical curves reproducing the tests by

Caratelli et al. [1]: a) LRC segments, b) FRC segments

Rys. 3 Porównanie wyznaczonych numerycznie krzywych

zale¿noœci miêdzy szerokoœci¹ rysy i obci¹¿eniem zginaj¹cym

w punkcie przejœcia z charakterystyki kruchej na ci¹gliw¹

z krzywymi numerycznymi uzyskanymi na podstawie badañ

wykonanych przez Caratelliego z zespo³em [1]: a) segmenty

z betonu s³abo zbrojonego, b) segmenty z fibrobetonu
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5. MODELOWANIE ZGINANIA
SEGMENTÓW BETONOWYCH
O ZBROJENIU HYBRYDOWYM

W celu weryfikacji prawid³owoœci równania (3) dla potrzeb
niniejszej analizy zbudowano nowy model umo¿liwiaj¹cy
prognozowanie charakterystyki pracy elementów o zbroje-
niu hybrydowym, prêtami i w³óknami [23]. Model powsta³
przez po³¹czenie ze sob¹ modeli poprzednio zastosowanych
w odniesieniu do elementów z betonu s³abo zbrojonego i fi-
brobetonu, umo¿liwiaj¹c symulacjê równoczesnej obecnoœci
prêtów i w³ókien. Zarysowany przekrój elementu z fibrobe-
tonu zamodelowano badaj¹c mechanizm wyrywania ideal-
nego zakotwienia, uzyskuj¹c w ten sposób zale¿noœæ naprê-
¿enia od szerokoœci rysy [15]. Korzystaj¹c z tej zale¿noœci
mo¿emy zamodelowaæ charakterystykê pracy elementu o
zbrojeniu hybrydowym, jako elementu z betonu s³abo-zbro-
jonego [9], w którym charakterystykê pracy zarysowanego
zaczynu cementowego opisuje poprzednio wyznaczona zale-
¿noœæ naprê¿enia od gruboœci rysy. Uzyskany w ten sposób
po³¹czony model podobny jest do zaproponowanego w [24],
z tym ¿e w tym przypadku pomija siê uplastycznienia betonu
przy œciskaniu ze wzglêdu na wykluczenie rozkruszenia be-
tonu przez zastosowan¹ niewielk¹ iloœæ prêtów i w³ókien
zbrojeniowych.

Zaproponowany model zapisano w programie MS-Excel
w postaci makr Visual Basic i wykorzystano do wyznacza-
nia prognozowanych krzywych zale¿noœci P - w trzech ide-
alnych segmentach betonowych o zbrojeniu hybrydowym,
oznaczonych kolejno HRC_0_1, HRC_0_2 i HRC_0_3,

Having determined the values of A
s , min

and V
f , min

sepa-
rately in LRC and FRC segments, respectively, the mini-
mum reinforcement of HRC members with the same
mechanical and geometrical properties can be calculated.
Indeed, the minimum hybrid reinforcement can be linear
combination of A

s , min
and V

f , min
previously defined [18]

(Fig. 4a):
A

A

V

V

s

s

f

f, min , min

� �1 (3)

This means that multiple combinations of A
s

and V
f

can
satisfy the condition P

u
= P

cr �
in HRC elements (Fig.4a).

Moreover, when rebar and fibers are combined in an HRC
member, it is possible to reduce the minimum reinforce-
ment As,min traditionally required by building codes for
LRC [12-14]. The minimum amount of fibers V

f , min
in

FRC is able to assume the same mechanical role – to com-
pletely substitute the continuous reinforcement [15].

5. MODELLING THE FLEXURAL
BEHAVIOR OF HRC SEGMENTS
To verify the reliability of equation (3), a new model for pre-
dicting the flexural behavior of HRC elements [23] is here
adopted. Specifically, the models previously introduced for
LRC and FRC members are combined herein to simulate the
simultaneous presence of rebar and fibers as a reinforcement.
The cracked FRC cross-section is modelled by studying the
pull-out mechanism of an ideal tie, which provides a stress
vs. crack width relationship [15]. When this relationship is
known, the response of an HRC element in bending can be
modelled as a LRC member [9] in which the behavior of the
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Fig. 4. Minimum reinforcement in HRC segments: a) equation (3) used to combine rebar and fibers [18], b) numerical predictions

of the load vs. crack width flexural response of three ideal HRC segments at brittle/ductile transition

Rys. 4. Minimalny stopieñ zbrojenia segmentów z betonu o zbrojeniu prêtami i w³óknami: a) zawartoœæ w³ókien i prêtów na

podstawie równania (3) [18], b) prognozowane numerycznie krzywe zale¿noœci szerokoœci rysy od obci¹¿enia zginaj¹cego,

wyznaczone dla trzech idealnych segmentów o zbrojeniu hybrydowym w punkcie przejœcia z charakterystyki kruchej do ci¹gliwej
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podobnych do elementów badanych w [1], ale w tym przy-
padku zawieraj¹cych zarówno prêty jak i w³ókna. Wytrzy-
ma³oœæ betonu przyjêto na poziomie wytrzyma³oœci segmen-
tu z betonu s³abo zbrojonego (czyli f

c
= 36,5 MPa) i takie te¿

przyjêto parametry prêtów zbrojeniowych ( f
y
= 450 MPa,

d = 180 mm oraz dobre warunki przyczepnoœci), zak³adaj¹c
ich wystêpowanie jedynie w dolnej czêœci przekroju elemen-
tu betonowego (Rys. 1a). Podobn¹ analogiê zastosowano
w przypadku segmentu z fibrobetonu przyjmuj¹c nastêpuj¹ce
parametry w³ókien stalowych L

f
= 30 mm, �

f
= 0,35 mm,

f
u
= 1000 MPa, i� max = 1,765 	 f

c

0 5, / (12,5 + �
s
). Jako zbro-

jenie segmentów HRC_0 (Rys. 4a) przyjêto trzy podane
w Tabl. 1 kombinacje wartoœci parametrów A

s
i V

f
, które

spe³niaj¹ warunek okreœlony równaniem (3) (Rys. 4a).

Na krzywych zale¿noœci P - w trzech idealnych segmentów
z betonu o zbrojeniu hybrydowym, które przedstawiono na
Rys. 4b, w ka¿dym przypadku zauwa¿yæ mo¿na przejœcie
z charakterystyki kruchej do ci¹gliwej (P

u
� P

cr �
) [18]. Ten

stan graniczny wynika równie¿ z danych w Tabl. 1, gdzie
wszystkie trzy segmenty przyjmuj¹ wartoœæ DI � 0. Krzywe
na Rys. 4b dowodz¹ korzystnego efektu w³ókien, szcze-
gólnie w zakresie ograniczenia szerokoœci rysy w fazie po za-
rysowaniu. Spadek wartoœci w ze wzrostem wartoœciV

f
dla

danego poziomu obci¹¿enia zosta³ te¿ stwierdzony doœwiad-
czalnie w [1].

6. MODELOWANIE PRACY SEGMENTÓW
Z BETONU ZBROJONEGO
HYBRYDOWEGO PODDANYCH
OBCI¥¯ENIU SI£¥ OSIOW¥
I MOMENTEM ZGINAJ¥CYM

Poniewa¿ obudowy tuneli podczas eksploatacji obci¹¿one s¹
na ogó³ si³¹ normaln¹ i momentem zginaj¹cym, stan grani-
czny noœnoœci tego typu konstrukcji analizuje siê przy u¿y-
ciu krzywych interakcji M - N [3, 5, 24]. W odniesieniu do
analizowanych tutaj segmentów betonowych (Rys. 1a) nale-
¿y okreœliæ obszary dopuszczalnych rozwi¹zañ, ograniczo-
nych noœnoœci¹ na zginanie (moment zginaj¹cy) i wytrzy-
ma³oœci¹ na œciskanie (dzia³anie si³y osiowej), czyli krzy-
wymi M

Rd
- N

Rd
. Aby obliczyæ powierzchnie interakcji

przyjêto hipotezê p³askich odkszta³ceñ w ca³ym przekroju
poprzecznym elementu betonowego [25] przy szerokoœci
rysy w rozci¹gniêtej na d³ugoœæ w³ókna L

f
[15]. Innymi

s³owy wprowadzono nastêpuj¹ce odkszta³cenie równowa¿-
ne  dla w > 0:

 � �
ct

f

w

L
, (4)

cracked cementitious matrix is described by the previous
stress vs. crack width relationship. This combined model
is similar to that proposed in [24], but in the present case
the softening behavior of concrete in compression is ne-
glected, because the low amount of rebar and fibers ex-
cludes the crushing failure of concrete.

The proposed model is written as MS-Excel Visual Basic
Macros and used to predict the P - w curves of three ideal
HRC segments, named HRC_0_1, HRC_0_2, and
HRC_0_3, similar to those tested in [1], but containing
both rebar and fibers. Specifically, concrete strength is that
of LRC segment (i.e., f

c
= 36.5 MPa), and the same are also

the parameters defining the rebar (i.e., f
y
= 450 MPa, d =

180 mm, and good bond conditions), assumed to be placed
only at bottom level of the concrete cross-section (Fig. 1a).
In analogy with the FRC segment, the fiber-reinforcement
is made of steel fibers having L

f
= 30 mm, �

f
= 0.35 mm,

f
u
= 1000 MPa, and � max = 1.765 	 f

c

0 5. / ( 12.5 + �
s
). The

three combinations of A
s

and V
f

reported in Table 1, which
fulfill the condition given by equation.(3), reinforce the
segments HRC_0 (Fig.4a).

The P - w curves of the three ideal HRC segments are de-
picted in Fig. 4b, where the brittle/ductile transition (i.e.,
P

u
� P

cr �
) can be noticed in all the cases [18]. This limit

condition can also be recognized in Table 1, as the three
segments exhibit DI � 0. The curves of Fig. 4b put into evi-
dence the favorable effect of the fibers, especially in con-
trolling of crack width in the post cracking stage. Indeed,
for an assigned load level, the values of w decrease when
V

f
increases, according to [1].

6. MODELLING THE BEHAVIOR OF HRC
SEGMENTS UNDER COMBINED AXIAL
FORCE AND BENDING MOMENT
As tunnel linings in service are mainly subjected to nor-
mal force and bending moment, the ultimate limit state of
these structures is verified by using the M - N interaction
diagrams [3, 5, 24]. Referring to the concrete segments
here investigated (Fig. 1a), the feasible regions bordered
by the resisting bending moment and axial force (i.e., the
M

Rd
- N

Rd
curves), have to be defined. To compute the in-

teraction domains, the hypothesis of planar strain profile
on the whole concrete cross-section is adopted [25],
whereas the crack width w is smeared along the fiber
length L

f
[15]. In other words, the following equivalent

strain  is introduced when w > 0:

 � �
ct

f

w

L
, (4)
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gdzie 
ct

jest odkszta³ceniem sprê¿ystym odpowiadaj¹cym
wytrzyma³oœci betonu na rozci¹ganie.

Aby wyznaczyæ konfiguracjê przekroju betonowego w sta-
nie granicznym noœnoœci (Rys. 5a) wymagane jest wprowa-
dzenie granicznych odkszta³ceñ. Maksymalne odkszta³cenie
w warunkach œciskania zredukowane jest do poziomu od-
kszta³cenia przy szczytowym naprê¿eniu 

c1
, podczas gdy

maksymalne odkszta³cenie przy rozci¹ganiu oblicza siê
z równania (4) (przyjmuj¹c wartoœæ w odpowiadaj¹c¹
obci¹¿eniu P

u
na wykresie zale¿noœci P - w). Poniewa¿ 

u

przyjmuje wartoœæ mniejsz¹ od obliczeniowej odkszta³calno-
œci prêta zbrojenia, która w przypadku stali gat. C wynosi
6,75% [13], za³o¿enie takie jest konserwatywne. Rys. 5b
przedstawia siedem konfiguracji stanu granicznego noœnoœci
i wynikaj¹cych st¹d siedem pól odpowiadaj¹cych dodatnim
krzywiznom przekroju elementu o zbrojeniu hybrydowym,
prêtowo-w³óknowym. Szeœæ dodatkowych pól mo¿na zna-
leŸæ zmieniaj¹c nadany przekrojowi znak krzywizny na prze-
ciwny. Dla ka¿dej konfiguracji stanu granicznego noœnoœci
stan naprê¿eñ w matrycy cementowej oblicza siê korzystaj¹c
z paraboli Sargina – dla  < 0, liniowej teorii sprê¿ystoœci –
dla 0 � � 

ct
, oraz zale¿noœci szerokoœci rysy od naprê¿e-

nia – dla  �
ct

> (tj. w > 0 ). Ponadto, dla prêtów zbrojenio-
wych przyjêto równanie konstytutywne materia³u sprê¿y-
sto-idealnie plastycznego.

Si³ê œciskaj¹c¹ N
Rd

mo¿na obliczyæ ustanawiaj¹c warunek
równowagi naprê¿eñ osiowych, natomiast moment zgi-
naj¹cy M

Rd
okreœlony jest na podstawie obrotowej równo-

wagi przekroju poprzecznego elementu betonowego. St¹d
ca³kowit¹ powierzchniê graniczn¹ M

Rd
- N

Rd
mo¿na wyzna-

czyæ zmieniaj¹c zadan¹ konfiguracjê odkszta³ceñ w obrêbie
ww. pól stanów granicznych noœnoœci. Stosuj¹c tê procedurê
do segmentów LRC_0 i FRC_0 oraz trzech segmentów
o zbrojeniu hybrydowym HRC_0_1, HRC_0_2, HRC_0_3
otrzymujemy piêæ wykresów przedstawionych na Rys. 6.

where 
ct

is the elastic strain at tensile strength of con-
crete.

To define the limit state configurations of a concrete
cross-section (Fig.5a), strain limits must be introduced. In
compression, the maximum strain is reduced to the strain
at peak of stress 

c1
, whereas the maximum strain in ten-

sion 
u

is computed with (4) equation (by assuming w in
correspondence of P

u
in the P - w diagram). As 

u
is

smaller than the design strain capability of rebar, i.e.,
6.75% for a steel grade C [13], this assumption is conser-
vative. The seven limit state configurations, and the conse-
quent six fields, which corresponds to the positive
curvatures of the HRC cross-section, are represented in
Fig. 5b. Six additional fields can be found by inverting the
sign of the curvature given to the HRC cross-section. For
each limit state configuration, the state of stress in the con-
crete matrix is computed with the Sargin’s parabola, when
 < 0 , with the linear elastic law, when 0 � � 

ct
, and

with the stress vs. crack width relationship, when  �
ct

(i.e., w > 0 ). Moreover, the elastic-perfectly plastic consti-
tutive law is assumed for steel rebar.

The resisting normal force N
Rd

can be computed by impos-
ing the equilibrium of the axial stresses, and the resisting
bending moment M

Rd
is given by the rotational equilib-

rium of the concrete cross-section. Hence, the whole resist-
ing domain M

Rd
- N

Rd
can be evaluated by varying the

assigned strain configuration within the above-mentioned
ultimate limit state fields. If this procedure is applied to the
segments LRC_0 and FRC_0, and to the three hybrid
segments HRC_0_1, HRC_0_2, HRC_0_3 as well, the
five diagrams plotted in Fig. 6 are obtained.
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B = 1500 mm

Fig. 5. Evaluation of the interaction diagrams referred to LRC, FRC and HRC cross-sections: a) concrete

cross-section, b) limit state configurations

Rys. 5. Analiza krzywych interakcji dotycz¹cych przekrojów z betonu s³abo zbrojonego, fibrobetonu i betonu

o zbrojeniu prêtami i w³óknami: a) przekrój elementu betonowego, b) konfiguracje stanu granicznego
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Wykresy pokrywaj¹ siê zasadniczo ze sob¹ dla M > 0, a do-
datnie wartoœci wytrzyma³oœci na zginanie dla N = 0 (tj. M

u

na Rys. 6) s¹ takie same dla wszystkich przekrojów. W ten
sposób zosta³a wykazana równowa¿noœæ elementów o zbro-
jeniu hybrydowym oraz segmentów LRC_0 i FRC_0. Sytu-
acja ta dotyczy nie tylko czystego zginania, ale równie¿
po³¹czonego oddzia³ywania si³y osiowej i dodatniego mo-
mentu zginaj¹cego. Przyjêta procedura „design-by-testing”
pozwala uzyskaæ konfiguracje zbrojenia tradycyjnego i roz-
proszonego, które mieszcz¹ siê w zbiorze rozwi¹zañ dopusz-
czalnych dla przekroju elementu z betonu s³abo zbrojonego.
Inna sytuacja ma miejsce w przypadku ujemnych momentów
zginaj¹cych, gdzie nie wystêpuje nak³adanie siê krzywych
M

Rd
- N

Rd
(Rys. 6) ze wzglêdu na brak zbrojenia w górnej

warstwie przekroju elementów o zbrojeniu hybrydowym
i z betonu s³abo-zbrojonego (Rys. 1a). W ten sposób otrzy-
mujemy asymetryczn¹ powierzchniê graniczn¹ przy idealnie
symetrycznej wokó³ osi poziomej powierzchni granicznej
dla przekroju FRC_0 (Rys. 6).

Dla zapewnienia bezpieczeñstwa konstrukcji segmentów be-
tonowych, powierzchnie graniczne musz¹ zawieraæ punkty
M

Ed
- N

Ed
odpowiadaj¹ce dzia³aj¹cemu wewnêtrznemu

momentowi zginaj¹cemu i dzia³aj¹cej sile osiowej. Drug¹
z tych wartoœci mo¿na uzyskaæ rozwi¹zuj¹c metod¹ elemen-
tów skoñczonych zagadnienie p³askich odkszta³ceñ odniesio-
nych do czêœci gruntu otaczaj¹cego tunel (Rys. 7a). W pra-
cy de la Fuente i in. [3], brakuj¹ca g³êbokoœæ gruntu do po-
ziomu terenu by³a imitowana przez obci¹¿enie równomier-
nie roz³o¿one. Poniewa¿ uwzglêdniamy jedynie obci¹¿enia
grawitacyjne w warunkach suchych, ³atwo uzyskaæ mo¿na
wykresy si³y osiowej N

Ed
i momentu zginaj¹cego M

Ed
, któ-

re zosta³y przedstawione na Rys. 7b-c. Jak wynika z Rys. 6
wszystkie obszary rozwi¹zañ dopuszczalnych zawieraj¹

These diagrams substantially coincide for M > 0 , and the
positive resisting moments when N = 0 (i.e., M

u
in Fig. 6)

has the same value in all the cross-sections. Thus, the
equivalence of the hybrid elements and of the segments
LRC_0 and FRC_0 is confirmed. This is true not only in
pure flexure but also under combined axial force and posi-
tive bending moment. The adopted design-by-testing pro-
cedure provides suitable combinations of rebar and fibers
for maintaining the feasible region of a LRC cross-section.
Conversely, for negative bending moments, the M

Rd
- N

Rd

diagrams are not superposed (Fig. 6) due to the absence of
rebar at the top level of the HRC and LRC cross-sections
(Fig. 1a). This results in an asymmetric resisting domain,
whereas the domain of FRC_0 cross-section is perfectly
symmetric with respect to the horizontal axis (Fig. 6).

To assure the structural safety of the concrete segments,
the resisting domains must contain the M

Ed
- N

Ed
points

corresponding to the acting internal bending moment and
axial force. The latter can be obtained through a finite ele-
ment analysis of a plain strain problem, referred to a por-
tion of the soil surrounding the tunnel (Fig. 7a). According
to de la Fuente et al. [3], the missing depth of the soil up to
the ground level is simulated with a uniformly distributed
load. Since only the gravity loads in dry conditions are
herein considered, the diagrams of axial force N

Ed
and

bending moment M
Ed

can be easily obtained and plotted
in Fig. 7b-c. As it can be observed in Fig. 6, all the feasible
regions contain the M

Ed
- N

Ed
points related to the

cross-sections of BBT [1].
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punkty M
Ed

- N
Ed

dotycz¹ce przekrojów tunelu Brenner
Base [1].

Z powierzchni granicznych przedstawionych na Rys. 6 oraz
krzywych P - w na Rys. 4b wynika, ¿e poza obszarem roz-
wi¹zañ jednorodnych [1], mo¿na znaleŸæ kilka równowa¿-
nych uk³adów zbrojenia hybrydowego spe³niaj¹cych zale¿-
noœæ (3). Jako optymalne wybraæ nale¿y rozwi¹zanie, które
ograniczaj¹c z jednej strony koszty (obejmuj¹ce koszt mate-
ria³ów oraz koszty wytworzenia) bêdzie charakteryzowa³o
siê szerokim zakresem zastosowañ. Przyk³adowo, zastoso-
wanie odpowiedniej iloœci w³ókien pozwoli unikn¹æ dwu-
warstwowego zbrojenia. Rozwi¹zanie to mo¿e byæ efektyw-
ne w przypadku obudów wykonywanych na niewielkiej
g³êbokoœci, gdzie mamy do czynienia z niewielkimi si³ami
osiowymi, a obszar noœnoœci powinien byæ jak najwiêkszy
w okolicy punktu pocz¹tkowego wykresu (Rys. 6). Z tego
wzglêdu rozwi¹zanie to zosta³o wykorzystanie w obudowie
wykonywanej na mokro [25].

7. WNIOSKI

Opisane powy¿ej wyniki badañ numerycznych pozwalaj¹ na
wyci¹gniêcie nastêpuj¹cych wniosków:

The resisting domains of Fig. 6 and the P - w curves of
Fig. 4b demonstrate that, beyond the homogeneous solu-
tions evaluated in [1] for reinforcing the segments (i.e.,
only rebar or fibers in LRC or FRC segments, respec-
tively), several other equivalent hybrid reinforcements
can exist. These reinforcing systems can be designed by
combining rebar and fibers as defined by (3). Among
them, the optimal solution has to minimize the total cost
(i.e., the costs of bare materials and manufacture), but also
to maximize the workability. For instance, if a suitable
amount of fibers is provided, the double level of rebar can
be avoided. This solution could be effective when the lin-
ings are located at low depth, because small axial forces
arise and the resisting domain needs to be as large as possi-
ble around the origin (Fig. 6). For this reason, such a solu-
tion was adopted in the cast-in-situ tunnel lining [25].

7. CONCLUSIONS

According to the results of the numerical investigations
the following conclusions can be drawn:
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Fig. 7. Structural analysis of the concrete lining in service: a) finite element model, b) diagram of axial

force, c) diagram of bending moment

Rys. 7. Analiza statyczna betonowej obudowy tunelu w warunkach eksploatacyjnych: a) model MES,

b) wykres si³y osiowej, c) wykres momentu zginaj¹cego
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1. Charakterystykê kruch¹/ci¹gliw¹ przy zginaniu prefa-
brykowanych segmentów obudowy tuneli mo¿na okre-
œliæ za pomoc¹ wskaŸnika ci¹gliwoœci DI, którego
wartoœæ zale¿y od ró¿nicy miêdzy obci¹¿eniem gra-
nicznym P

u
i efektywn¹ si³¹ rysuj¹c¹ P

cr �
.

2. Minimalna iloœæ zbrojenia (tradycyjnego, rozproszonego
lub zbrojenia prêtami i w³óknami) ze wzglêdów statycz-
nych (tj. przejœcie od charakterystyki kruchej do ci¹gli-
wej) odpowiada wskaŸnikowi ci¹gliwoœci DI = 0.

3. Minimalny stopieñ zbrojenia (tj. parametry A
s , min

w przy-
padku betonu s³abo zbrojonego oraz V

f , min
w przypadku

fibrobetonu) mo¿na wyznaczyæ za pomoc¹ procedury
wykorzystuj¹cej modele numeryczne.

4. Jako minimaln¹ iloœæ zbrojenia hybrydowego przyj¹æ
mo¿na dowolne wartoœci spe³niaj¹ce liniow¹ zale¿noœæ
A

s , min
iV

f , min
.

5. Segmenty z betonu o zbrojeniu hybrydowym o ró¿nych
proporcjach miêdzy A

s , min
i V

f , min
wykazuj¹ tak¹ sam¹

charakterystykê pracy zarówno przy czystym zginaniu,
jak równie¿ przy ³¹cznym oddzia³ywaniu si³y osiowej
i dodatniego momentu zginaj¹cego.

6. Przy zastosowaniu odpowiedniej zawartoœci w³ókien
w po³¹czeniu ze zredukowan¹ liczb¹ prêtów zbrojenio-
wych, przekroje betonowe wykazuj¹ noœnoœæ na zginanie
równie¿ przy równoczesnym oddzia³ywaniu niewielkich
si³ osiowych.

Wskazane jest przeprowadzenie dalszych badañ umo¿li-
wiaj¹cych doœwiadczaln¹ weryfikacjê wyników przeprowa-
dzonych analiz numerycznych oraz rozszerzenie obecnego
podejœcia do analizy kruchej lub ci¹gliwej charakterystyki
przy zginaniu na inne rodzaje konstrukcji, takie jak posadzki
na pod³o¿u gruntowym, belki i s³upy konstrukcji ramowych,
itd.
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