
STRESZCZENIE. W artykule przedstawiono mo¿liwoœci geo-
metrycznego kszta³towania poziomych ³uków tras drogowych za
pomoc¹ tzw. wielomianowych krzywych przejœciowych. Tego typu
rozwi¹zania krzywych przejœciowych, obejmuj¹ce odpowiednie
rodziny tych krzywych, mog¹ stanowiæ u¿yteczne narzêdzie
projektowe w praktyce in¿ynierskiej. Ich geometriê determinuje
parametr C opisuj¹cy zale¿noœæ miêdzy nachyleniem stycznej
w punkcie pocz¹tkowym, projektowanym promieniem krzywizny
w punkcie koñcowym oraz odciêt¹ punktu koñcowego. Szeroki
zakres dopuszczalnych wartoœci tego parametru sprawia, ¿e
w rezultacie mo¿liwy jest dobór takiej geometrii krzywej, która
pozwala uzyskaæ optymalne dopasowanie do ewentualnych
ograniczeñ terenowych. W zwi¹zku z powy¿szym, w artykule
przedstawiono zwiêz³¹ charakterystykê geometryczn¹ tych
krzywych. Ponadto, przedstawiono odpowiednie wzory oblicze-
niowe, niezbêdne do wyznaczenia w terenie ³uku utworzonego
przez te krzywe.

S£OWA KLUCZOWE: drogi i autostrady, ³uki poziome, projek-
towanie geometryczne, trasowanie, wielomianowe krzywe
przejœciowe.

ABSTRACT. The paper presents the use of polynomial
transition curves in the design of curved horizontal alignment of
roads. The method based on using appropriate families of
polynomial transition curves can provide a useful tool for road
engineers. The geometry of these curves is defined by
parameter C representing the relationship between the slope of
tangent line drawn at the point of curvature, the assumed radius
at the point of tangency and x-coordinate. With a wide range of C

values it is possible to obtain curves with geometry well adjusted
to local constraints. This paper provides a brief description of the
geometry of such curves. Moreover, it gives formulas for setting
out these curves in field.

KEYWORDS: geometric design, horizontal alignment design,
horizontal arcs, polynomial transition curves, roads and motor-
ways.
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1. WPROWADZENIE

W projektowaniu geometrii krzywoliniowych odcinków tras
drogowych najwiêksze zastosowanie znajduje dotychczas
klotoida 2) . Powszechnoœæ jej u¿ycia wynika przede wszy-
stkim z liniowego przyrostu krzywizny wraz z d³ugoœci¹
³uku. U¿ycie klotoidy w projektowaniu dróg z uwzglêdnie-
niem ró¿nych, mo¿liwych uk³adów geometrycznych jest
szeroko opisywane w literaturze. Przyk³adem mog¹ byæ pra-
ce w jêzyku polskim [1-2], b¹dŸ te¿ opracowania anglojêzy-
czne [3-5].

Oprócz klotoidy, z literatury znane s¹ liczne rozwi¹zania in-
nych krzywych przejœciowych, które wyró¿niaj¹ siê korzy-
stniejszymi w³aœciwoœciami w œwietle warunków dynamiki
ruchu lub daj¹ du¿e mo¿liwoœci dopasowania przebiegu tra-
sy do potencjalnych ograniczeñ terenowych. Opis najbar-
dziej znanych krzywych z tej grupy zawieraj¹ prace [6-8].
Poszukiwania i badania innych krzywych by³y przedmiotem
rozwa¿añ równie¿ w literaturze zagranicznej. Mo¿na tu wy-
mieniæ miêdzy innymi prace [9-12]. Przedstawiono lub ana-
lizowano w nich rozwi¹zania krzywych przejœciowych opi-
sanych funkcj¹ krzywizny. Warto nadmieniæ, ¿e prace [11]
i [12] w pewnym stopniu zawieraj¹ analizy prowadz¹ce do
wyznaczenia rozwi¹zañ krzywych przejœciowych, które
wczeœniej zosta³y zaprezentowane w literaturze polskiej,
m.in. w pracach [6] i [13]. Inne propozycje krzywych przej-
œciowych przedstawiono w artyku³ach [14-16]. W odró¿nie-
niu od krzywych analizowanych w pracach wymienionych
wczeœniej, które s¹ opisane funkcj¹ krzywizny, w artyku³ach
tych zaprezentowano krzywe opisane funkcj¹ jawn¹. W uzu-
pe³nieniu tej listy, mo¿na wspomnieæ o krzywych, które zo-
sta³y wyznaczone z myœl¹ o projektowaniu ³uków piono-
wych (np. [17] i [18]).

Maj¹c na wzglêdzie nie tylko warunki dynamiki ruchu, sta-
nowi¹ce do tej pory g³ówne przes³anki stosowania krzywych
przejœciowych, lecz równie¿ mo¿liwoœci swobodnego
kszta³towania geometrycznego ³uków w obrêbie tras drogo-
wych, uzasadnione jest poszukiwanie innych, korzystniej-
szych pod tym wzglêdem rozwi¹zañ ni¿ klotoida. Do takich
nowoczesnych rozwi¹zañ krzywych przejœciowych mo¿na
zaliczyæ tzw. wielomianowe krzywe przejœciowe, które zo-
sta³y zaprezentowane miêdzy innymi w pracach [13], [19]
i [20]. Podobnie jak klotoida, daj¹ one mo¿liwoœæ p³ynnej
zmiany krzywizny od zera w punkcie pocz¹tkowym do
okreœlonej wartoœci maksymalnej w punkcie koñcowym.
Mo¿na dodaæ, ¿e wielomianowe krzywe przejœciowe, które

1. INTRODUCTION

So far clothoid 2) has been the most widely used curve in
the alignment design of curvilinear road sections. It owes
its popularity primarily to the linear increase of curvature
along the arc length. Application of clothoids in road
alignment design in different geometric arrangements has
been widely described in the literature in the field. Refer-
ences include papers by Polish authors [1-2] and papers
published in the English language [3-5].

According to literatures, curves other than clothoid are of-
ten chosen as a preferred option on the basis of vehicle dy-
namics or to cope with potential terrain constraints. The
most widely used curves in this group are described in
[6-8]. Searching for and investigation of curves have been
the subject of research of scientists from various countries.
The results of their research have been reported for exam-
ple in [9-12]. They present or examine transition curves
described by curvature functions. It is worth to note that
papers [11] and [12] contain analyses leading to defining
transition curves which have already been presented by
Polish researchers, for example in [6] and [13]. Other tran-
sition curve options are proposed in [14-16]. However,
these curves, other than the curves examined in earlier pa-
pers, are described by explicit functions rather than curva-
ture functions used to describe the former curves. Finally,
curves defined for design of vertical arcs can be mentioned
to complement the list (as described for example in [17]
and [18]).

There is a need for options other than clothoid when the
flexibility of shaping the horizontal alignment becomes an
issue in addition to the vehicle dynamics, which has been
the main factor considered in the design of transition
curves so far. Polynomial transition curves described for
example in [13], [19] and [20] can be considered one of
such options. Similarly to the clothoid the transition
curves enable gradual increase of the radius from zero at
the point of curvature (PC) to a pre-defined maximum
value of radius at the point of tangency (PT). Note also that
the polynomial transition curves which are examined in
the further part of this paper were proposed by the author
also for use in the design of vertical arcs ([21-23]).

Polynomial transition curves are distinguished by their
characteristic placement in the Cartesian coordinate sys-
tem, clearly different than that of clothoid. In clothoids the
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2) krzywa przejœciowa stosowana w trasowaniu drogi na planie w celu
stworzenia ³agodnego przejœcia pomiêdzy dwoma elementami trasy
o ró¿nej krzywiŸnie, zwykle miêdzy prost¹ a ³ukiem ko³owym

2) transition curves are used in road horizontal alignment design to obtain
gradual transition between two elements of different curvature, most
often between a tangent and a circular curve



s¹ analizowane w dalszej czêœci niniejszego artyku³u, zo-
sta³y zaproponowane przez autora równie¿ do projektowa-
nia ³uków pionowych ([21-23]).

Cech¹ charakterystyczn¹ wielomianowych krzywych przej-
œciowych jest odmienne ni¿ klotoida ulokowanie w uk³adzie
wspó³rzêdnych prostok¹tnych. Jak wiadomo, w przypadku
klotoidy styczna g³ówna zajmuje po³o¿enie poziome, czego
wynikiem s¹ okreœlone procedury wyznaczania ³uków po-
ziomych w podejœciu tradycyjnym. W przeciwieñstwie do
klotoidy, w przypadku wielomianowych krzywych przej-
œciowych styczna w punkcie pocz¹tkowym jest nachylona
pod okreœlonym k¹tem wzglêdem osi odciêtych, natomiast
styczna w punkcie koñcowym jest pozioma (Rys. 1). Wielo-
mianowe krzywe przejœciowe s¹ wiêc odpowiednikiem
sinusoidalnej krzywej przejœciowej, której u¿ycie w proje-
ktowaniu ³uków poziomych zosta³o przedstawione przez au-
tora w [24].

Z uwagi na mo¿liwoœæ transformacji wspó³rzêdnych do do-
wolnego uk³adu wspó³rzêdnych, nie stanowi to oczywiœcie
przeszkody w u¿yciu tych krzywych w trasowaniu ³uków
poziomych. Za takim, alternatywnym podejœciem przema-
wiaj¹ bowiem szerokie mo¿liwoœci elastycznego kszta³to-
wania geometrii wielomianowych krzywych przejœciowych,
co mo¿e byæ korzystne w razie koniecznoœci dopasowania
przebiegu ³uku do ograniczeñ terenowych. W dalszej czêœci
artyku³u zostan¹ przedstawione równania, umo¿liwiaj¹ce
wygodne stosowanie wielomianowych krzywych przejœcio-
wych w zastosowaniach drogowych w odniesieniu do proje-
ktowania ³uków poziomych.

2. MATEMATYCZNY OPIS
WIELOMIANOWYCH KRZYWYCH
PRZEJŒCIOWYCH

Wœród znanych rozwi¹zañ wielomianowych krzywych
przejœciowych mo¿na wymieniæ krzywe z g³adkim oraz
nieg³adkim wykresem krzywizny. Rodzina wielomiano-
wych krzywych przejœciowych z g³adkim wykresem krzy-
wizny zosta³a wyznaczona przez Grabowskiego w [13] i jest
opisana równaniem:
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� �0, . W powy¿szym
równaniu x
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jest odciêt¹ punktu koñcowego w lokalnym

uk³adzie wspó³rzêdnych krzywej, tg u
P

– nachyleniem sty-
cznej w punkcie pocz¹tkowym krzywej, natomiast C – pa-
rametrem opisuj¹cym zale¿noœæ miêdzy nachyleniem stycz-
nej w punkcie pocz¹tkowym, projektowanym promieniem

tangent line drawn at the point of curvature runs horizon-
tally which results in specific horizontal arc design proce-
dures applied in the conventional approach. This is
different in the case of polynomial transition curves in
which the tangent line drawn at the point of curvature is in-
clined in relation to the x-axis and the tangent line drawn
at the point of tangency runs horizontally (Fig. 1). As such,
polynomial transition curves can be considered equivalent
of sinusoidal transition curves whose application in hori-
zontal arc design is presented in [24].

With possible transformation of the original coordinates to
any system it is not a problem to use these curves for de-
sign of horizontal arcs. The rationale for using this alterna-
tive approach are the extensive possibilities of shaping
polynomial transition curves, which may be desirable in
the case of terrain constraints in the area of the planned
curve. The following part of this paper presents formulas
with which polynomial transition curves can be conve-
niently used in designing horizontal arcs of road align-
ment.

2. MATHEMATICAL DESCRIPTION OF
POLYNOMIAL TRANSITION CURVES

The available polynomial transition curves include curves
with smooth or non-smooth curvature graphs. A family of
polynomial transition curves with smooth curvature graph
was defined by Grabowski in [13] and is represented by
the following equation:
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� �0, . In the above equation
x

K
is the x-coordinate of the point of tangency in the local

Roads and Bridges - Drogi i Mosty 16 (2017) 5 - 14 7

Fig. 1. Polynomial transition curve drawn in a local coordinate
system
Rys. 1. Wielomianowa krzywa przejœciowa w lokalnym uk³adzie
wspó³rzêdnych
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krzywizny R
K

w punkcie koñcowym oraz odciêt¹ punktu
koñcowego. Zgodnie z prac¹ [6], parametr C jest opisany
równaniem:
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i w przypadku krzywych (1) mo¿e przybieraæ wartoœci
z przedzia³u C 
� �2 5 3 5, .

Natomiast rodzina wielomianowych krzywych przejœcio-
wych z nieg³adkim wykresem krzywizny zosta³a wyznaczo-
na przez Kobrynia [19] i jest opisana równaniem:
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W przypadku krzywych (3) parametr opisany równaniem
(2) mo¿e przybieraæ wartoœci z przedzia³u C 
� �1 3 2 3, .

Z zale¿noœci (2) wynika, ¿e odciêta punktu koñcowego x
K

jest odwrotnie proporcjonalna do wartoœci parametru C .
Mo¿liwe do uzyskania ró¿nice d³ugoœci odciêtej x

K
uwida-

czniaj¹ siê szczególnie dla skrajnych wartoœci C z podanych
przedzia³ów dopuszczalnych. W przypadku krzywych (1),
dla C = 2 5 d³ugoœæ x

K
jest o 50% wiêksza ni¿ dla C = 3 5.

Natomiast w przypadku krzywych (3), odciêta x
K

dla C =1 3
jest dwukrotnie d³u¿sza ni¿ dla C = 2 3.

Dziêki powy¿szym mo¿liwoœciom doboru wartoœci parame-
tru C spoœród wartoœci dopuszczalnych, uzyskuje siê du¿¹
swobodê kszta³towania geometrii krzywych (1) oraz (3), co
ilustruje Rys. 2. Na rysunku przedstawiono przyk³adowe
wykresy tych krzywych, odpowiadaj¹ce jednakowej warto-
œci nachylenia stycznej pocz¹tkowej (tg u

P
), jednakowej

wartoœci promienia krzywizny w punkcie koñcowym R
K

,
lecz ró¿nym wartoœciom parametruC . W odniesieniu do pa-
rametru C przyjêto przy tym nastêpuj¹ce oznaczenia: C

g
–

parametr krzywej (1) z g³adkim wykresem krzywizny,C
n

–
parametr krzywej (3) z nieg³adkim wykresem krzywizny.

system of coordinates, tan u
P

is the slope of the tangent
line drawn at the point of curvature, and C is the parameter
representing the relationship between the slope of the tan-
gent line drawn at the point of curvature, planned radius at
the point of tangent R

K
and x-coordinate of the point of

tangent. According to [6] C can be calculated with the fol-
lowing equation:
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and for curves (1) it assumes values from the range
C 
� �2 5 3 5, .

The following equation describes a family of polynomial
transition curves with non-smooth curvature graph, de-
fined by Kobryñ in [19]:
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In the case of curves (3) the parameter described by equa-
tion (2) can assume values from the range C 
� �1 3 2 3, .

According to (2) the x-coordinate at the point of tangency
is inversely proportional to the value of C. The available
differences of the length of x

K
are particularly evident for

the limit values of the specified permissible ranges of C. In
the case of curves (1) for C =2 5the length of x

K
is by 50%

greater than for C = 3 5. For curves (3) the length of x
K

for
C =1 3 is two times greater than for C = 2 3.

The option to choose the value of C from the permitted
range of values provides high flexibility of shaping the
curves (1) and (3) - see Fig. 2. The drawing presents exam-
ples of such curves with the same value of slope of the tan-
gent line drawn at the point of curvature (tan u

P
), the same

radius at the point of tangency R
K

and different values of
C. The following designations are used for parameter C:
C

g
– parameter of curve (1) with smooth curvature graph,

C
n

– parameter of curve (3) with non-smooth curvature
graph.

Note that x-coordinate x
K

fulfils the role of scaling factor
defining the value of y-coordinate. From the relationship
(2) we can see that x

K
has a similar effect on the length of

radius R
K

. Bringing back the concept of unit clothoid we
can see a similar understanding of polynomial curve for
x

K
� 1 or R

K
� 1. However, in the present-day situation

with all design computations performed with the assistance
of computers this has no practical effect, other than in the
case of unit clothoid in earlier times. In the case of polyno-
mial transition curves it is more the case of signal indicating
possibility of expanding their geometric characteristics at
x

K
� 1 or R

K
� 1 to any other values of these quantities.
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Fig. 2. Example graphs of curves defined by equations (1) and (3)
Rys. 2. Przyk³adowe wykresy krzywych zdefiniowanych równaniami
(1) i (3)
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Nale¿y zauwa¿yæ, ¿e odciêta x
K

pe³ni rolê czynnika ska-
luj¹cego, od którego zale¿y wartoœæ rzêdnej y. Z zale¿noœci
(2) wynika, ¿e w podobny sposób odciêta x

K
wp³ywa na

d³ugoœæ promienia R
K

. Nawi¹zuj¹c do pojêcia klotoidy jed-
nostkowej, stwierdzimy wiêc, ¿e przy x

K
� 1 lub R

K
� 1

chodzi o podobne rozumienie wielomianowej krzywej prze-
jœciowej. Z uwagi na wspó³czesne realia i komputerowe
wspomaganie wszelkich obliczeñ projektowych, nie ma to
jednak znaczenia praktycznego (jak dawniej w przypadku
klotoidy jednostkowej). W odniesieniu do wielomianowych
krzywych przejœciowych chodzi raczej o sygna³ wskazuj¹cy
na mo¿liwoœæ rozszerzenia ich charakterystyki geometrycz-
nej przy x

K
� 1lub R

K
� 1 na inne, dowolne wartoœci tych

wielkoœci.

W uzupe³nieniu podstawowej charakterystyki analizowa-
nych krzywych mo¿na dodaæ, ¿e rzêdna punktu koñcowego
wynika z równañ (1) i (3) dla x x

K
� (czyli dla t �1) i jest

opisana równaniami:
• w przypadku krzywych (1)
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Nale¿y dodaæ, ¿e równania (4) i (5) s¹ istotne z punktu wi-
dzenia procedury obliczeniowej, zwi¹zanej z trasowaniem
³uku poziomego z u¿yciem odpowiedniej krzywej, co zosta-
nie przedstawione w dalszej czêœci tego opracowania.

D³ugoœæ ciêciwy ³¹cz¹cej punkty pocz¹tkowy i koñcowy
krzywych (1) lub (3) wynika z równania:
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Na podstawie powy¿szego równania, po uwzglêdnieniu za-
le¿noœci:
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• w przypadku krzywych (3)
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In addition to the basic characteristic of the analysed
curves we can add that the PT ordinate results from equa-
tions (1) and (3) for x x

K
� (that is for t �1) and it is de-

scribed by the following equations:
• for curves (1)
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• for curves (3)
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Note that equations (4) and (5) are important from the point
of view of the calculation procedure related to designing ho-
rizontal arcs with appropriate curves, which will be presen-
ted further below.

The length of chord between PC and PT of curves (1) or (3)
is defined by the following equation:
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Taking the above equation and the relationship
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and (4) and (5), as appropriate, yields:

• for curves (1)
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• for curves (3)
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Table 1 gives the values of x
K

, y
K

and s for chosen tan u
P

and C pairs, assuming R
K

. These values show how useful
it is for designers to be able to freely choose the value of C
from a set of values permitted for a given curve. In both
families of curves the value of C has a significant effect on
both the dimensions and the long chord, as well as the arc
geometry. Moreover, the obtained values show that for the
same values of R

K
, tan u

P
and C arcs made up of curves

(1) are slightly longer than the corresponding arcs made
up of curves (3).
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3. WIELOMIANOWE KRZYWE
PRZEJŒCIOWE JAKO ELEMENT
£¥CZ¥CY PROST¥ Z £UKIEM
KO£OWYM

W tradycyjnych zastosowaniach klotoidy z regu³y mamy do
czynienia z dwoma rodzajami uk³adów geometrycznych:

• klotoida – ³uk ko³owy – klotoida,

• biklotoida.

Przy stosowaniu zamiast klotoidy odpowiedniej wielomia-
nowej krzywej przejœciowej, ogólne zasady wyznaczania
tych uk³adów geometrycznych pozosta³yby niezmienione.
Zasadnicza ró¿nica tkwi³aby natomiast w szczególnym po-
dejœciu do obliczania wielkoœci liniowych, s³u¿¹cych do wy-
znaczania ³uku utworzonego przez krzyw¹ (1) lub (3), jeœli
odpowiednie wielkoœci geometryczne by³yby odniesione -
tak jak w przypadku klotoidy – do stycznej g³ównej, czyli
stycznej w punkcie pocz¹tkowym. Wzory pozwalaj¹ce na
realizacjê obliczeñ tych wielkoœci wynikaj¹ z Rys. 3.

Na podstawie Rys. 3 mo¿na zapisaæ odpowiednie równania,
niezbêdne do wyznaczenia ³uku. Opisuj¹ one kolejno:

• styczn¹ g³ówn¹ T (PW )

T
x

u

K

p

�
cos

, (10)

3. POLYNOMIAL TRANSITION CURVES
USED TO CONNECT A TANGENT WITH
CIRCULAR ARC

There are two conventional clothoid-based geometric sys-
tems:

• clothoid – circular arc – clothoid,

• biclothoid.

Replacing clothoid with an appropriate polynomial transi-
tion curve would not change the general principles of de-
fining these geometrical systems. The primary difference
lies in the particular approach to calculation of linear
quantities used for defining the arc formed by curve (1) or
(3) in the case when the respective geometric quantities
are related to the main tangent line, that is the tangent line
drawn at the point of curvature, as in the case of clothoid.
The formulas for calculating these quantities transpire
from Fig. 3.

On the basis of Fig. 3 we can write appropriate equations
which are necessary for defining the arc. These equations
describe:

• tangent line at the point of curvature T (PW )

T
x

u

K

p

�
cos

, (10)
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Table 1. Values of x
K
, y

K
and s corresponding to selected tanu

P
and C pairs (assuming R

K
�1)

Tablica 1. Wartoœci x
K
, y

K
oraz s odpowiadaj¹ce wybranym parom tg u

P
oraz C (przy za³o¿eniu R

K
�1)

Slope
Nachylenie

tan u
P

Parameter
Parametr

C

Curves / Krzywe (1) Curves / Krzywe (3)

x-coordinate
odciêta

y-coordinate
rzêdna

chord
ciêciwa

x-coordinate
odciêta

y-coordinate
rzêdna

chord
ciêciwa

x
K

y
K

s x
K

y
K

s

0.5

1 3 – – – 1.50000 0.56250 1.60200

0.4 1.25000 0.46875 1.33500 1.25000 0.44271 1.32608

0.5 1.00000 0.35000 1.05948 1.00000 0.33333 1.05409

0.6 0.83333 0.27778 0.87841 0.83333 0.26620 0.87482

2 3 – – – 0.75000 0.23438 0.78577

1.0

1 3 – – – 3.00000 2.25000 3.75000

0.4 2.50000 1.87500 3.12500 2.50000 1.77083 3.06363

0.5 2.00000 1.40000 2.44131 2.00000 1.33333 2.40370

0.6 1.66667 1.11111 2.00308 1.66667 1.06481 1.97778

2 3 – – – 1.50000 0.93750 1.76887

1.5

1 3 – – – 4.50000 5.06250 6.77340

0.4 3.75000 4.21875 5.64450 3.75000 3.98438 5.47154

0.5 3.00000 3.15000 4.35000 3.00000 3.00000 4.24264

0.6 2.50000 2.50000 3.53553 2.50000 2.39583 3.46266

2 3 – – – 2.25000 2.10938 3.08415



• d³ug¹ styczn¹ T
d

(PM )

T
y

u
d

K

p

�
sin

, (11)

• normaln¹ N (WK )

N T u y
p K

� �sin , (12)

• krótk¹ styczn¹ T
k

(MK)

T
N

u
K

p

�
tg

, (13)

• odciêt¹ X koñca wielomianowej krzywej przejœcio-
wej, odniesion¹ do stycznej g³ównej (PK �)

X T K W� � � , (14)

• rzêdn¹ Y koñca wielomianowej krzywej przejœcio-
wej, liczon¹ od stycznej g³ównej ( �K K)

Y N u
p

� cos , (15)

• odsuniêcie ko³a krzywizny od stycznej g³ównej H

H SS R
K

� � � , (16)
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Fig. 3. Designing of an arc composed of curves
defined by equation (1) or (3)
Rys. 3. Projektowanie ³uku utworzonego przez
krzywe zdefiniowane równaniem (1) lub (3)

• long tangent line T
d

(PM )

T
y

u
d

K

p

�
sin

, (11)

• normal line N (WK )

N T u y
p K

� �sin , (12)

• short tangent line T
k

(MK)

T
N

u
K

p

�
tan

, (13)

• x-coordinate X of the end of polynomial transition
curve referred to the tangent line at the point of cur-
vature (PK �)

X T K W� � � , (14)

• ordinate Y of the end of transition curve measured
from the tangent line at the point of curvature ( �K K)

Y N u
p

� cos , (15)

• offset of curvature circle from the tangent line at the
point of curvature H

H SS R
K

� � � , (16)

y

xP

u
P

X
S

T
d

H

s R
K

S

T
k

M

K

S

u
P

R
K

N

W
V

K

U Y

T

X '

Y
S

'



• odciêt¹ X
S

œrodka ko³a krzywizny (PS �)

X X R u
S K p

� � sin , (17)

• rzêdn¹ Y
S

œrodka ko³a krzywizny ( �S S )

Y H R
S K

� � , (18)

• podstyczn¹U (MK �)
U T u

k p
� cos , (19)

• podnormaln¹V ( �K W )

V N u
p

� sin . (20)

Korzystaj¹c z powy¿szych równañ, a tak¿e z zale¿noœci (2)
oraz (4) i (5), po dokonaniu odpowiednich przekszta³ceñ
otrzymano wzory koñcowe, które zestawiono w Tabl. 2.
Analogicznie jak w klasycznym podejœciu z u¿yciem klotoi-
dy ([1], [2]), wielkoœci geometryczne wynikaj¹ce z przed-
stawionych równañ mog¹ znaleŸæ zastosowanie w wyzna-
czaniu ³uków z³o¿onych z symetrycznych lub niesy-
metrycznych ga³êzi krzywych (1) lub (3) w po³¹czeniu
z ³ukiem ko³owym. Na identycznych zasadach, jak w przy-
padku biklotoidy, mo¿liwe jest te¿ wyznaczenie ³uku z³o¿o-
nego z symetrycznych lub niesymetrycznych ga³êzi krzy-
wych (1) lub (3), ale z pominiêciem ³uku ko³owego. Podzia³
ca³ego k¹ta zwrotu trasy � na czêœæ przypadaj¹c¹ na ³uk
ko³owy i czêœci przypadaj¹ce na dwa ³uki krzywej (1) lub
(3) odbywa³by siê wed³ug obowi¹zuj¹cych regu³, czyli
zgodnie z warunkiem:

� � 2u
p
. (21)

Natomiast do wyznaczenia punktów poœrednich ³uku krzy-
wej mog¹ pos³u¿yæ wzory definiuj¹ce po³o¿enie tych pun-
któw w odniesieniu do stycznej g³ównej PW. Przyjmuj¹c
pocz¹tek lokalnego uk³adu wspó³rzêdnych w punkcie P,
stwierdzimy, ¿e wspó³rzêdne �x i �y mo¿na wyznaczyæ ze
wzorów transformacyjnych w postaci:

� � �x x u y u
p p

cos sin (22)

oraz

� � �y x u y u
p p

sin cos . (23)

przy czym: x t x
K

� � (gdzie t 
� �0 1, ), natomiast wartoœæ
rzêdnej y wynika z równania odpowiedniej krzywej (1) lub
(3).

• x-coordinate X
S

of the centre of circle of curvature
(PS �)

X X R u
S K p

� � sin , (17)

• ordinateY
S

of the centre of circle of curvature ( �S S )

Y H R
S K

� � , (18)

• sub-tangent lineU (MK �)

U T u
k p

� cos , (19)

• sub-normal lineV ( �K W )

V N u
p

� sin . (20)

The final formulas compiled in Table 2 are obtained
through appropriate transformations of the above equa-
tions and relationships (2), (4) and (5). Similarly to the
clothoid – based conventional approach ([1], [2]) the geo-
metric quantities obtained with these equations can be
used for defining arcs composed of symmetric or non
symmetric branches of curves (1) or (3) in combination
with a circular arc. The same principle as used for
biclothoid can be used to define an arc composed of sym-
metric or non-symmetric branches of curves (1) or (3), yet
without circular arch. The division of the intersection
(route turn) angle � between the circular arc and the two
arcs of curve (1) or (3) would follow the same principles,
i.e. according to the following condition:

� � 2u
p
. (21)

Intermediate points can be determined with the formulas
defining their positions in relation to the PW tangent line
drawn at the point of curvature. Let the origin of the local
system of coordinates be at point P and then coordinates

�x and �y can be calculated with transformation formulas
written as follows:

� � �x x u y u
p p

cos sin (22)

and

� � �y x u y u
p p

sin cos . (23)

where x t x
K

� � with t 
� �0 1, , and the value of y-coordi-
nate can be determined from equation of curve (1) or (3) as
appropriate.
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4. WNIOSKI

Przedstawione równania pozwalaj¹ na wprowadzenie wie-
lomianowych krzywych przejœciowych do praktyki projek-
towej w zakresie wyznaczania krzywoliniowych odcinków
tras drogowych. Zale¿noœci (2), (4) oraz (5) umo¿liwiaj¹
wygodne powi¹zanie ze sob¹ podstawowych parametrów
projektowych tych krzywych, takich jak: minimalny pro-
mieñ krzywizny, nachylenie stycznej pocz¹tkowej oraz roz-
piêtoœæ ³uku krzywej, wyra¿ona poœrednio za pomoc¹ od-
ciêtej i rzêdnej punktu koñcowego. Pozosta³e wzory
szczegó³owe umo¿liwiaj¹ obliczenie niezbêdnych danych
do wyznaczenia ³uku wielomianowej krzywej przejœciowej
w terenie.

4. CONCLUSIONS

These equations enable introducing polynomial transition
curves into design practice for designing curvilinear sec-
tions of road alignments. The relationships (2), (4) and (5)
enable relating, in a convenient manner, the key design pa-
rameters including: the minimum radius of curvature,
slope of tangent line at the point of curvature and long
chord length expressed indirectly by the x and y coordi-
nates of the point of tangency. The remaining detailed for-
mulas enable calculating the data required for setting out
the arc of polynomial transition curve in field.

The above analyses allow us to conclude that owing to ex-
tensive shaping capabilities polynomial transition curves

Roads and Bridges - Drogi i Mosty 16 (2017) 5 - 14 13

Table 2. Formulas describing the quantities required for defining of arch with the use of curves (1) and (3)
Tablica 2. Wzory opisuj¹ce wielkoœci niezbêdne do wyznaczenia ³uku z u¿yciem krzywych opisanych (1) oraz (3)

Quantity
Wielkoœæ

Equation / Wzór

curves / krzywe (1) curves / krzywe (3)

Tangent line at the point of curvature
Styczna g³ówna

T R
u

u C
K

p

p

�
tan

cos

1
T R

u

u C
K

p

p

�
tan

cos

1

Long tangent line
D³uga styczna

T R
u

u

C

C
d K

p

p

�
�tan

cos

5 1

10 2
T R

u

u

C

C
d K

p

p

�
�tan

cos

6 1

12 2

Normal line
Normalna

N R u
C

C
K p

�
�

tan 2

2

5 1

10
N R u

C

C
K p

�
�

tan 2

2

6 1

12

Short tangent line
Krótka styczna

T R u
C

C
K K p

�
�

tan
5 1

10 2
T R u

C

C
K K p

�
�

tan
6 1

12 2

PT x-coordinate related to the tangent line
drawn at the point of tangency
Odciêta koñca odniesiona do stycznej
g³ównej

X R
u

u C
u

C

C
K

p

p

p
� �

�

�
�

�

�
�

tan

cos
sin

1 5 1

10
2

2
X R

u

u C
u

C

C
K

p

p

p
� �

�

�
�

�

�
�

tan

cos
sin

1 6 1

12
2

2

PT y-coordinate measured from the tangent
line drawn at the point of tangency
Rzêdna koñca liczona od stycznej g³ównej

Y R u u
C

C
K p p

�
�

tan cos2

2

5 1

10
Y R u u

C

C
K p p

�
�

tan cos2

2

6 1

12

Offset of the circle of curvature
Odsuniêcie ko³a krzywizny

H R u u
C

C
K p p

�
�

�


�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
	cos tan 2

2

5 1

10
1 1 H R u u

C

C
K p p

�
�

�


�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
	cos tan 2

2

6 1

12
1 1

x-coordinate of the circle of curvature
centre
Odciêta œrodka ko³a krzywizny

X R u
u C

u
C

C
S K p

p

p
� �

�

�
�

�

�
� �

�

�
�
�

�

�
	
	

sin
cos

sin
1 1 5 1

10
1

2

2

2
X R u

u C
u

C

C
S K p

p

p
� �

�

�
�

�

�
� �

�

�
�
�

�

�
	
	

sin
cos

sin
1 1 6 1

12
1

2

2

2

y-coordinate of the circle of curvature
centre
Rzêdna œrodka ko³a krzywizny

Y R u u
C

C
S K p p

�
�

�


�
�

�

�
�cos tan 2

2

5 1

10
1 Y R u u

C

C
S K p p

�
�

�


�
�

�

�
�cos tan 2

2

6 1

12
1

Sub-tangent
Podstyczna

U R u
C

C
K p

�
�

sin
5 1

10 2
U R u

C

C
K p

�
�

sin
6 1

12 2

Sub-normal
Podnormalna

Y R u u
C

C
K p p

�
�

sin tan 2

2

5 1

10
Y R u u

C

C
K p p

�
�

sin tan 2

2

6 1

12



Podsumowuj¹c, nale¿y stwierdziæ, ¿e wielomianowe krzy-
we przejœciowe mog¹ byæ u¿ytecznym narzêdziem proje-
ktowym w trasowaniu tras drogowych, z uwagi na szerokie
mo¿liwoœci kszta³towania ich geometrii. Potwierdzeniem
tego potencja³u aplikacyjnego s¹ bez w¹tpienia wyniki
przyk³adowych obliczeñ wybranych parametrów geometry-
cznych.
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