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STRESZCZENIE. Podstawowym tematem artyku³u jest eksperymentalna analiza sztywnoœci
strunobetonowych belek prefabrykowanych. Badania przeprowadzono w dwóch etapach. W
pierwszym etapie, na stanowisku badawczym badano same belki prefabrykowane do
zarysowania. W drugim etapie badano dŸwigary zespolone z³o¿one z tych samych belek oraz
¿elbetowych p³yt lub nadbetonu uk³adanych „in situ” na prefabrykatach. W etapie tym badania
prowadzono a¿ do zniszczenia dŸwigarów. W ocenie wyników uwzglêdniono rzeczywiste
w³aœciwoœci betonu w belkach i nadbetonie. W analizie wykorzystano zale¿noœci obci¹¿enie –
ugiêcie, moment – krzywizna oraz zastêpczy wspó³czynnik sprê¿ystoœci E

z
.

Na podstawie analizy porównawczej ustalono, ¿e zastêpczy wspó³czynnik sprê¿ystoœci mo¿e
byæ przydatnym narzêdziem do oceny wartoœci momentu dekompresji i momentu rysuj¹cego
jeszcze przed ukazaniem siê rys w badanym elemencie, jak równie¿ oceny stopnia
uplastycznienia materia³ów w belce w stanie poprzedzaj¹cym zniszczenie. Zastêpczy
wspó³czynnik sprê¿ystoœci mo¿e byæ równie¿ wykorzystany do oceny stopnia sprê¿enia
dŸwigara z betonu sprê¿onego.
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1. WPROWADZENIE

Ocena sztywnoœci przês³a lub jego elementów jest jednym z najwa¿niejszych Ÿróde³
informacji o zachowaniu siê konstrukcji pod obci¹¿eniem i zwykle stanowi pierwszy
etap porównania pomiêdzy rzeczywist¹ konstrukcj¹ i jej modelem obliczeniowym.
Takie porównanie w zakresie sprê¿ystym nale¿y do normalnej procedury analizy po
ka¿dym badaniu konstrukcji pod obci¹¿eniem.

Problem znacznie siê komplikuje, je¿eli weŸmiemy pod uwagê fakt, ¿e nawet w za-
kresie obci¹¿eñ u¿ytkowych konstrukcja betonowa pracuje poza zakresem sprê¿y-
stym z powodu daj¹cej siê zauwa¿yæ nieliniowoœci w zachowaniu siê materia³ów,
naprê¿eñ rezydualnych oraz defektów strukturalnych.

Analiza zale¿noœci pomiêdzy momentem zginaj¹cym i krzywizn¹ lub obci¹¿eniem i
ugiêciem elementu belkowego stanowi podstawê do oceny sztywnoœci belki i mo¿e
równie¿ byæ Ÿród³em informacji o stanie jej sprê¿enia, w tym i o zbli¿aniu siê do stanu
zarysowania.

Niniejszy artyku³ porównuje metody s³u¿¹ce do analizy zmiany sztywnoœci elementu
belkowego, przy wzrastaj¹cym obci¹¿eniu, na przyk³adzie badanych mostowych be-
lek strunobetonowych. W artykule wykorzystano badania strunobetonowych belek
prototypowych, prowadzone w Oœrodku Badañ Mostów IBDiM w Kielcach, przed
wprowadzeniem ich do budownictwa mostowego.

Przy porównaniu metod wykorzystano: analizê zale¿noœci krzywizny elementu i mo-
mentu zginaj¹cego lub bezpoœredni¹ analizê wykresu zale¿noœci ugiêæ od przyra-
staj¹cych obci¹¿eñ z F( ). Wykorzystano równie¿, stosowany ju¿ w praktyce
badawczej, zastêpczy wspó³czynnik sprê¿ystoœci E

z
, elementu, który polega na odpo-

wiedniej transformacji wykresu z F( ) [1].

Wobec panuj¹cych kontrowersji na temat przydatnoœci pojêcia zastêpczego
wspó³czynnika sprê¿ystoœci do oceny sztywnoœci belki temat nale¿y uznaæ za wa¿ny.

2. CHARAKTERYSTYKA SZTYWNOŒCI BELEK
POD OBCI¥¯ENIEM

Zale¿noœæ pomiêdzy obci¹¿eniem F, a ugiêciem z mo¿e byæ opisany przez funkcjê
z F( ). Przy sta³ym schemacie obci¹¿enia w trakcie badania, zale¿noœæ ta jest równo-
wa¿na zale¿noœci pomiêdzy momentem zginaj¹cym M , a ugiêciem belki z M( ) w da-
nym jej przekroju. W czasie obci¹¿ania belki relacja pomiêdzy obci¹¿eniem, a
ugiêciem lub obci¹¿eniem a krzywizn¹ w przekroju jest zale¿na od jej sztywnoœci.

Bezpoœrednia analiza krzywej z F( ) jest doœæ niewygodna i trudna do interpretacji. W
praktyce czêsto u¿ywa siê do tego celu znanej zale¿noœci pomiêdzy momentem, a
krzywizn¹ zginanej belki, któr¹ dla modelu statycznie wyznaczalnej belki sprê¿onej
mo¿na okreœliæ ze zwi¹zku:
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w którym:

M – moment zginaj¹cy w przekroju,

P
v

– si³a sprê¿aj¹ca,

e
v

– mimoœród si³y sprê¿aj¹cej,

EI – sztywnoœæ belki.

Ze wzoru (1) wynika, ¿e wartoœæ iloczynu P e
v v

w istotny sposób wp³ywa na wartoœæ
krzywizny belki sprê¿onej w porównaniu z belk¹ ¿elbetow¹, zw³aszcza w pocz¹tko-
wej fazie jej pracy.

Krzywiznê belki mo¿na okreœliæ korzystaj¹c z metody ró¿nic skoñczonych, zastoso-
wan¹ przez W. Wierzbickiego przy obliczeniach p³yt [2] i zwi¹zek ten przyjmie po-
staæ:
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w którym:

z
3
, z

4
, z

5
– ugiêcia belki w kolejnych punktach 3, 4, 5, po³o¿onych

w odleg³oœci Δx miêdzy sob¹.

Oczywiœcie, aby okreœliæ krzywiznê w przekroju wartoœci Δx powinny byæ bardzo
ma³e. Je¿eli wartoœci te s¹ stosunkowo du¿e, tak jak w przypadku badanej belki T27,
równe 2,50 m, czyli odpowiadaj¹ one 1,87-krotnej wysokoœci belki, wzór ten okreœla
œredni¹ wartoœæ krzywizny na odcinku belki o d³ugoœci 5,00 m, pomiêdzy przy³o¿ony-
mi si³ami. Na odcinku tym wartoœæ momentu zginaj¹cego jest sta³a o ile pominie siê
wp³yw ciê¿aru w³asnego i dlatego na krzywiznê mog¹ mieæ istotny wp³yw jedynie
miejscowe defekty w postaci rozwijaj¹cych siê rys w trakcie obci¹¿ania. Uzasadnia to
dodatkowo prawid³owoœæ zastosowania wzoru (2) i przyjêtych warunków do okreœla-
nia krzywizny.

Krzywiznê belki mo¿na okreœliæ równie¿ na podstawie pomiarów odkszta³ceñ betonu
belki w przekroju – w tym przypadku korzystamy ze znanego wzoru:
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−
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w którym:

ε
g
, ε

d
– odpowiednio, zmierzone odkszta³cenia na górnej i dolnej

krawêdzi przekroju belki,

h – odleg³oœæ pomiêdzy punktami pomiarowymi w przekroju belki.
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Przy d³ugoœci bazy pomiarowej tensometru, wynosz¹cej 50 mm, tak okreœlana krzy-
wizna najbardziej zbli¿ona jest do wartoœci teoretycznej, któr¹ mo¿na interpretowaæ
jako „krzywiznê przekroju”. W przypadku betonowej belki strunobetonowej, tak
okreœlana krzywizna mo¿e byæ jednak w najwy¿szym stopniu obci¹¿ona wp³ywem
efektów miejscowych, np. pod wp³ywem rysy, powstaj¹cej w s¹siedztwie tensometru.

Do oceny zachowania siê sprê¿onej belki betonowej pod obci¹¿eniem mo¿na równie¿
pos³ugiwaæ siê pojêciem zastêpczego wspó³czynnika sprê¿ystoœci E

z
i ′E

z
[1, 3].

Wartoœæ tego wspó³czynnika mo¿na wyraziæ nastêpuj¹co:

E
F

z

F

z
z

m m

= ′ =α αE
z

lub
Δ
Δ

[MPa lub GPa] , (4)

gdzie:

F – wartoœæ obci¹¿enia,

z
m

– wartoœæ ugiêcia w rozpatrywanym przekroju belki,

α – wartoœæ zale¿na od warunków brzegowych dla elementu,
rozpiêtoœci, charakterystyki geometrycznej i sposobu obci¹¿enia,
np. dla belki swobodnie podpartej obci¹¿onej pojedyncz¹ si³¹
w œrodku rozpiêtoœciα = L I3 48/ , gdzie L - rozpiêtoœæ belki,
a I - moment bezw³adnoœci przekroju,

ΔF, Δz
m

– odpowiednio, skoñczone przyrosty obci¹¿enia i ugiêcia belki.

Wzory (4) wynikaj¹ z przekszta³cenia wzoru na ugiêcie belki przy przyjêtym schema-
cie jej obci¹¿enia. W przypadku belki obci¹¿onej pojedyncz¹ si³¹ w œrodku rozpiêto-
œci ugiêcie opisuje zale¿noœæ:

z
FL
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α ,

czyli otrzymujemy pierwszy ze wzorów (4).

Oczywiœcie we wzorach (4) zamiast wartoœci si³ F i ich przyrostów ΔF mo¿na wpro-
wadziæ odpowiednie wartoœci momentów zginaj¹cych M i ich przyrostów ΔM bez
zmiany ich istoty.

Wartoœci E
z

i ′E
z

nale¿y traktowaæ umownie, bo gdyby sztywnoœæ belki w trakcie zgi-
nania nie ulega³a zmianom, to wartoœci te odpowiada³yby œredniemu modu³owi sprê-
¿ystoœci materia³ów, z których wykonana jest belka. Poniewa¿ jednak w pierwszym
etapie zginania do momentu zarysowania sztywnoœæ belki ulega zmianom w wyniku
nieliniowoœci fizycznej materia³ów, a w drugim etapie po pojawieniu siê rys sztyw-
noœæ ulega dalszej redukcji, traktuj¹c moment bezw³adnoœci przekroju jako wartoœæ
sta³¹, przyjmujemy umownie, ¿e powodem zmiany sztywnoœci jest zmiana wartoœci
E

z
. Dlatego wartoœæ E

z
mo¿na traktowaæ jako wzglêdn¹ miarê sztywnoœci belki w

okreœlonym stanie obci¹¿enia.
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Zalet¹ pojêcia zastêpczego wspó³czynnika sprê¿ystoœci E
z

jest to, ¿e sztywnoœæ belki
mo¿e byæ oceniana w stosunku do wartoœci modu³u sprê¿ystoœci betonu i dlatego
mo¿e ³atwiej przemawiaæ do wyobraŸni oceniaj¹cego pracê belki. Nale¿y zauwa¿yæ,
¿e wartoœci E

z
s¹ tutaj substytutem siecznego wspó³czynnika, a ′E

z
– stycznego

wspó³czynnika sprê¿ystoœci (rys. 1).

Sztywnoœæ belki w trakcie jej obci¹¿ania mo¿na oceniaæ równie¿ poprzez bezpoœred-
nie badanie reakcji belki na obci¹¿enia. Oceny takiej mo¿na dokonaæ poprzez okreœle-
nie relacji pomiêdzy obci¹¿eniem F, a ugiêciem z, wyra¿aj¹cej siê zale¿noœciami:

k
F

z
m

= lub ′ =k
F

z
m

Δ
Δ

[kN/mm] . (5)

£atwo zauwa¿yæ, ¿e wartoœci E
z

i ′E
z

s¹ proporcjonalne do k i ′k , a wspó³czynnikiem
proporcjonalnoœci jest wartoœæ α. Wartoœci k i ′k mo¿na nazwaæ wspó³czynnikami
sztywnoœci, poniewa¿ s¹ one proporcjonalne do sztywnoœci belki, podobnie jak war-
toœci E

z
. Wynika st¹d wniosek, ¿e przy analizie sztywnoœci belki, wykorzystywanie

wykresów zastêpczych wspó³czynników sprê¿ystoœci E
z

jak i zale¿noœci wspó³czyn-
ników k powinno dawaæ identyczne rezultaty.

Dodatkow¹ zalet¹ wspó³czynników sprê¿ystoœci E
z

i wspó³czynników sztywnoœci k
jest fakt, ¿e do okreœlenia ich wartoœci wystarczy znaæ jedynie obci¹¿enie F i ugiêcie
rozpatrywanego przekroju z

m
, co jest szczególnie istotne przy badaniu obiektów mo-

stowych ze wzglêdu na ograniczenie liczby punktów pomiarowych.
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W praktyce badawczej Instytutu Badawczego Dróg i Mostów wartoœæ si³y
obci¹¿aj¹cej dŸwigar okreœla siê za pomoc¹ eksperymentalnie wyznaczonej po-
wierzchni wp³ywu [4], a ugiêcia dŸwigara wynikaj¹ z bezpoœrednich pomiarów.

O przydatnoœci metody analizy sztywnoœci sprê¿onego elementu zginanego powinny
decydowaæ wzglêdy praktyczne, tj. przyjêta metoda powinna informowaæ o wszel-
kich zmianach, zachodz¹cych w reakcji konstrukcji na przyrastaj¹ce momenty zgi-
naj¹ce lub obci¹¿enia, a poœrednio informowaæ o zmianach w uk³adzie naprê¿eñ
wewnêtrznych i zbli¿aniu siê do momentu rysuj¹cego.

3. OGÓLNY OPIS BADANYCH BELEK

Do badañ u¿yto dwóch strunobetonowych belek prefabrykowanych: typu „T”, o prze-
kroju poprzecznym w kszta³cie litery T i o d³ugoœci 26,50 m, w wersji pierwotnej,
oznaczonej symbolem T27 i w wersji zmodernizowanej o zmniejszonej liczbie ciê-
gien sprê¿aj¹cych wiêkszej wytrzyma³oœci, oznaczonej symbolem T27z oraz dwóch
typów belek Kujan, o przekroju w kszta³cie odwróconej litery T i d³ugoœciach 12,00 i
15,00 m. Wszystkie belki przeznaczone s¹ do wspó³pracy z nadbetonem w uk³adzie
zespolonym (rys. 2).

Prefabrykowane belki strunobetonowe typu „T” o d³ugoœci 26,50 m, zosta³y zaprojek-
towane w Przedsiêbiorstwie Robót Mostowych Mosty - £ódŸ S.A. w £odzi w 2001
roku jako nowy typ prefabrykatu dla przêse³ mostów drogowych.

Belki Kujan o d³ugoœci 12,00 m zosta³y zaprojektowane przez Gdañskie Biuro Pro-
jektów Dróg i Mostów w 2005 roku, a belki Kujan o d³ugoœci 14,70 m, z dodatkowym
oznaczeniem NG, zaprojektowano w Warszawskim Biurze Projektów Dróg i Mo-
stów, równie¿ w 2005 roku.

Belki „T” zaprojektowano z betonu B45, a p³ytê wspó³pracuj¹c¹ z betonu B35. Belkê
Kujan o d³ugoœci 12,00 m zaprojektowano z betonu B40 z nadbetonem z betonu B30.
Belkê Kujan NG o d³ugoœci 14,70 m zaprojektowano z betonu B50, a nadbeton z beto-
nu B35.

Wszystkie belki s¹ sprê¿one prostoliniowymi ciêgnami z linφ15,5 mm, z których czê-
œæ w strefach przy podporowych ma wy³¹czan¹ przyczepnoœæ.

Badane belki zaprojektowano zgodnie z norm¹ PN-91/S-10042 oraz przystosowano
do budowy przêse³ pracuj¹cych pod obci¹¿eniem klasy A wed³ug normy obci¹¿eñ
PN-85/S-10030.
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4. OGÓLNY PROGRAM BADAÑ BELEK

Chocia¿ podstawowym celem badañ by³o doœwiadczalne zweryfikowanie belek pod
wzglêdem zgodnoœci podstawowych parametrów z za³o¿eniami projektowymi,
szczególn¹ uwagê poœwiêcono zmianom krzywizny i sztywnoœci belek przy wzra-
staj¹cych obci¹¿eniach.

Podstawowy zakres badañ obejmowa³:

a) wymiary geometryczne belek i w³aœciwoœci betonu:
• wytrzyma³oœæ i jednorodnoœæ betonu w belce i w p³ycie lub nadbetonie,

• wymiary gabarytowe belki,

• strza³ki belki,

b) badania wytrzyma³oœciowe belek pod obci¹¿eniem:
• badanie belki bez p³yty lub nadbetonu do zarysowania (etap I, zakres 1),

• badanie belki z p³yt¹ lub nadbetonem do zarysowania (etap II, zakres 1)
oraz do zniszczenia (etap II, zakres 2).

Belki T27, T27z i Kujan NG badane by³y pod obci¹¿eniem dwukrotnie – pierwszy raz
bez p³yty lub nadbetonu do zarysowania, drugi raz z nadbetonem, do zarysowania i
zniszczenia. Dwie belki Kujan L = 12,00 m badane by³y jednokrotnie, jedn¹ z nich ba-
dano bez nadbetonu do zarysowania, drug¹ badano z nadbetonem do zarysowania i
zniszczenia.

5. WYNIKI BADAÑ BETONU

Wytrzyma³oœæ betonu w belkach okreœlano po 28 dniach dojrzewania na podstawie
badania próbek normowych, wykonanych z mieszanki przy betonowaniu danej belki
oraz badañ sklerometrycznych samej belki.

Wytrzyma³oœæ gwarantowan¹ betonu R
b

G w ka¿dej belce okreœlano bior¹c pod uwagê

oba rodzaje badañ. W podobny sposób badano w³aœciwoœci betonu w p³ycie lub nad-
betonie wspó³pracuj¹cym z belkami, nazwanym tutaj nadbetonem.

Bezpoœrednio przed badaniami wytrzyma³oœciowymi w ka¿dej z belek okreœlano
œredni¹ wytrzyma³oœæ na œciskanie oraz wytrzyma³oœæ gwarantowan¹ betonu. W bel-
kach z nadbetonem podobne badania przeprowadzano zarówno dla belki, jak i nadbe-
tonu. Na podstawie porównania wyników z wytrzyma³oœci¹ betonu po 28 dniach
dojrzewania okreœlano przyrosty wytrzyma³oœci betonu w czasie. Rzeczywisty
wspó³czynnik sprê¿ystoœci betonu E

b
przyjêto wg normy PN-91/S-10042, uwzglêd-

niaj¹c wytrzyma³oœæ gwarantowan¹ betonu i rodzaj u¿ytego kruszywa [5]. W³aœciwo-
œci betonu bezpoœrednio przed badaniami belek pod obci¹¿eniem przyjmowano jako
rzeczywiste, maj¹ce bezpoœredni wp³yw na zachowanie siê badanej belki pod
obci¹¿eniem (tabl. 1).
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Tablica 1. W³aœciwoœci betonu w belkach i w nadbetonie
Table 1. Property of concrete in beams and placed „in situ” concrete

Typ belki

R
b

G [MPa] E
b

[GPa]

Projektowane Rzeczywiste Projektowane Rzeczywiste*)

belka nadbeton belka nadbeton belka nadbeton belka nadbeton

Belka T27
wersja A

B45 B35 63,52 40,71 37,8 34,6 41,2 36,6

Belka T27z
wersja A

B45 B35 54,94 34,66 37,8 34,6 40,2 34,4

Belki Kujan
L = 12 m kl. A

B40 – 65,35 – 36,4 – 41,3 –

B40 B30 62,15 23,27 36,4 32,6 41,1 29,0

Belka Kujan NG 15
L = 14,70 m

B50 B35 55,78 43,29 39,0 34,6 40,3 37,5

*)
E

b
okreœlone na podstawie badañ wytrzyma³oœci na œciskanie betonu, zgodnie z PN-91/S-10042

W celach porównawczych wykonywano równie¿ pomiary ciê¿aru objêtoœciowego be-
tonu. W belkach zastosowano beton z kruszywem granitowym i bazaltowym. Ciê¿ar
objêtoœciowy betonu z kruszywem granitowym wynosi³ œrednio 2,36 g/cm3, a betonu
z kruszywem bazaltowym – 2,52 g/cm3. W nadbetonie zastosowano beton z kruszy-
wem bazaltowym lub kwarcytowym, o ciê¿arze objêtoœciowym betonu 2,43 g/cm3 –
dla bazaltu i 2,29 g/cm3 – dla kwarcytu.

6. BADANIA BELEK POD OBCI¥¯ENIEM

Badania belek pod obci¹¿eniem prowadzono na stanowisku badawczym. Schemat sta-
nowiska badawczego oraz rozmieszczenie punktów pomiarowych pokazano na rysun-
ku 3, na przyk³adzie belki typu „T”. Badania belek Kujan o d³ugoœci 12,00 m i Kujan
NG 15 prowadzono przy takim samym schemacie obci¹¿enia i podobnym rozmiesz-
czeniu punktów pomiarowych przy rozpiêtoœciach teoretycznych, odpowiednio:
L = 11,30 m i 14,30 m i rozstawie si³ obci¹¿aj¹cych, odpowiednio: 3,76 m i 4,76 m.

Schemat obci¹¿enia belek przyjêto zgodnie z norm¹ PN-S-10040:1999, która zaleca
obci¹¿anie badanych belek dwoma si³ami, po³o¿onymi symetrycznie wzglêdem œrod-
ka rozpiêtoœci w rozstawie równym 1/3 rozpiêtoœci lub w przypadku belek o rozpiêto-
œci wiêkszej od 15,00 m – w rozstawie 5,00 m.

Program badañ belek w obu etapach tj. w etapie I – bez nadbetonu do zarysowania i w
etapie II – z nadbetonem do zarysowania i zniszczenia, przewidywa³ obci¹¿anie ich w
trzech cyklach dla ka¿dej procedury obci¹¿ania.
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Obci¹¿enie belki realizowano si³ownikiem hydraulicznym 1000 kN, a wartoœæ si³y
okreœlano si³omierzem tensometrycznym CT-50 (etap I badania) lub
FT-5108/1600kN (etap II badania). Nominalna dok³adnoœæ pomiarowa si³omierzy
wynosi³a l %.

Jak podano w tablicy 2, belki 1, 2 i 5 by³y badane dwukrotnie, raz w ramach etapu I –
bez nadbetonu, a drugi raz w ramach etapu II – z nadbetonem. Jedynie belki 3 i 4 ba-
dane by³y jednokrotnie, belka 3 bez nadbetonu – do zarysowania, a belka 4 z nadbeto-
nem – do zniszczenia.

Tablica 2. Etapy i zakresy obci¹¿eñ w trakcie badañ belek
Table 2. Stages and scopes of loading during tests of beams

Belka
Etapy badañ Zakres obci¹¿eñ

Typ Nr

T27 1

I – bez p³yty 1 – do zarysowania

II – z p³yt¹
1 – do zarysowania

2 – do zniszczenia

T27z 2

I – bez p³yty 1 – do zarysowania

II – z p³yt¹
1 – do zarysowania

2 – do zniszczenia

Kujan L = 12 m

3 I – bez nadbetonu 1 – do zarysowania

4 II – z nadbetonem
1 – do zarysowania

2 – do zniszczenia

Kujan NG 15 5

I – bez nadbetonu 1 – do zarysowania

II – z nadbetonem
1 – do zarysowania

2 – do zniszczenia

Podczas badania mierzono przemieszczenia pionowe oraz odkszta³cenia w wybra-
nych przekrojach belki. Rozmieszczenie czujników oraz przekrojów pomiaru od-
kszta³ceñ przedstawiono na rysunku 3. W punktach od 1 do 7 (rys. 3), prowadzono
pomiary przemieszczeñ pionowych za pomoc¹ czujników indukcyjnych ZEPWN
CL-70-100 o zakresie 50 mm i mo¿liwoœci pomiaru 0,01 mm. U¿yto mostków HBM
SPIDER 8 i komputera z programem HBM catman V 2.0. Na podstawie wyników po-
miarów przemieszczeñ obliczono ugiêcia belek.

Odkszta³cenia betonu mierzono na górnych i dolnych krawêdziach przekroju, w
trzech przekrojach: A, B i C (rys. 3), za pomoc¹ dostosowanych do tego celu i spraw-
dzonych w praktyce badawczej Instytutu, tensometrów elektrooporowych RL-300/50
pod³¹czonych do mostka tensometrycznego IT1.

W tablicy 2 zestawiono etapy badañ i zakresy obci¹¿eñ przy badaniach belek pod
obci¹¿eniem.
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7. PORÓWNANIE METOD ANALIZY SZTYWNOŒCI BELEK
W I ETAPIE BADAÑ

W I etapie badañ uwzglêdniono analizê sztywnoœci wszystkich belek bez nadbetonu,
obci¹¿anych na stanowisku badawczym, zestawionych w tablicy 2. Poniewa¿ badania
obejmuj¹ a¿ piêæ belek, w artykule podano jedynie wyniki badañ bardziej charaktery-
stycznych i typowych dla innych, podobnych, nie prezentowanych tu wyników ba-
dañ.

Na rysunku 4 przedstawiono wykres zale¿noœci ugiêcia z od si³y obci¹¿aj¹cej F dla
belki T27. Na rysunku zaznaczono wartoœci obci¹¿eñ odpowiadaj¹ce dekompresji na-
prê¿eñ œciskaj¹cych na dolnej krawêdzi belki F

D
i pojawienia siê pierwszych rys F

cr
.

W ten sposób zwrócono uwagê na ewentualne zmiany charakteru wykresów po prze-
kroczeniu przez obci¹¿enie tych wartoœci.

Poniewa¿ w czasie badania zachowany jest niezmienny schemat obci¹¿enia belki, za-
le¿noœæ ta jest równoznaczna z zale¿noœci¹ z M( ), czyli ugiêcia od momentu zgi-
naj¹cego w wybranym jej przekroju. Na rysunku tym widoczne s¹ odchy³ki od
liniowej zale¿noœci pomiêdzy obci¹¿eniem a ugiêciem, pomimo stosunkowo niewiel-
kiego zakresu obci¹¿eñ od zera do 1,17⋅F

crd
(F

crd
– obliczeniowa wartoœæ obci¹¿enia

wywo³uj¹cego rysy).
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Rys. 4. Wykres zale¿noœci ugiêcia z od si³y obci¹¿aj¹cej F dla belki T27 bez p³yty
w czasie badania do zarysowania
Fig. 4. Experimental load – deflection curves for the T27 beam without slab
from test up to cracking



Podobnie wygl¹da wykres zale¿noœci ugiêcia i si³y obci¹¿aj¹cej dla belki Kujan
L = 12 m, belki o zupe³nie innej geometrii i ograniczonej strefie œciskania w porówna-
niu do belki T27 (rys. 5).

Na podkreœlenie zas³uguje fakt, ¿e odchy³ki od liniowoœci zale¿noœci z F( ) dla obu be-
lek daj¹ siê zauwa¿yæ ju¿ po przekroczeniu obci¹¿enia F

D
, wywo³uj¹cego dekompre-

sjê na ich dolnej krawêdzi. Pokazane na rysunkach wartoœci F
D

zosta³y zweryfikowane
doœwiadczalnie na podstawie rzeczywistych wartoœci obci¹¿eñ rysuj¹cych F

cr
belek z

nadbetonem. Podobne odchy³ki od liniowej zale¿noœci pomiêdzy momentem a ugiê-
ciem, jeszcze przed osi¹gniêciem momentu rysuj¹cego, zaobserwowaæ mo¿na w refe-
racie [6], w którym prezentowano wyniki badañ strunobetonowych p³yt otworowych.

Chocia¿ bezpoœrednia analiza zmiany sztywnoœci na podstawie krzywej z F( ) jest
trudna do interpretacji, to krzywa ta opisuje w ca³oœci ca³y cykl obci¹¿ania i
odci¹¿ania belki. Na jej podstawie okreœliæ mo¿na wartoœci ugiêæ trwa³ych po
odci¹¿eniu belki, a w konsekwencji daje to podstawy do oceny pracy belki i za-
chodz¹cych efektów poza sprê¿ystych. W tablicy 3 zestawiono wartoœci ugiêæ
trwa³ych po II cyklu obci¹¿eñ badanych belek bez i z nadbetonem. Nale¿y podkreœliæ,
¿e maksymalne obci¹¿enie w II cyklu obci¹¿enia jest wiêksze co najmniej o 20 % od
obci¹¿enia mog¹cego wyst¹piæ w trakcie eksploatacji.
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Rys. 5. Wykres zale¿noœci ugiêcia z od si³y obci¹¿aj¹cej F dla belki Kujan L = 12 m kl. A
bez nadbetonu w czasie badania do zarysowania

Fig. 5. Experimental load – deflection curves for the Kujan L12 beam without slab
from test up to cracking



Tablica 3. Wartoœci ugiêæ trwa³ych w czasie badania belek do zarysowania
Table 3. Values of residual deflections for the beams after test till cracking

Typ belki Rodzaj belki

II cykl obci¹¿enia

ugiêcie maksymalne
zmax [mm]

ugiêcie trwa³e z
trw

[mm] [%]

Belka T27
wersja A

belka 46,66 2,61 5,59

belka z p³yt¹ 19,77 1,11 5,61

Belka T27z
wersja A

belka 56,15 3,19 5,68

belka z p³yt¹ 25,01 1,43 5,72

Belka Kujan
L = 12 m kl. A

belka 39,01 2,34 6,00

belka z nadbetonem 18,39 0,80 4,35

Belka Kujan NG 15
L = 14,70 m

belka 34,19 2,61 7,63

belka z nadbetonem 18,28 1,19 6,51

Na podstawie zestawionych wartoœci mo¿na stwierdziæ, ¿e:
• wartoœci ugiêæ trwa³ych wahaj¹ siê od oko³o 4 do 8 % wartoœci poprzedzaj¹cego

maksymalnego ugiêcia i nie przekraczaj¹ maksymalnej wartoœci dopuszczonej
przez normê PN-S-10040: 1999, wynosz¹c¹ 10 %,

• wartoœci ugiêæ trwa³ych dla samych belek s¹ zawsze wiêksze od ugiêæ trwa³ych
dla belek z p³yt¹ lub z nadbetonem,

• wzglêdne (procentowe) wartoœci ugiêæ trwa³ych dla belek typu „T” bez p³yty i z
p³yt¹ s¹ bardzo zbli¿one do siebie, natomiast dla belek typu Kujan bez
nadbetonu s¹ wiêksze ni¿ w belkach z nadbetonem.

Wyt³umaczyæ to mo¿na tym, ¿e same belki Kujan nie posiadaj¹ rozbudowanej pó³ki
górnej, mog¹cej przenosiæ znaczne si³y œciskaj¹ce, powstaj¹ce w trakcie zginania, co
jest powodem du¿ych odkszta³ceñ rezydualnych w tym obszarze, a tym samym wiêk-
szych ugiêæ trwa³ych.

Wykresy zale¿noœci krzywizny belki od obci¹¿enia, okreœlone za pomoc¹ wzorów (2)
i (3) na podstawie ugiêæ i odkszta³ceñ dla œrodkowej strefy belki T27 bez nadbetonu,
w czasie badania do zarysowania, pokazano na rysunku 6. Na podstawie tych wykre-
sów mo¿na stwierdziæ, podobnie jak na podstawie zale¿noœci z F( ), ¿e po przekrocze-
niu obci¹¿enia wywo³uj¹cego dekompresjê daje siê zauwa¿yæ nieliniowy charakter
tych zale¿noœci, chocia¿ podobnie jak w przypadku zale¿noœci z F( ) trudno tu wyzna-
czyæ odpowiedni¹ granicê. Wprawdzie krzywizna belki okreœlona na podstawie
ugiêæ, wykazuje pewne anomalie w pocz¹tkowym stadium obci¹¿ania, to w dalszym
ci¹gu cechuj¹ j¹ podobne tendencje, a niewielkie zmniejszanie siê przyrostów krzy-
wizny przy zbli¿aniu siê do zarysowania, przypisaæ mo¿na efektom lokalnym.
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Na rysunku 7 pokazano wykresy zale¿noœci krzywizny od obci¹¿enia okreœlone po-
dobnie, jak dla belki T27 na podstawie ugiêæ i odkszta³ceñ, w przekroju œrodkowym
belki Kujan 12 (etap I). W odró¿nieniu od belki T27 mo¿na tu stwierdziæ liniow¹ zale-
¿noœæ krzywizny od obci¹¿enia bez jakichkolwiek tendencji wkraczania w zakres nie-
liniowy przy przekraczaniu obci¹¿eñ wywo³uj¹cych dekompresjê lub zarysowanie.
Potwierdzeniem tego jest brak zauwa¿alnego zwiêkszania siê przyrostów krzywizny
w stosunku do odpowiadaj¹cych im przyrostów obci¹¿enia w rozpatrywanym zakre-
sie.
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Rys. 6. Wykresy zale¿noœci krzywizny od obci¹¿enia okreœlone na podstawie ugiêæ
i odkszta³ceñ dla belki T27 bez p³yty w czasie badania do zarysowania

Fig. 6. Experimental load – curvature relationship, calculated from deflection and strains,
for T27 beam without slab from test up to cracking

Rys. 7. Wykresy zale¿noœci krzywizny od obci¹¿enia okreœlone na podstawie ugiêæ
i odkszta³ceñ dla belki Kujan L = 12 m kl. A bez nadbetonu

w czasie badania do zarysowania
Fig. 7. Experimental load – curvature relationship, calculated from deflection and strains,

for Kujan L12 beam without slab from test up to cracking



Interesuj¹ce jest natomiast zjawisko wolniejszego przyrostu krzywizny, okreœlonej na
podstawie ugiêæ, które dotyczy obu belek i t³umaczy siê wp³ywem efektów lokalnych
w przypadku krzywizny okreœlanej w przekroju na podstawie odkszta³ceñ.

Pokazany na rysunku 8 wykres zale¿noœci krzywizny od obci¹¿enia, okreœlony na
podstawie ugiêæ dla belki Kujan NG 15 bez nadbetonu, jest w ca³ym zakresie od zera
do obliczeniowego obci¹¿enia wywo³uj¹cego rysy F

crd
, prawie idealnie prostolinio-

wy, bez zak³óceñ przy przekraczaniu obci¹¿enia wywo³uj¹cego dekompresjê. Wyni-
ka st¹d wniosek, ¿e zale¿noœæ moment - krzywizna dla obu belek by³a bliska liniowej,
podobnie jak to wykaza³ J. Pawlikowski [7] dla przypadku belki ¿elbetowej,
obci¹¿onej momentem i si³¹ pod³u¿n¹, dla zakresu obci¹¿eñ od zera do momentu ry-
suj¹cego.

Pewnym utrudnieniem przy wykorzystywaniu krzywizny jest koniecznoœæ korzysta-
nia a¿ z trzech punktów pomiarowych dla jednego przekroju belki, przy stosowaniu
metody ró¿nic skoñczonych lub z dwóch punktów pomiarowych odkszta³ceñ przy
metodzie alternatywnej. Poza tym, w przypadku korzystania z pomiarów odkszta³ceñ
w konstrukcjach mostowych, dostêp do górnej powierzchni dŸwigarów poprzez ist-
niej¹c¹ nawierzchniê jest na ogó³ bardzo utrudniony.

Na rysunku 9 pokazano, okreœlone ze wzoru (4) wykresy zastêpczych wspó³czynni-
ków sztywnoœci E

z
i ′E

z
dla belki T27 bez p³yty w I etapie badania pod obci¹¿eniem

od zera do 1,17⋅F
crd

. Interesuj¹cy jest kszta³t linii E
z

i ′E
z

dla obu cykli obci¹¿enia.
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Rys. 8. Wykres zale¿noœci krzywizny od obci¹¿enia okreœlony na podstawie ugiêæ
dla belki Kujan NG 15 bez nadbetonu w czasie badania do zarysowania
Fig. 8. Experimental load – curvature relationship, calculated from deflection,
for Kujan NG 15 beam without slab from test up to cracking



Przy zakresie obci¹¿eñ od zera do oko³o 200 kN, czyli wartoœci wiêkszej od obci¹¿e-
nia odpowiadaj¹cego dekompresji, widoczny jest niewielki, sta³y ubytek sztywnoœci.
Po przekroczeniu tej wartoœci obci¹¿enia nastêpuje dalszy wyraŸny spadek wartoœci
E

z
. Natomiast zmiany wartoœci ′E

z
daj¹ siê zauwa¿yæ du¿o wczeœniej, ju¿ po przekro-

czeniu przez obci¹¿enie wartoœci 170 kN. Zmiany te s¹ dosyæ znaczne i zaskakuj¹ce.
Po pocz¹tkowym spadku wartoœci zastêpczego wspó³czynnika sprê¿ystoœci ′E

z
nastê-

puje chwilowy wzrost i nastêpnie dalszy spadek itd., z utrzymywaniem siê wyraŸnej
tendencji zmniejszania siê jego wartoœci podobnie jak E

z
.

Wyjaœnienie przyczyny wahania siê wartoœci ′E
z
, a co za tym idzie wahania stycznej

wartoœci sztywnoœci belki (rys. 1) jest nie tylko zaskakuj¹ce ale i trudne do wyt³uma-
czenia, wystêpuje jednak niezale¿nie w wielu badanych belkach.

Wystêpuj¹ce tu, tak jak w przypadku omówionym w referacie [8], zak³ócenia przebie-
gu wykresu ′E

z
, przy zbli¿aniu siê do lub po przekroczeniu obci¹¿enia F

D
,

wywo³uj¹cego dekompresjê, œwiadczy o pewnego rodzaju prawid³owoœci i t³umaczy
siê zarówno efektem „wra¿liwoœci” wzoru na ′E

z
na niedok³adnoœci pomiarów warto-

œci przyrostów obci¹¿enia ΔF i przemieszczeñ Δz, a tak¿e skutkami rozwoju mikrorys
przy nag³ej zmianie stanu naprê¿eñ, polegaj¹cej na odprê¿eniu dotychczas silnie œci-
skanej strefy betonu w otoczeniu ciêgien sprê¿aj¹cych. Efekt ten mo¿e byæ potêgowa-
ny przez lokaln¹, skokow¹ utratê przyczepnoœci betonu do ciêgien w obszarze
uplastyczniaj¹cego siê betonu w warunkach znacznych przyrostów odkszta³ceñ przy
zginaniu belki.
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Rys. 9. Wykresy zastêpczego wspó³czynnika sprê¿ystoœci E
z

i ′E
z

dla belki T27

bez p³yty w czasie badania do zarysowania
Fig. 9. Reduced modulus of elasticity E

z
and ′E

z
curves for T27 beam without slab

from test up to cracking



Nale¿y podkreœliæ, ¿e wartoœci E
z

i ′E
z

po ustabilizowania siê nachylenia wykresów,
przed osi¹gniêciem przez obci¹¿enie wartoœci F

D
, s¹ zbli¿one do wartoœci

wspó³czynnika sprê¿ystoœci betonu w belce T27 (tabl. 1).

Na rysunku 10 pokazano, okreœlone ze wzoru (5) wykresy wspó³czynników sztywno-
œci k i ′k dla tej samej belki T27 bez p³yty, równie¿ w I etapie badania pod obci¹¿eniem
od zera do 1,17⋅F

crd
. Jak widaæ kszta³ty obu wykresów s¹ identyczne, co zreszt¹ wyni-

ka z podobieñstwa wzorów (4) i (5).

Wykresy wspó³czynników sztywnoœci k i ′k dla belki Kujan NG 15 bez nadbetonu w
czasie badania do zarysowania pokazano na rysunku 11. Przy I cyklu obci¹¿enia wy-
kres wspó³czynnika k wskazuje na pewien spadek sztywnoœci nawet przy obci¹¿e-
niach poni¿ej obci¹¿enia wywo³uj¹cego dekompresjê, co nale¿y uznaæ za efekt
nieliniowoœci fizycznej materia³ów.

W czasie II cyklu obci¹¿enia, w pocz¹tkowym stadium sztywnoœæ belki jest sta³a i do-
piero przy zbli¿aniu siê wartoœci obci¹¿enia do F

D
sztywnoœæ zaczyna maleæ, a po

przekroczeniu tej wartoœci wyraŸnie siê zmniejsza. Po przekroczeniu wartoœci
obci¹¿enia F

D
, wartoœci wspó³czynnika ′k zaczynaj¹ gwa³townie spadaæ i wzrastaæ,

przy ogólnej tendencji do zmniejszania siê jego wartoœci, która odpowiada chwilowej
sztywnoœci belki.
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Rys. 10. Wykresy wspó³czynników sztywnoœci k i ′k dla belki T27 bez p³yty
w czasie badania do zarysowania
Fig. 10. The coefficient of stiffness k and ′k curves for T27 beam without slab
from test up to cracking



Przy badaniach weryfikacyjnych sprê¿onych belek mostowych wykresy E
z

i ′E
z

wy-
korzystuje siê do okreœlania momentu lub obci¹¿enia wywo³uj¹cego dekompresjê, co
umo¿liwia ustalenia rzeczywistej wartoœci si³y sprê¿aj¹cej. Temat ten by³ prezento-
wany miêdzy innymi na Konferencji Krynickiej w odniesieniu do belek T27 i T27z
[3, 9].

8. PORÓWNANIE METOD ANALIZY SZTYWNOŒCI BELEK
W II ETAPIE BADAÑ

8.1. BADANIE DO ZARYSOWANIA

W II etapie badano mostowe belki strunobetonowe z wykonanym na nich nadbetonem
(rozdz. 6). W rozdziale tym zaprezentowano analizê sztywnoœci tych belek,
obci¹¿anych na stanowisku badawczym, przy zakresie obci¹¿eñ od zera do obci¹¿e-
nia rysuj¹cego F

cr
. Tak¿e i w tym rozdziale poprzestaje siê na podawaniu wyników

badañ bardziej charakterystycznych i typowych dla innych, podobnych, nie prezento-
wanych tu wyników badañ.

Schemat obci¹¿enia belki z nadbetonem oraz rozmieszczenie punktów pomiarowych
przyjêto identyczny jak dla belki bez nadbetonu (rys. 3). Na rysunku 12 pokazano wy-
kres zale¿noœci ugiêcia z i si³y obci¹¿aj¹cej F dla belki Kujan 12. Na rysunku zazna-
czono wartoœci obci¹¿eñ odpowiadaj¹ce dekompresji na dolnej krawêdzi belki F

D
i

pojawienia siê pierwszych rys F
cr

.
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Rys. 11. Wykres wspó³czynników sztywnoœci k i ′k dla belki Kujan NG 15 bez nadbetonu
w czasie badania do zarysowania

Fig. 11. The coefficient of stiffness k and ′k curves for Kujan NG 15 beam without slab
from test up to cracking



Charakter wykresu na rysunku 12 nie odbiega od wykresów z F( ) dla belek T27 i Ku-
jan 12 bez nadbetonu (rys. 4 i 5). Podobnie daj¹ siê zauwa¿yæ odchy³ki od liniowoœci
zale¿noœci z F( ) po przekroczeniu przez obci¹¿enie wartoœci F

D
, chocia¿ okreœlenie

na podstawie tych wykresów wartoœci F
D

jest dosyæ trudne.

Wykresy zale¿noœci krzywizny belki od obci¹¿enia, okreœlone za pomoc¹ wzorów (2)
i (3) na podstawie ugiêæ i odkszta³ceñ dla œrodkowej strefie belki Kujan 12, w czasie
badania do zarysowania, pokazano na rysunku 13. Na podstawie tych wykresów mo-
¿na stwierdziæ liniowy charakter pracy belki bez zmiany charakteru wykresów po
przekroczeniu przez obci¹¿enie wartoœci F

D
. Wprawdzie okreœlona na podstawie od-

kszta³ceñ krzywizna belki, wykazuje pewne anomalie, to przypisuje siê to efektom lo-
kalnym.

Zdaniem autorów zasadnicza trudnoœæ wykorzystywania krzywizny wynika z faktu,
¿e okreœlana doœwiadczalnie krzywizna belki jest efektem miejscowym i mo¿e nie
uwzglêdniaæ przekrojów najbardziej wytê¿onych.

Na rysunku 14 pokazano, okreœlone ze wzorów (4) wykresy zastêpczych wspó³czyn-
ników sztywnoœci E

z
i ′E

z
dla belki Kujan 12 z nadbetonem w II etapie badania pod

obci¹¿eniem od zera do F
cr

. Interesuj¹cy jest kszta³t linii E
z

i ′E
z

dla obu cykli
obci¹¿enia. Przy zakresie obci¹¿eñ od 50 do oko³o 100 kN, widoczny jest niewielki,
sta³y ubytek sztywnoœci. Po przekroczeniu tej wartoœci obci¹¿enia nastêpuje pewna
stabilizacja, polegaj¹ca na zmniejszeniu siê ubytku E

z
, po czym po przekroczeniu

przez obci¹¿enie wartoœci F
D

, nastêpuje dalszy wyraŸny spadek wartoœci E
z
. Nato-

miast zmiany wartoœci ′E
z

daj¹ siê zauwa¿yæ du¿o wyraŸniej. Równie¿ na wykresie
tym na odcinku pomiêdzy wartoœciami obci¹¿eñ od 100 do 150 kN mo¿na zaobserwo-
waæ chwilow¹ stabilizacjê, po czym przyspieszony spadek ′E

z
.
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Rys. 12.. Wykres zale¿noœci ugiêcia z od si³y obci¹¿aj¹cej F dla belki Kujan L = 12 m
z nadbetonem w czasie badania do zarysowania
Fig. 12. Experimental load – deflection curves for the Kujan L12 beam with top slab
from test up to cracking
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Rys. 13. Wykresy zale¿noœci krzywizny od obci¹¿enia okreœlone na podstawie ugiêæ
i odkszta³ceñ dla belki Kujan L = 12 m z nadbetonem

w czasie badania do zarysowania
Fig. 13. Experimental load – curvature curves, calculated from deflection and strains,

for Kujan L12 beam with top slab from test up to cracking

Rys. 14. Wykresy zastêpczego wspó³czynnika sprê¿ystoœci E
z

i ′E
z

dla belki Kujan L = 12 m
z nadbetonem w czasie badania do zarysowania

Fig. 14. Reduced modulus of elasticity E
z

and ′E
z

curves for Kujan L12 beam with top slab
from test up to cracking



W przypadku belki Kujan 12 z nadbetonem nie obserwujemy tak znacznych wahañ na
wykresach ′E

z
, jak to mia³o miejsce na wykresach dla belek T27 (rys. 10) i NG 15

(rys. 11).

Na podstawie przebiegu wykresów ′E
z

mo¿na stwierdziæ, ¿e zmiana sztywnoœci w za-
kresie od 50 do 100 kN, spowodowana jest g³ównie nieliniowoœci¹ fizyczn¹ betonu, a
na odcinku, na którym nastêpuje stabilizacja, belka pracuje w zakresie sprê¿ystym.
Sztywnoœæ maleje po przekroczeniu przez obci¹¿enie wartoœci F

D
, na skutek powiêk-

szania siê obszaru, w którym beton pracuje w stanie rozci¹gania.

8.2. BADANIE DO ZNISZCZENIA

W rozdziale tym zaprezentowano analizê sztywnoœci belek uprzednio zbadanych do
zarysowania (punkt 8.1), przy zakresie obci¹¿eñ od zera do obci¹¿enia niszcz¹cego
F

cu
. Tak¿e i w tym rozdziale, poprzestaje siê na podawaniu wyników badañ bardziej

charakterystycznych i typowych. Równie¿ i w tym przypadku schemat obci¹¿enia
belki z nadbetonem oraz rozmieszczenie punktów pomiarowych przyjêto identycznie
jak dla belek bez nadbetonu (rys. 3).

Na rysunku 15 pokazano wykres zale¿noœci ugiêcia z i si³y obci¹¿aj¹cej F dla belki
T27z. Na rysunku, tak jak poprzednio, zaznaczono wartoœci obci¹¿eñ odpowiadaj¹ce
dekompresji na dolnej krawêdzi belki F

D
, pojawienia siê pierwszych rys F

cr
oraz

zniszczeniu belki F
cu

.
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Rys. 15. Wykres zale¿noœci ugiêcia z od si³y obci¹¿aj¹cej F dla belki T27z

z p³yt¹ w czasie badania do zniszczenia
Fig. 15. Experimental load – deflection curves for the T27 beam with top slab
from test up to failure



Swoim charakterem wykres na rysunku 15 odbiega od wykresów z F( ) dla belek T27 i
Kujan 12 bez nadbetonu (rys. 4 i 5), poniewa¿ obejmuje on ca³y zakres pracy belki
pod obci¹¿eniem. Podobnie daj¹ siê zauwa¿yæ odchy³ki od liniowoœci zale¿noœci
z F( ) po przekroczeniu przez obci¹¿enie wartoœci F

D
i F

cr
, chocia¿ okreœlenie tych

wartoœci na podstawie prezentowanego wykresu by³oby trudne.

Na podkreœlenie zas³uguje fakt, ¿e zale¿noœæ z F( ) dla belki T27z w czasie odci¹¿ania
w III cyklu i obci¹¿ania w IV cyklu, zakresie od 0 do 1000 kN jest liniowa. Niew¹tpli-
wie jest to skutkiem du¿ych ugiêæ rezydualnych po obci¹¿eniu w cyklu III, które wy-
nios³y oko³o 180 mm.

Wykresy zale¿noœci krzywizny belki od obci¹¿enia, okreœlone za pomoc¹ wzoru (2),
na podstawie ugiêæ, w œrodkowej strefie belki Kujan 12 z nadbetonem, w czasie bada-
nia do zniszczenia, pokazano na rysunku 16. Na podstawie tych wykresów mo¿na
stwierdziæ liniowy charakter pracy belki do zarysowania, bez zmiany charakteru wy-
kresów po przekroczeniu przez obci¹¿enie wartoœci F

D
. Okreœlone tak wykresy krzy-

wizny s¹ dosyæ regularne i wynika z nich, ¿e po przekroczeniu momentu rysuj¹cego
belka w sposób p³ynny wchodzi w obszar nieliniowy.

Na rysunku 17 pokazano, okreœlone ze wzorów (4), wykresy zastêpczych wspó³czyn-
ników sprê¿ystoœci E

z
i ′E

z
dla belki T27z z nadbetonem w II etapie badania pod

obci¹¿eniem od zera do F
cu

. Szczególnie interesuj¹cy jest kszta³t linii E
z

i ′E
z

dla
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Rys. 16. Wykres zale¿noœci krzywizny od obci¹¿enia okreœlone na podstawie ugiêæ
dla belki Kujan L = 12 m z nadbetonem w czasie badania do zniszczenia

Fig. 16. Experimental load – curvature relationship, calculated from deflection,
for Kujan L12 beam with top slab from test up to failure



wszystkich cykli obci¹¿enia. Przy zakresie obci¹¿eñ od oko³o 95 do 800 kN na wykre-
sach E

z
widoczny jest sta³y ubytek sztywnoœci. Jedynie w III cyklu obci¹¿enia po

przekroczeniu przez obci¹¿enie wartoœci F
D

widoczny jest przyœpieszony ubytek
sztywnoœci. Natomiast wykresy ′E

z
, bêd¹ce obrazem chwilowej sztywnoœci pod da-

nym obci¹¿eniem, wykazuj¹ przyœpieszone ubytki sztywnoœci tu¿ po przekroczeniu
przez obci¹¿enie wartoœci F

D
lub w obszarze pomiêdzy F

D
a F

cr
, z widocznymi punk-

tami osobliwymi w miejscach za³amywania siê tych wykresów.

Na wykresach ′E
z

obserwujemy równie¿ chwilowe wahania ich wartoœci, tak jak w
przypadku belek T27 bez p³yty w I etapie badañ.

Na rysunku 17 na uwagê zas³uguj¹ wykresy E
z

i ′E
z

w IV cyklu obci¹¿ania, w stanie
poprzedzaj¹cym zniszczenie. W stanie tym wartoœci E

z
s¹ praktycznie sta³e, co

œwiadczy o chwilowym zrównowa¿eniu si³ wewnêtrznych i liniowym przyroœcie
ugiêæ przy wzrastaj¹cym obci¹¿eniu.

Bardziej dok³adne informacje znajdujemy na wykresie ′E
z

, na którym przy obci¹¿e-
niu oko³o 950 kN widoczne jest zmniejszenie sztywnoœci, a nastêpnie ponowny
wzrost i spadek towarzysz¹cy zniszczeniu.

Interesuj¹co wypada zestawienie wartoœci zastêpczych wspó³czynników sprê¿ystoœci
w tablicy 4. Porównano tu maksymalne wartoœci ′E

z
, odpowiadaj¹ce I cyklowi
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Rys. 17. Wykresy zastêpczego wspó³czynnika sprê¿ystoœci E
z

i ′E
z

dla belki T27z

z p³yt¹ w czasie badania do zniszczenia
Fig. 17. Reduced modulus of elasticity E

z
and ′E

z
curves for T27z beam with top slab

from test up to failure



obci¹¿enia belek z p³yt¹ lub nadbetonem z wartoœciami minimalnymi, poprze-
dzaj¹cymi zniszczenie belki.

Tablica 4. Porównanie wartoœci zastêpczego modu³u sprê¿ystoœci ′E
z

w czasie badania belek do zniszczenia
Table 4. Comparison of reduced modulus of elasticity ′E

z

for test of beams up to failure

Typ belki Rodzaj belki

′E
z max ′E

z min

′
′

E

E

z

z

min

max

I cykl
obci¹¿enia

ostatni cykl
obci¹¿enia

[MPa] [MPa]

Belka T27
wersja A

belka z p³yt¹ 40 625,8 3 044,5 0,075

Belka T27z
wersja A

belka z p³yt¹ 40 563,1 1 897,0 0,047

Belki Kujan
L = 12 m kl. A

belka z nadbetonem 32 705,3 3 640,7 0,111

Belka Kujan NG 15 belka z nadbetonem 40 961,6 3 995,9 0,098

Z porównania tego mo¿na wyci¹gn¹æ nastêpuj¹ce wnioski:
– wartoœci zastêpczych wspó³czynników sprê¿ystoœci dla belek „T” i Kujan NG

zbli¿one s¹ do modu³ów sprê¿ystoœci betonu w belkach, natomiast w belce
Kujan 12, s¹ zbli¿one do modu³u sprê¿ystoœci nadbetonu, najprawdopodobniej ze
wzglêdu na du¿y udzia³ nadbetonu w przekroju dŸwigara zespolonego (tabl. 1),

– ró¿nice pomiêdzy wartoœciami zastêpczych wspó³czynników sprê¿ystoœci, a
wartoœciami modu³ów sprê¿ystoœci betonu belki i nadbetonu s¹ spowodowane
obecnoœci¹ stali zbrojeniowej oraz ró¿nicami w³aœciwoœci betonu,

– wartoœci zastêpczych wspó³czynników sprê¿ystoœci, poprzedzaj¹cych zniszcze-
nie s¹ znacznie ni¿sze od wartoœci maksymalnych, towarzysz¹cych pocz¹tkowi
obci¹¿ania belek,

– stosunek ′E
z min

/ ′E
z max œwiadczy o stopniu uplastycznienia materia³ów w belce

w stanie poprzedzaj¹cym zniszczenie; jest on blisko dwukrotnie mniejszy dla
belek z p³yt¹ w porównaniu do belek z nadbetonem.

9. WNIOSKI

Na podstawie przebiegu badañ i analizy wyników mo¿na sformu³owaæ nastêpuj¹ce
wnioski:

• Wszystkie badane belki, zarówno z nadbetonem, jak i bez, w prezentowanym
zakresie obci¹¿eñ zachowywa³y siê bardzo podobnie i przytoczone wykresy za-
le¿noœci mo¿na traktowaæ jako reprezentatywne.
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• Chocia¿ bezpoœrednia analiza zmiany sztywnoœci na podstawie krzywej z F( )
jest trudna do interpretacji ze wzglêdu na brak punktów nieci¹g³oœci, to krzywa
ta opisuje w ca³oœci ca³y cykl obci¹¿ania i odci¹¿ania belki i na jej podstawie
oceniæ mo¿na wartoœci ugiêæ trwa³ych po odci¹¿eniu belki, a w konsekwencji
daje to podstawy do oceny pracy belki i zachodz¹cych efektów poza
sprê¿ystych.

• W czasie badañ do zarysowania nie uda³o siê ustaliæ jakichkolwiek prawid³owo-
œci pomiêdzy krzywizn¹, a zachodz¹cymi zmianami w sposobie pracy belek, po-
niewa¿ wynikaj¹ce zale¿noœci praktycznie mia³y przebieg prostoliniowy,
Zdaniem autorów trudnoœæ ta wynika z faktu, ¿e okreœlana doœwiadczalnie krzy-
wizna belki jest efektem miejscowym i mo¿e nie uwzglêdniaæ przekrojów naj-
bardziej wytê¿onych oraz nie jest efektem odkszta³ceñ ca³ej belki.

• Wprawdzie wykresy E
z

i ′E
z

s¹ okreœlane na podstawie pomiarów ugiêcia tylko
w jednym, najczêœciej najbardziej wytê¿onym przekroju belki, to s¹ one wyni-
kiem odkszta³ceñ ca³ej belki, a nawet ca³ej konstrukcji.

• Stwierdzone prawid³owoœci w kszta³cie wykresów E
z

i ′E
z

pozwalaj¹ w prakty-
ce na oszacowanie wartoœci momentu lub obci¹¿enia wywo³uj¹cego dekompre-
sjê naprê¿eñ œciskaj¹cych na dolnej krawêdzi belki i okreœlenia stanu
poprzedzaj¹cego zarysowanie, co z kolei pozwala na oszacowanie stanu sprê¿e-
nia belki. U³atwia to badania weryfikacyjne konstrukcji mostowych bez ko-
niecznoœci doprowadzania ich do zarysowania. Dodatkowym u³atwieniem jest
fakt, ¿e przy stosowaniu E

z
potrzebny jest tylko pomiar ugiêcia w pojedynczym

przekroju dŸwigara. Przy okreœlaniu, przypadaj¹cego na rozpatrywany w przêœ-
le dŸwigar obci¹¿enia, wykorzystuje siê najczêœciej okreœlon¹ doœwiadczalnie
powierzchniê wp³ywu.

• Wprowadzenie pojêcia zastêpczego wspó³czynnika sprê¿ystoœci umo¿liwia
okreœlenie stopnia uplastycznienia materia³ów w belce w stanie poprzedzaj¹cym
zniszczenie poprzez obliczenie stosunku ′E

z min
/ ′E

z max .
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EXPERIMENTAL ANALYSIS OF STIFFNESS OF PRE-TENSIONED
CONCRETE BRIDGE BEAMS

Abstract

Experimental analysis of stiffness of the pre-tensioned concrete bridge beams is a main object
of the paper. The tests have been performed in two stages. In the first stage, on the test bed the
concrete pre-tensioned beams have been tested up to cracking moment, and in the second
stage - composite girders, with the same beams and reinforced concrete on the top, have been
tested up to failure. It has been taken into account the real property of concrete in pre-tensioned
beams and in placed in situ reinforced concrete. In the analysis the load - deflection curves, load -
curvature relation and the reduced modulus of elasticity have been used.

As a result of comparative analysis it has been established, that the reduced modulus of
elasticity is a good tool for assessment of moment of decompression and prediction cracks in
prestressed concrete beam before conformation of cracks, as well as evaluation of degree of
plasticity of materials in tested girders in the state just before failure. We may also use the
reduced modulus of elasticity for the assessment of prestressing force in prestressed concrete
beams.
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