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MOSTU PRZY U¯YCIU METOD
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STRESZCZENIE. Niniejsza praca ma na celu przedstawienie metody projektowania wstêpne-

go kszta³tu konstrukcji mostowej drog¹ optymalizacji topologicznej. Metoda ta jest obecnie bar-

dzo szeroko wykorzystywana w wielu ga³êziach przemys³u, m. in. samochodowego i lotniczego.

Przedstawiamy mo¿liwoœci wykorzystania tej metody na etapie okreœlania koncepcji mostu.

W proponowanym sformu³owaniu poszukiwany jest optymalny rozk³ad gêstoœci "sztucznego"

materia³u zastêpczego nazywanego Prostym Izotropowym Materia³em z Prawem Potêgowym

(ang. Simple Isotropic Material with Penalization) [1] rozmieszczonego w obszarze projek-

towym, przy zdefiniowanym obci¹¿eniu i warunkach brzegowych. Wyjœciowy obszar pro-

jektowy stanowi¹ tarcze sprê¿yste pracuj¹ce w p³askim stanie naprê¿enia i wype³nione

materia³em zastêpczym. W wyniku optymalizacji topologicznej materia³ zastêpczy jest roz-

rzedzany w obszarach ma³o wytê¿onych i zagêszczany w obszarach wymagaj¹cych wzmoc-

nienia. Obszary zagêszczenia materia³u tworz¹ kszta³t optymalny.

Algorytmy analizy i optymalizacji topologicznej s¹ realizowane przy u¿yciu metody elementów

skoñczonych i heurystycznych metod optymalizacji topologicznej. Proponowane podejœcie

pozwala uzyskaæ kszta³t konstrukcji mostowej o dowolnych, wstêpnie za³o¿onych wymiarach

zewnêtrznych.
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1. WPROWADZENIE

Zazwyczaj wstêpny projekt mostu tworzony jest na podstawie okreœlonych wymo-
gów dotycz¹cych wytrzyma³oœci, funkcjonalnoœci czy estetyki. Znaj¹c ogólne wy-
miary konstrukcji mostowej oraz rodzaj i wielkoœæ obci¹¿enia opracowuje siê kon-
cepcjê mostu korzystaj¹c z doœwiadczenia i intuicji projektanta. Dalsza optymaliza-
cja konstrukcji polega na poprawianiu ju¿ istniej¹cego projektu. Mo¿na modyfiko-
waæ dowolne parametry projektowe, w tym parametry kszta³tu, ale trzeba pogodziæ
siê z faktem, ¿e podstawowa konfiguracja jest z góry zadana przez projektanta i nie
mo¿e byæ zasadniczo zmieniana. Wady tej nie posiada optymalizacja topologiczna.
Pozwala ona ³atwo okreœliæ wiele pocz¹tkowych konfiguracji konstrukcji mosto-
wych. Nale¿y jedynie podaæ ogólne wymiary mostu, schemat podparcia i obci¹¿enia
a procedura sama okreœla optymalny kszta³t konstrukcji.

Zadanie optymalizacji topologicznej polega na odpowiednim zaprojektowaniu gêsto-
œci lub sztywnoœci materia³u zastêpczego znajduj¹cego siê w obszarze projektowym.
Materia³ zastêpczy nazywany jest Prostym Izotropowym Materia³em z Prawem Potê-
gowym [1] (ang. Simply Isotropic Material with Penalization).

W procesie optymalizacji topologicznej materia³ zastêpczy jest zagêszczany w obsza-
rach wymagaj¹cych usztywnienia. Materia³ przemieszcza siê tworz¹c czêsto zupe³nie
nowy uk³ad, np. wyniku optymalizacji topologicznej tarcz uzyskujemy uk³ady przy-
pominaj¹ce uk³ady kratowe, których pasy górne lub dolne, w zale¿noœci od projektu,
stanowi¹ ³uki. Ostatecznie, przy za³o¿onej iloœci materia³u, uzyskujemy najbardziej
sztywn¹ konstrukcjê. Z bry³y o okreœlonych wymiarach kszta³towany jest nowy uk³ad
mog¹cy stanowiæ podstawê opracowywanej koncepcji konstrukcji.

W niniejszej pracy zajmiemy siê mo¿liwoœci¹ wykorzystania optymalizacji topologi-
cznej przy tworzeniu ogólnego kszta³tu mostu. Proponujemy, aby powy¿sz¹ metodê
projektowania stosowaæ do okreœlania ogólnego kszta³tu nietypowych konstrukcji
mostowych. Nale¿y podkreœliæ, ¿e otrzymany kszta³t konstrukcji nie jest gotowym
projektem mostu a jedynie propozycj¹ jednej z rozwa¿anych koncepcji.

Oparta na œcis³ych metodach analizy wra¿liwoœci, optymalizacja topologiczna jest no-
woczesn¹, interdyscyplinarn¹ dziedzin¹ badañ naukowych s³u¿¹c¹ bezpoœrednio za-
stosowaniom praktycznym. Analiza wra¿liwoœci rozwijana jest od oko³o 25 lat,
historiê rozwoju tej grupy metod numerycznych zawieraj¹ podrêczniki [2], [3].

Optymalizacja topologiczna liczy sobie zaledwie kilkanaœcie lat, pierwsze prace uka-
za³y siê w latach osiemdziesi¹tych, przegl¹d literatury mo¿na znaleŸæ w monografii [1].
Wiêkszoœæ prac prezentowanych na tegorocznym, œwiatowym kongresie poœwiêconym
optymalizacji (5-th World Congres on Structural and Multidisciplinary Optimization,
Lido di Jesolo, Wenecja, 2003) dotyczy³a tej w³aœnie tematyki [4], [5]. Efektywnoœæ
omawianych metod numerycznych wynika z mo¿liwoœci metody elementów skoñczo-
nych stanowi¹cej podstawê omawianych algorytmów [6]. Przedstawiona metoda opty-
malizacji ma charakter bardzo ogólny. Mo¿e byæ stosowana do rozwi¹zywania bardzo
skomplikowanych zadañ.
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W artykule zosta³ zaprezentowany algorytm numeryczny realizuj¹cy proces optymali-
zacji topologicznej. Podstawow¹ zalet¹ przedstawionego algorytmu jest jego niski
koszt numeryczny. Dziêki temu mo¿emy w bardzo krótkim czasie (na przyk³ad kilku-
nastu minut) uzyskaæ wiele rozwi¹zañ, które mog¹ znacznie wzbogaciæ proces opra-
cowywania koncepcji. Jedno rozwi¹zanie wymaga zaledwie kilkunastu sekund obli-
czeñ na komputerze klasy PC.

Algorytm optymalizacji topologicznej zaprezentowany w pracy ma charakter heury-
styczny. Taki algorytm jest zale¿ny od pewnych parametrów, które nale¿y okreœliæ
drog¹ testów numerycznych. Istnieje wiele opracowañ [8], w których podane s¹ war-
toœci powy¿szych parametrów.

Uk³ady uzyskane drog¹ optymalizacji topologicznej cechuj¹ siê maksymaln¹ sztyw-
noœci¹, przy za³o¿onej iloœci materia³u. Fakt ten ma zasadniczy wp³yw na ca³kowity
koszt realizacji konstrukcji. Jest oczywiste, ¿e ze wzglêdów ekonomicznych, prefero-
wane s¹ konstrukcje wymagaj¹ce mniejszego zu¿ycia materia³u.

Celem optymalizacji topologiczej mo¿e byæ równie¿ okreœlenie optymalnej iloœci
materia³u z jakiego zostanie wykonany uk³ad. W takim przypadku nale¿y wprowa-
dziæ dodatkowe kryteria typu przemieszczeniowego i naprê¿eniowego. To drugie po-
dejœcie nie jest jednak tematem niniejszej pracy i zosta³o w niej jedynie zasyg-
nalizowane.

Zamieszczone w pracy ogólne kszta³ty mostów, uzyskane na drodze optymalizacji
topologicznej s¹ podobne do kszta³tów istniej¹cych mostów, co potwierdza przydat-
noœæ metody do wykorzystywania jako narzêdzie wspomagaj¹ce twórczy proces
tworzenia koncepcji mostu. Na rysunku 1 przedstawiono przyk³ad koncepcji mostu
uzyskanej metod¹ optymalizacji topologicznej dostêpny pod adresem:
http://www.cmap.polytechnique.fr/~optopo/homog_en.html.
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Rys.1. Ogólny kszta³t mostu uzyskany drog¹ optymalizacji topologicznej

http://www.cmap.polytechnique.fr/~optopo/homog_en.html

Fig.1. Topology optimization of the bridge

http://www.cmap.polytechnique.fr/~optopo/homog_en.html



2. PROSTY IZOTROPOWY MATERIA£ Z PRAWEM
POTÊGOWYM

Zastosowany w pracy materia³ jest materia³em sztucznym o zmiennej gêstoœci
0< <ρ ρ

o
, gdzieρ

o
jest gêstoœci¹ rzeczywistego materia³u litego. Na pocz¹tku proce-

su optymalizacji materia³ lity jest równomiernie rozmieszczony w obszarze projekto-
wym i posiada wyjœciow¹ “sztuczn¹” gêstoœæ ρ ρ<

o
. W obszarach wymagaj¹cych

usztywnienia materia³ zagêszcza siê do postaci litej i wówczas jego gêstoœæ jest równa
ρ ρ=

o
. W pozosta³ych obszarach materia³ jest usuwany (ρ→ 0) lub pozostaje nadal

rozrzedzony, (ρ ρ<
o
). Obszar projektowy jest podzielony na elementy skoñczone.

Gêstoœæ materia³u zastêpczego w elemencie obszaru projektowegoΩ wyra¿a siê wzo-
rem

ρ ζ ρ=
e o

, (1)

gdzie ζ
e

jest zmienn¹ decyzyjn¹ w zadaniu optymalizacji topologicznej i oznacza
miarê gêstoœci materia³u zastêpczego. Dla p³askiego stanu naprê¿enia sztywnoœæ ele-
mentu z materia³em zastêpczym dana jest wzorem, wg [1],
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gdzieD
o

jest macierz¹ sta³ych materia³owych dla materia³u litego i przyjmuje postaæ
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E i ν s¹ odpowiednio modu³em Younga i wspó³czynnikiem Poissona. Dla materia³u
izotropowego z prawem potêgowym wyk³adnik p musi spe³niaæ nierównoœæ, wg [8],
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(4)

Dla tak dobranych wartoœci p punkty krzywych wyra¿aj¹cych zale¿noœæ pomiêdzy
sztywnoœci¹ a miar¹ gêstoœci materia³u dla materia³u sztucznego pokrywaj¹ siê z
punktami Hashina-Shtrikmana dla kompozytu zbudowanego z dwóch materia³ów o
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ró¿nych w³asnoœciach materia³owych, [8]. W pracy rozwa¿ane s¹ uk³ady tarczowe
2D o wspó³czynniku Poissona ν=1/3. St¹d ze wzoru (4) wynika i¿ p ≥ 3. Wielkoœæ
wyk³adnika p mo¿e byæ dobierana tak¿e na podstawie testów z przedzia³u 1 < p < 9,
[7]. Im wy¿sze wartoœci p tym rozwi¹zanie zawiera mniej stref z materia³em o gêsto-
œciach poœrednich, które trzeba by³oby wyeliminowaæ. Sposoby eliminacji takich
stref s¹ opisane np. w pracy [7], [8]. Zgodnie ze wzorem (4) w pracy przyjêto p = 3.

W zadaniu optymalizacji topologicznej poszukiwany jest optymalny rozk³ad fikcyj-
nego materia³u zastêpczego wype³niaj¹cego obszar projektowy. Na tym etapie proje-
ktowania, który jak ju¿ mówiliœmy dotyczy koncepcji (architektury) mostu, nie jest
istotne jaki to materia³: beton, stal czy kompozyt polimerowy.

3. SFORMU£OWANIE ZADANIA OPTYMALIZACJI
TOPOLOGICZNEJ

Zadanie okreœlania optymalnej gêstoœci materia³u zastêpczego w obszarze projekto-
wym, ze wzglêdu na minimaln¹ globaln¹ podatnoœæ c uk³adu mo¿na zapisaæ w nastê-
puj¹cy sposób, wg [9]: znajdŸ
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przy ograniczeniach:
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min , ,≤ ≤10 (8)

gdzie q
e

jest wektorem przemieszczeñ wêz³owych e-tego elementu, A
e

jest polem
elementu tarczy, B

e
jest macierz¹ pochodnych funkcji kszta³tu. Równanie (6) jest

równaniem równowagi uk³adu, q jest globalnym wektorem przemieszczeñ wêz³ów
konstrukcji, K i F s¹ odpowiednio globaln¹ macierz¹ sztywnoœci i wektorem si³ zew-
nêtrznych, ν

e
jest objêtoœci¹ elementu dyskretyzacji. Wyra¿enie (7) jest równaniem

sta³ej iloœci materia³u w ca³ym obszarzeΩ. Pierwszy cz³on wyra¿enia (7) oznacza ob-
jêtoœæ materia³u zastêpczego, zaœ drugi jest objêtoœci¹ obszaru projektowego pomno-
¿on¹ przez sta³¹ f. Sta³a ta okreœla stopieñ pocz¹tkowego rozrzedzenia materia³u
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litego w obszarze projektowymΩ. Jeœli objêtoœæ materia³u litego jest o po³owê mniej-
sza od objêtoœci obszaru projektowego to wówczas f=0,5. Wyra¿enie (8) okreœla za-
kres zmiennoœci miary gêstoœci materia³u zastêpczego. Gdyζ

e
przyjmuje wartoœæ 1,0

wówczas element jest ca³kowicie wype³niony materia³em litym. Obszary, w których

ζ ζ
e e
= min uwa¿ane s¹ za puste. Ze wzglêdów numerycznych przyjmuje siê, ¿e dolne

ograniczenie ζ
e

min powinno byæ dobrane tak, aby nie by³o mniejsze ni¿ dopuszczalny

poziom dok³adnoœci arytmetyki komputera. W naszym przypadku przyjêto ζ
e

min =
0,1e-07.

Istnieje tak¿e mo¿liwoœæ optymalizacji topologicznej uk³adu z jednoczesnym uwz-
glêdnieniem optymalizacji iloœci materia³u poprzez dobór odpowiedniej wielkoœci
parametru f. W tak postawionym problemie bêdziemy mieli dwie funkcje celu.
Pierwsz¹ funkcj¹ celu bêdzie iloœæ materia³u, z którego bêdzie wykonany uk³ad, któ-
ra zale¿y od wielkoœci parametru f. Drug¹ funkcj¹ celu, tak jak w poprzednim sfor-
mu³owaniu, bêdzie minimalna podatnoœæ, której wartoœci w poszczególnych krokach
iteracyjnych zale¿¹ od odpowiednio rozmieszczanego materia³u. Naturalnym jest, ¿e
je¿eli nie wprowadzimy dodatkowych ograniczeñ to przy projektowaniu na podsta-
wie kryterium maksymalnej sztywnoœci wymiary elementów uk³adu bêd¹ d¹¿y³y do
nieskoñczonoœci. Aby unikn¹æ takich rozwi¹zañ nale¿y zdefiniowaæ dodatkowe wa-
runki w postaci ograniczeñ typu naprê¿eniowego i przemieszczeniowego. Wówczas
sformu³owanie zadania optymalizacji ogólnego kszta³tu maksymalnie sztywnej i lek-
kiej konstrukcji mo¿e byæ podane nastêpuj¹co: znajdŸ
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przy ograniczeniach (6), (7), (8) oraz dodatkowych ograniczeniach:

typu naprê¿eniowego

σ σ σi i

dop i n≤ =, 1,... , , (10)

typu przemieszczeniowego

u u i n
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dop

u
≤ =, ,... , ,1 (11)

gdzieσ σ
i i i

dop

i

dopu u, , , s¹ odpowiednio naprê¿eniem i przemieszczeniem w i-tym ele-

mencie oraz i-tym wêŸle uk³adu.σ
i

dop

i

dopu, s¹ odpowiednio naprê¿eniem i przemiesz-

czeniem dopuszczalnym w i-tym elemencie oraz i-tym wêŸle uk³adu. n n
uσ ,

oznaczaj¹ liczbê ograniczeñ typu naprê¿eniowego i przemieszczeniowego. Niniejsze
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podejœcie nie jest jednak tematem pracy i zosta³o jedynie zasygnalizowane. W pracy
wykorzystywane jest natomiast sformu³owanie podane wzorami (5)-(8).

Optymalizacja topologiczna mo¿e byæ stosowana tak¿e miêdzy innymi do projekto-
wania ogólnego kszta³tu uk³adów drgaj¹cych. Przyk³ady innych zastosowañ oma-
wianej metody mo¿na znaleŸæ w bardzo wielu pracach, niektóre z nich s¹ omawiane
w [7] i [8].

4. KRYTERIA OPTYMALNOŒCI

Rozwi¹zanie zadania minimalizacji globalnej podatnoœci przy ograniczeniach da-
nych wzorami (6)-(8) mo¿e byæ uzyskane drog¹ okreœlenia punktu stacjonarnego
funkcji Lagrange’a okreœlanego z warunków optymalnoœci Kuhna-Tuckera. Funkcja
Lagrange’a dla zadania (5)-(8) przyjmuje postaæ [9]
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g s¹ mno¿nikami Lagrange'a stoj¹cymi przy ograniczeniach typu nierówno-

œciowego. Warunki optymalnoœci Kuhna-Tuckera wyra¿one s¹ zale¿noœciami:
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W prezentowanej pracy problem optymalizacji topologicznej by³ rozwi¹zywany
przy u¿yciu metod kryteriów optymalnoœci. W metodach tych na ka¿dym kroku ite-
racyjnym okreœlany jest zbiór ograniczeñ aktywnych. Jeœli znamy strefy gdzie ogra-
niczenia nierównoœciowe s¹ nieaktywne to mo¿emy w nich pos³ugiwaæ siê rów-
noœciowymi warunkami stacjonarnoœci funkcji Lagrange’a. W strefach gdzie ograni-
czenia s¹ aktywne pos³ugujemy siê nierównoœciowymi warunkami Kuhna-Tuckera.
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Dla poœrednich wartoœci zmiennych decyzyjnych ζ ζ
e e

min < < 1,0 ograniczenia nie-

równoœciowe (8) staj¹ siê nieaktywne. Uwzglêdniaj¹c zale¿noœæ (12) kryterium opty-
malnoœci dla poœrednich wartoœci miar gêstoœci materia³u mo¿na zapisaæ w postaci
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gdzie k
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o jest macierz¹ sztywnoœci elementu z litym materia³em rzeczywistym o gê-
stoœci ρ
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wyra¿enie (15) mo¿emy zapisaæ w postaci Q
e
= 1,0. Interpretacja fizyczna wyra¿enia

(15) jest nastêpuj¹ca: gêstoœæ pochodnej podatnoœci z miar¹
1

λ
jest równa jeden w ka¿-

dym elemencie obszaru dla poœrednich miar gêstoœci materia³uζ
e
. Gdy spe³niony jest

warunek (15) dla poœrednich miar gêstoœci ζ ζ
e e

min < < 1,0 rozwi¹zanie uwa¿ane jest

za optymalne.

Gdy dolne ograniczenie staje siê aktywne ζ ζ
e e

min − =0 i ξ
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d ≥ 0 kryterium optymal-

noœci przyjmuje postaæ
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Dla górnego ograniczenia aktywnego ζ
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g ≥ 0 a kryterium optymalnoœci
przyjmuje postaæ

Q
e

e

d

e

= + ≥1 1
ξ
λν

. (17)

Wykorzystuj¹c powy¿sze zwi¹zki Bendsoe [1] zaproponowa³ nastêpuj¹cy schemat
uaktualniania zmiennych

( )( )
ζ

ζ ζ ζ ζ ζη

e

k

e e e e

k

e e
m Q

+ =

− ≤ −
1

max gdy maxmin min, ,( )( )m

Q
e e

kηζ gdy min 1,( )( ) ( )( )
( )( )

ζ ζ ζ ζ

ζ

η
e

max

min gdy

+ < < −

+

m Q m

m

e e

k

e e

e

min ,

,1 ( )( )min 1, ,ζ ζη
e e e

km Q+ ≤

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

(18)

DROGI i MOSTY 1/2004

94 Izabela Marczewska, W³odzimierz Sosnowski



gdzie η jest parametrem t³umienia, m d³ugoœci¹ kroku. Mno¿niki Lagrange'aΓ i λ s¹

wyznaczane z warunków
∂
∂

L

Γ
=0 oraz

∂
∂λ

L =0.

Wprowadzenie parametru t³umienia ma na celu przybli¿anie wartoœci Q
e
, uzyskanej

w danej iteracji, do jedynki. Wówczas rozwi¹zanie spe³nia kryterium optymalnoœci

(14). Przyjmuj¹c η=1/2 zbli¿amy siê z wartoœciami Q
e

do jednoœci, np. 11 10488, ,= ,

zaœ 0 990 0 995, ,= . D³ugoœæ kroku m okreœla o ile na danej iteracji mo¿e wzrosn¹æ lub

zmaleæ wartoœæ miary gêstoœci materia³u. W pracy miara ta jest dobrana jako
1

50
0 02x

e

max ,= . Wprowadzenie powy¿szych parametrów wi¹¿e siê z heurystycznym

typem algorytmu optymalizacji topologicznej.

5. PRZYK£ADY NUMERYCZNE

5.1. PRZYK£AD 1

Za³ó¿my, ¿e chcemy zaprojektowaæ most dla samochodów z jazd¹ do³em nad p³ytk¹
rzek¹ o p³askich brzegach, wg schematu przedstawionego na rysunku 2.

Rozwa¿aj¹c wstêpn¹ koncepcjê mostu nale¿y zwróciæ uwagê na warunki podparcia.
Na tym etapie projektu nie zachodzi potrzeba zastosowania takiego samego sposobu
podparcia dla obszaru projektowego jak dla uzyskanego mostu. Specyfika zadania
wymaga wprowadzenia podpór nieprzesuwnych dla obszaru projektowego. W proje-
kcie wstêpnym opracowywanym przy u¿yciu optymalizacji topologicznej podpory
powinny znajdowaæ siê w miejscach gdzie przewiduje siê usytuowanie przyczó³ków
lub filarów miêdzy przês³owych. Przy dalszych obliczeniach projektu nale¿y wpro-
wadziæ inne warunki, np. takie, które zapewniaj¹ konstrukcji statyczn¹ wyznaczal-
noœæ.

W przedstawionym podejœciu obszarem projektowym s¹ tarcze sprê¿yste. D³ugoœæ
tarczy wynika z rozstawu podpór, wysokoœæ jest okreœlona przez projektanta dowol-
nie. Rozk³ad gêstoœci materia³u uzyskany drog¹ optymalizacji topologicznej dla ta-
kich uk³adów nie zale¿y od wartoœci obci¹¿enia istotny jest natomiast jego rozk³ad.
W miejscu gdzie bêdzie znajdowa³ siê pas jezdny nale¿y wprowadziæ obci¹¿enie
ci¹g³e. Podobnie, na rozk³ad gêstoœci materia³u nie maj¹ wp³ywu jego w³asnoœci
sprê¿yste, takie jak modu³ Younga. W pracy przeprowadzone s¹ obliczenia przy
za³o¿eniu, ¿e modu³ Younga jest równy 210 GPa co odpowiada stali konstrukcyjnej.
Nale¿y podkreœliæ, ¿e taki sam kszta³t mostu uzyskalibyœmy przyjmuj¹c E=1 N.
Oczywiœcie wartoœci obci¹¿enia i sta³e materia³owe wp³ywaj¹ na odpowiedŸ uk³adu
lecz maj¹ znaczenie dopiero na etapie wymiarowania konstrukcji. Wtedy bowiem
przeprowadzana jest dok³adna analiza wytrzyma³oœci i optymalizacja wymiarów w
kolejnych fazach projektowania. Problematyka ta wychodzi jednak poza zakres ni-
niejszej pracy.
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Wobec powy¿szych za³o¿eñ przyjmujemy, ¿e obszar projektowy stanowi tarcza nie-
przesuwnie zamocowana w naro¿ach i równomiernie obci¹¿ona wzd³u¿ dolnej kra-
wêdzi tak jak to pokazano na rysunku 2. Do rozwi¹zania zadania statyki przyjêto
obci¹¿enie o intensywnoœci q =1000 kN/m oraz nastêpuj¹ce dane materia³owe:
E=210 GPa oraz ν=0,3. Obszar projektowy podzielono na 3000 prostok¹tnych, tar-
czowych, czterowêz³owych elementów skoñczonych.

W zadaniu optymalizacji topologicznej przyjêto: p =3, η= 0,5, m= 0,02, f = 0,5,

ζ
e

min = 0,1e-07.

Optymalny kszta³t konstrukcji oraz przebieg ca³ego procesu optymalizacji w kolej-
nych krokach iteracyjnych przedstawia rysunek 2. Rozwi¹zanie optymalne uzyskano
w 60-tym kroku iteracyjnym. Stwierdzono oko³o 70 procentowy spadek wartoœci
globalnej podatnoœci (równowa¿ny 70 procentowemu wzrostowi sztywnoœci) w sto-
sunku do stanu pocz¹tkowego.

W wyniku optymalizacji topologicznej przemieszczony w obszarze projektowym
materia³ tworzy uk³ad przypominaj¹cy most podwieszony. Pas noœny stanowi ³uk do
którego za pomoc¹ ciêgien jest przymocowany pomost.
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Rys.2. Œcie¿ka optymalizacji topologicznej i rozmieszczenie materia³u tarczy w p³askim

stanie naprê¿enia obci¹¿onej równomiernie wzd³u¿ dolnej krawêdzi, podpartej w dwóch

naro¿nych wêz³ach

Fig.2. Topology optimization - iteration path and the material distribution in plain stress

slab subjected to in-plane, distributed load, supported at two corners' nodes



5.2. PRZYK£AD 2

Nale¿y zaprojektowaæ most dla samochodów z jazd¹ gór¹ nad rzek¹ o bardzo stro-
mych brzegach, któr¹ p³ywaj¹ statki. Przyjêto, ¿e schemat zastêpczy stanowi tarcza
nieprzesuwnie zamocowana w naro¿ach i równomiernie obci¹¿ona wzd³u¿ górnej
krawêdzi, tak jak to pokazano na rysunku 3. Dane do analizy uk³adu i rozwi¹zania za-
dania optymalizacji topologicznej przyjêto takie same jak w poprzednim przyk³ad-
zie.

Optymalny kszta³t tarczy oraz przebieg ca³ego procesu optymalizacji w kolejnych
krokach iteracyjnych przedstawia rysunek 3. Rozwi¹zanie optymalne uzyskano w
60-tym kroku iteracyjnym. Podatnoœæ konstrukcji optymalnej spad³a o oko³o 90 % w
stosunku do wartoœci podatnoœci dla projektu pocz¹tkowego.

W wyniku optymalizacji topologicznej materia³ przemieszcza siê w obszarze proje-
ktowym tworz¹c uk³ad przypominaj¹cy kratownicê z pasem dolnym w kszta³cie ³uku
i prostym pasem górnym. Oddzia³ywanie zewnêtrzne przenoszone przez pas górny
jest przekazywane do pasa dolnego poprzez s³upy.
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Rys.3. Œcie¿ka optymalizacji topologicznej i rozmieszczenie materia³u tarczy w p³askim

stanie naprê¿enia obci¹¿onej równomiernie wzd³u¿ górnej krawêdzi,

podpartej w dwóch naro¿nych wêz³ach

Fig.3. Topology optimization - iteration path and the material distribution in plain

stress slab subjected to in-plane, distributed load,

supported at two corners' nodes



5.3. PRZYK£AD 3

Niniejszy przyk³ad pokazuje jak tworzy siê optymalny kszta³t mostu z pomostem w
œrodku wysokoœci obszaru projektowego. W przypadku tym obci¹¿enie przy³o¿one
jest w po³owie wysokoœci tarczy zamocowanej nieprzesuwnie tak jak to pokazano na
rysunku 4. Pozosta³e dane do analizy uk³adu i rozwi¹zania zadania optymalizacji
topologicznej przyjêto takie same jak w poprzednich przyk³adach.

Optymalny kszta³t tarczy oraz przebieg ca³ego procesu optymalizacji w kolejnych
krokach iteracyjnych przedstawiono na rysunku 4. Rozwi¹zanie optymalne uzyskano
w 60-tym kroku iteracyjnym. Podatnoœæ konstrukcji optymalnej spad³a o oko³o 90 %
w stosunku do wartoœci podatnoœci dla projektu pocz¹tkowego.

Uzyskana konstrukcja mostu posiada cechy uk³adu Nielsena, [11], pokazanego na ry-
sunku 5. Konstrukcje noœn¹ uzyskanego uk³adu stanowi ³uk, który na œrodkowym od-
cinku dŸwiga g³ówn¹ p³ytê mostu poprzez ciêgna.
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Rys.4. Œcie¿ka optymalizacji topologicznej i rozmieszczenie materia³u tarczy w p³askim

stanie naprê¿enia obci¹¿onej równomiernie w œrodku wysokoœci, podpartej w dwóch

naro¿nych wêz³ach

Fig.4. Topology optimization - iteration path and the material distribution in plain stress slab

subjected to in-plane, distributed load in the middle of the height, supported at two corners'

nodes



5.4. PRZYK£AD 4

Niniejszy przyk³ad pokazuje jak tworzy siê optymalny kszta³t mostu z pomostem w
œrodku wysokoœci obszaru projektowego przy wprowadzeniu dwóch podpór nieprze-
suwnych. W przypadku tym, tak jak w poprzednim przyk³adzie, obci¹¿enie przy³o¿o-
ne jest w po³owie wysokoœci tarczy (rys. 6). Pozosta³e dane do analizy uk³adu i
rozwi¹zania zadania optymalizacji topologicznej przyjêto takie same jak w poprze-
dnich przyk³adach.

Optymalny kszta³t tarczy oraz przebieg ca³ego procesu optymalizacji w kolejnych
krokach iteracyjnych przedstawiono na rysunku 6. Rozwi¹zanie optymalne uzyskano
w 60-tym kroku iteracyjnym. Podatnoœæ konstrukcji optymalnej spad³a o oko³o 90 %
w stosunku do wartoœci podatnoœci dla projektu pocz¹tkowego. Uzyskana konstruk-
cja mostu stanowi dwuprzês³owy uk³ad z podwieszonym pomostem.
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Rys.5. Most Saigo, (http://www.khi.co.jp/tekkou/catalog/FrameRight6-e.html). Lokalizacja:

Shimane Prefecture, Japonia, d³ugoœæ 270 m, szerokoœæ 6 m, rok oddania 1977

Fig.5. Saigo bridge, (http://www.khi.co.jp/tekkou/catalog/FrameRight6-e.html). Location:

Shimane Prefecture, Japan, length 270 m, width 6 m, date of completion 1977



6. PODSUMOWANIE

Optymalizacja topologiczna pozwala ustaliæ wstêpny kszta³t konstrukcji i mo¿e sta-
nowiæ uzupe³nienie warsztatu pracy in¿yniera projektanta. Nale¿y jednak podkreœliæ,
¿e optymalizacja nie zast¹pi twórczego myœlenia projektanta jego intuicji i doœwiad-
czenia. Mo¿e natomiast wspomóc i wzbogaciæ ten proces. Szybkoœæ uzyskiwania
rozwi¹zañ pozwala rozwa¿aæ wiele ró¿nych koncepcji przy stosunkowo ma³ym
nak³adzie pracy i w krótkim czasie.

Przedstawiona metoda optymalizacji ma charakter bardzo ogólny. Zosta³a wpraw-
dzie przetestowana na stosunkowo prostych przyk³adach ale mo¿e byæ stosowana do
rozwi¹zywania znacznie bardziej skomplikowanych zadañ.

Powy¿szy wniosek móg³ byæ sformu³owany przede wszystkim dziêki temu, ¿e algo-
rytmy optymalizacyjne zosta³y sprzê¿one z najbardziej uniwersaln¹ metod¹ nume-
ryczn¹ rozwi¹zywania zadañ in¿ynierskich, jak¹ jest metoda elementów skoñczo-
nych.
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Rys.6. Œcie¿ka optymalizacji topologicznej i rozmieszczenie materia³u tarczy w p³askim

stanie naprê¿enia obci¹¿onej równomiernie w œrodku wysokoœci, podpartej w dwóch

wêz³ach

Fig.6. Topology optimization - iteration path and the material distribution in plain stress slab

subjected to in-plane, distributed load in the middle of the height, supported at two nodes



Metoda projektowania ogólnego kszta³tu przy wykorzystaniu optymalizacji topolo-
gicznej jest metod¹ stosunkowo now¹. Jednak rozwój tej metody jest nies³ychanie
dynamiczny.

Prezentowany w pracy problem optymalizacji topologicznej jest sformu³owany w
taki sposób, ¿e na rozk³ad materia³u w obszarze projektowym nie maj¹ wp³ywu
w³aœciwoœci materia³u i wielkoœæ obci¹¿enia a jedynie wymiary, kszta³t, warunki
podparcia i rozk³ad obci¹¿enia obszaru projektowego oraz wstêpna iloœæ materia³u fi-
kcyjnego. Dlatego przedstawione sformu³owanie problemu optymalizacji topologi-
cznej mo¿e byæ jedynie wykorzystywane przy tworzeniu koncepcji konstrukcji. Nie
mo¿emy siê spodziewaæ, ¿e uzyskamy od razu gotowy projekt, który spe³nia wszy-
stkie kryteria np. wytrzyma³oœciowe. Uzyskamy natomiast informacjê jak mog³y by
byæ usytuowane elementy przysz³ej konstrukcji aby by³a ona najbardziej sztywna.
Nie dostaniemy tak¿e informacji na temat wymiarów tych elementów. Mo¿emy jedy-
nie okreœliæ, które z nich powinny byæ krêpe a które smuk³e. Szczegó³owe wymiary
s¹ ustalone w dalszych etapach procesu projektowania. Zawarte w pracy rozwa¿ania
pozostaj¹ wiêc w fazie wstêpnego projektu architektonicznego.
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GENERAL SHAPE DESIGN OF THE BRIDGE STRUCTURE USING
TOPOLOGY OPTIMALIZATION METHODS

Abstract

The paper deals with a new method which can be used in initial design of the bridge

constructions, when the fundamental decisions related to the type of the bridge must be

considered. Sensitivity based topology optimization is the modern, interdisciplinary design

tool, which is used in many practical problems. The numerical topology optimization algorithm

consists of two basic steps at each iteration: the first, the analysis of the system is performed

and the second, the design variables are updated.

In the problem of topology optimization the optimal redistribution of the artificial, non-real

material should be determined in design domain in order to minimize the mean compliance of

the structure. This material is called Simple Isotropic Material with Penalization [1].

In optimization process the artificial material with intermediate non real density ρ is re-

distributed. It is concentrated in stiffened zones ρ ρ=
o
. The result of the optimization is the

optimal global shape of the construction.

The presented examples demonstrate how quickly and easily one can obtain the optimal global

shape of the bridge construction using numerical topology optimization procedure.
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