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MOSTU BELKOWEGO

STRESZCZENIE. Celem pracy jest ocena wp³ywu podstawowych cech pojazdów szynowych
na odpowiedŸ dynamiczn¹ mostu belkowego w szerokim zakresie prêdkoœci ruchomego
obci¹¿enia cyklicznego. Rozwa¿ano nastêpuj¹ce cechy: masy nieresorowane (zestawy
ko³owe), masy resorowane (ramy wózków, nadwozia). Badania numeryczne przeprowadzono
na uproszczonych modelach mostu i pojazdów szynowych. Modelem mostu belkowego jest
swobodnie podparta belka Eulera-Bernoulli’ego. Analizowano cztery modele obci¹¿enia
ruchomego o strukturze cyklicznej: uk³ad skupionych si³ ruchomych (model P), uk³ad
ruchomych mas nieresorowanych (model M), uk³ad ruchomych oscylatorów lepkosprê¿ystych
jednomasowych (model Mo), uk³ad ruchomych oscylatorów lepkosprê¿ystych dwumasowych
(model MMo). Ci¹gi elementów ruchomych s¹ skoñczone. Do sformu³owania macierzowych
równañ ruchu uk³adu zastosowano metodê Lagrange’a - Ritza oraz metodê Klasztornego.
W przypadku modeli M, MMo uwzglêdniono podatnoœæ zestawów ko³owych oraz wiêzy
jednostronne miêdzy obci¹¿eniem ruchomym a torem. Na podstawie badañ numerycznych
stwierdzono, ¿e w modelowaniu poci¹gów szybkobie¿nych nale¿y uwzglêdniaæ masy
nieresorowane, zawieszenia lepkosprê¿yste oraz masy resorowane.

S£OWA KLUCZOWE: modelowanie obci¹¿enia ruchomego, most belkowy, most kolejowy,
poci¹g szybkobie¿ny

1. WSTÊP

W dynamice mostów kolejowych poddanych dzia³aniu poci¹gów szybkobie¿nych nie-
którzy badacze przyjmuj¹ uproszczone modele poci¹gu, w postaci si³, mas skupionych
lub roz³o¿onych, a tak¿e oscylatorów jedno- lub dwumasowych, bez oceny zgodnoœci
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tych modeli z rzeczywistym oddzia³ywaniem pojazdów szynowych na tor, m.in. [1 - 11].
Nelson i Conover [1] oraz Benedetti [2] rozpatrywali ci¹g ruchomych mas skupionych,
Chu i in. [3] analizowali ci¹g oscylatorów ruchomych, Langer i Klasztorny [4] rozpatry-
wali ci¹g ruchomych mas roz³o¿onych. Borowicz [5] bada³ ci¹gi ruchomych si³ i oscyla-
torów, Klasztorny [6] rozpatrywa³ ci¹gi ruchomych oscylatorów jedno- lub
dwumasowych, Klasztorny i Langer [7] analizowali ci¹gi ruchomych si³ skupionych,
mas skupionych i oscylatorów jedno- lub dwumasowych. Yang i in. [8] przyjêli ci¹g ru-
chomych mas skupionych, Cheng i in. [9] analizowali ci¹g ruchomych dwumasowych
oscylatorów, Fryba [10] oraz Yau i in. [11] przyjêli ci¹g si³ ruchomych. Wy¿ej wymie-
nione prace opracowano przy za³o¿eniu dwustronnych wiêzów miêdzy elementami ru-
chomymi a belk¹ modeluj¹c¹ most, co nie jest zgodne z rzeczywistoœci¹.

Obszerne badania dynamiki belki mostowej dla ró¿nych typów modeli obci¹¿enia ru-
chomego przedstawiono w pracy [7]. Autorzy [7] opracowali algorytmy numerycz-
nego wyznaczania drgañ nieustalonych i ustalonych dla nieskoñczonego ci¹gu
elementów ruchomych, bazuj¹ce na metodzie Lagrange’a-Ritza i równaniach ruchu
w jawnej postaci. W przypadku zestawów ruchomych mas skupionych lub oscylato-
rów lepkosprê¿ystych takie podejœcie prowadzi do wielokrotnie d³u¿szego czasu obli-
czeñ ni¿ algorytmy niejawne zastosowane w niniejszej pracy. Ponadto, w pracy [7]
przedstawiono wyniki symulacji w bazie parametrów bezwymiarowych, co utrudnia
odniesienie tych rozwi¹zañ do uk³adów rzeczywistych. Wp³yw modeli obci¹¿enia ru-
chomego na odpowiedŸ dynamiczn¹ belki mostowej badano tylko dla wybranych
prêdkoœci obci¹¿enia.

Celem niniejszej pracy jest ocena wp³ywu podstawowych cech pojazdów szynowych
na odpowiedŸ dynamiczn¹ mostu belkowego w szerokim zakresie prêdkoœci rucho-
mego obci¹¿enia cyklicznego w postaci skoñczonego ci¹gu skupionych elementów
ruchomych. Rozwa¿ano nastêpuj¹ce cechy: masy nieresorowane (zestawy ko³owe),
masy resorowane (ramy wózków, nadwozia). Badania numeryczne przeprowadzono
na uproszczonych modelach mostu i pojazdów szynowych.

W pracy nie proponuje siê modeli poci¹gów szybkobie¿nych i mostów do obliczeñ in-
¿ynierskich. Zaawansowane modele pojazdów szynowych opracowali m.in. Matsu-
ura [12] (p³aski model pojazdu szynowego na dwuosiowych wózkach jezdnych, o 6
stopniach swobody) i Klasztorny [13] (przestrzenny model pojazdu na dwuosiowych
wózkach jezdnych, o 23 stopniach swobody).

Jednym z nowych elementów niniejszej pracy jest uwzglêdnienie podatnoœci zesta-
wów ko³owych modelowanej przez niewa¿kie wiêzy sprê¿yste pionowe jedno-
stronne. W niektórych pracach z dynamiki kolejowych obci¹¿eñ ruchomych
podatnoœæ ta jest uwzglêdniana, jednak wiêzy sprê¿yste s¹ dwustronne oraz stosowa-
ne s¹ inne algorytmy obliczeniowe, np. [14].

2. UPROSZCZONY MODEL UK£ADU I ZA£O¯ENIA

Modelem uk³adu most – tor – poci¹g szybkobie¿ny jest swobodnie podparta belka Eule-
ra - Bernoulli’ego poddana dzia³aniu skoñczonego ruchomego obci¹¿enia o strukturze
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cyklicznej. W celu zbadania wp³ywu podstawowych cech pojazdów szynowych rozwa-
¿ono cztery modele obci¹¿enia ruchomego:

1) uk³ad ruchomych si³ skupionych (model P),

2) uk³ad ruchomych mas skupionych (model M),

3) uk³ad ruchomych oscylatorów lepkosprê¿ystych jednomasowych (model Mo),

4) uk³ad ruchomych oscylatorów lepkosprê¿ystych dwumasowych (model MMo).

Belka Eulera - Bernoulli’ego jest uproszczonym modelem belkowego mostu kolejo-
wego jednoprzês³owego. Modele obci¹¿enia ruchomego pokazano na rys. 1. Obci¹¿e-
nie cykliczne sk³ada siê z powtarzalnych zestawów dwóch elementów skupionych.
Ka¿dy element modeluje jeden dwuosiowy wózek jezdny.

Model MMo obci¹¿enia ruchomego uwzglêdnia masy nieresorowane i resorowane,
dlatego jest modelem odniesienia w badaniach numerycznych wp³ywu tych mas na
odpowiedŸ dynamiczn¹ belki.

Przyjêto nastêpuj¹ce za³o¿enia w zakresie uproszczonego modelowania uk³adu most –
tor – poci¹g szybkobie¿ny, skorelowane z celem pracy:
1) uk³ad belka – obci¹¿enie ruchome jest przedzia³ami (ze wzglêdu na wiêzy jedno-

stronne) liniowy fizycznie i geometrycznie,
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Rys. 1. Modele P, M, Mo, MMo obci¹¿enia ruchomego
Fig. 1. The P, M, Mo, MMo moving load models

a)

b)

c)

d)



2) belka jest pryzmatyczna, inercyjna, odkszta³calna giêtnie, wykonana z materia³u
liniowo lepkosprê¿ystego,

3) t³umienie drgañ w belce jest opisane modelem Langera [15] (jednakowy dekre-
ment t³umienia dla wszystkich uk³adów modalnych),

4) rozpatruje siê drgania pionowe belki i elementów ruchomych,

5) podniesienie konstrukcyjne osi belki jest tak dobrane, aby oœ belki pod ciê¿arem
w³asnym by³a prostoliniowa,

6) rozpatruje siê procesy izotermiczne,

7) obci¹¿enie modeluj¹ce poci¹g porusza siê ze sta³¹ prêdkoœci¹,

8) w modelach M, MMo wiêzy miêdzy torem a obci¹¿eniem ruchomym s¹ jedno-
stronne, tzn. przenosz¹ tylko œciskanie,

9) tor jest g³adki (nierównoœci nie wystêpuj¹),

10) w chwili pocz¹tkowej obci¹¿enie ruchome znajduje siê poza belk¹ (pierwszy ele-
ment ruchomy znajduje siê nad lew¹ podpor¹ belki),

11) w chwili pocz¹tkowej oscylatory ruchome s¹ w równowadze statycznej,

12) w chwili pocz¹tkowej belka jest w równowadze statycznej,

13) tor poza belk¹ jest prostoliniowy i niepodatny.

3. SFORMU£OWANIE RÓWNAÑ RUCHU UK£ADU

Do sformu³owania równañ ruchu uk³adu belka – obci¹¿enie ruchome zastosowano me-
todê Lagrange’a - Ritza [15] (metoda energetyczna bazuj¹ca na równaniach Lagrange’a
II rodzaju i aproksymacji globalnej ugiêcia belki) oraz metodê Klasztornego [13] (for-
mu³owanie równañ ruchu w niejawnej postaci). Metodyka formu³owania równañ ruchu
jest nastêpuj¹ca:

• ugiêcie pionowe belki jest aproksymowane globalnie szeregiem funkcji spe³-
niaj¹cych warunki Ritza (kinematycznie dopuszczalny uk³ad zupe³ny),

• wprowadza siê wzajemne oddzia³ywania (interakcje) pomiêdzy skupionymi
elementami ruchomymi a torem/belk¹,

• równania ruchu s¹ formu³owane w niejawnej postaci, oddzielnie dla belki i obci¹-
¿enia ruchomego typu M, Mo, MMo, stosuj¹c równania Lagrange’a II rodzaju dla
belki i zasadê d’Alemberta dla obci¹¿enia ruchomego,

• gradient pracy obci¹¿enia belki w postaci elementów M, Mo i MMo oblicza siê
dla wzajemnych oddzia³ywañ w niejawnej postaci,

• masy nieresorowane M w modelach M, MMo s¹ traktowane jako podatne; wpro-
wadza siê niewa¿kie wiêzy sprê¿yste o odpowiednio du¿ej sztywnoœci konta-
ktowej k

M
, modeluj¹ce podatnoœæ pionow¹ zestawów ko³owych,

• model si³ wzajemnego oddzia³ywania w modelach M, MMo uwzglêdnia wiêzy
sprê¿yste jednostronne,

• równania ruchu uk³adu s¹ formu³owane z wykorzystaniem rachunku macierzo-
wego.
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Rozpatrywane uk³ady s¹ opisane przez nastêpuj¹ce parametry wymiarowe i bezwy-
miarowe:

l – rozpiêtoœæ belki [m],

m – masa belki na jednostkê d³ugoœci [kg/m],

E – modu³ Younga materia³u belki [Pa],

I
b

– moment bezw³adnoœci przekroju poprzecznego belki wzglêdem pozio-
mej osi centralnej [m4],

EI
b

– sztywnoœæ giêtna belki [N·m2],

� – bezwymiarowy wspó³czynnik t³umienia drgañ belki (�
cr

1 1� ) zgodny

z modelem Langera,

v – prêdkoœæ obci¹¿enia ruchomego (prêdkoœæ eksploatacyjna) [m/s],

P – si³a skupiona w modelu P [N], modeluj¹ca ciê¿ar przenoszony przez je-
den wózek na tor,

M – masa skupiona nieresorowana w modelach M, MMo [kg],

M
o

– masa skupiona resorowana w modelach Mo, MMo [kg],

k
o

– sztywnoœæ zawieszenia masy Mo [N/m],

c
o

– wspó³czynnik t³umienia zawieszenia masy Mo [N·s/m],

k
M

– sztywnoœæ kontaktowa,

b
1
, b

2
– odstêpy miêdzy skupionymi elementami ruchomymi, odwzorowuj¹ce

rozstaw osiowy wózków jezdnych b
1

oraz d³ugoœæ pojazdu b b
1 2
�

(pojazd na dwuosiowych wózkach jezdnych).

Ugiêcie pionowe belki aproksymowano szeregiem sinusowym spe³niaj¹cym warunki
Ritza (rys. 2):

w x t t x x tT T( , ) ( ) ( ) ( ) ( )� �q s s q (1)

gdzie:

q

s

( ) [ ( ), ( ), ... , ( )] ,

( ) [sin , sin

t q t q t q t

x

n

T�

�

1 2

2�� �� �� �, ... , sin ] , ,n
x

l

� �
(2)

przy czym:

x – odciêta w p³askim uk³adzie wspó³rzêdnych xz,

t – zmienna czasowa,

q( )t – wektor wspó³rzêdnych uogólnionych Lagrange’a dla belki,

s( )x – wektor funkcji aproksymacyjnych.
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Równania Lagrange’a II rodzaju w odniesieniu do belki maj¹ postaæ [15]:

d

dt
E E L

k p
[ ( � )] � ) ( ) ( )grad grad grad gradq q q q� � ��	 , (3)

gdzie ( ). �
d

dt
oraz:

E
k
( � )q – energia kinetyczna belki,

	( � )q – moc t³umienia belki,

E
p
( )q – energia wewnêtrzna (sprê¿ysta) belki,

L( )q – praca obci¹¿enia zewnêtrznego belki na przemieszczeniach w x t( , ).

Obci¹¿enie zewnêtrzne belki stanowi skoñczony ci¹g skupionych si³ ruchomych
R t

1
( ), R t

2
( ), R t

N
( ), bêd¹cych dynamicznymi naciskami elementów ruchomych na

tor, czyli wzajemnymi oddzia³ywaniami elementów ruchomych i belki (rys. 2). Sym-
bolem N oznaczono liczbê elementów ruchomych.

Po zastosowaniu przedstawionej metodyki formu³owania równañ ruchu, otrzymano
macierzowe równanie ruchu belki mostowej obci¹¿onej uk³adem si³ ruchomych
R t

1
( ), R t

2
( ), R t

N
( ), w niejawnej postaci

Bq Dq Kq SR��( ) �( ) ( )t t t� � � , (4)

gdzie:
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Rys. 2. Modele belki i obci¹¿enia ruchomego: a) konfiguracja uk³adu w chwili pocz¹tkowej,
b) ugiêcie dynamiczne belki w x t( , ) oraz po³o¿enie si³y R t

i
( )

Fig. 2. The beam and moving load models: a) configuration of the system at the initial instant,
b) the dynamic deflection w x t( , ) and the location of the interaction R t

i
( )

a)

b)
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�� �= = diag
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l

a

l
i

i, , ( ),I 1,1,... ,1 { } = diag .d ( , ,... , )� � �2 n

(5)

Zmienna bezwymiarowa � okreœla po³o¿enie pierwszej si³y wzglêdem lewej podpory
belki. Operowanie zmienn¹ � pozwala na porównanie wykresów danej wielkoœci wy-
nikowej dla ró¿nych prêdkoœci eksploatacyjnych oraz na porównanie wykresu dyna-
micznego z wykresem quasi-statycznym. Symbolem a

i
oznaczono odleg³oœæ si³y R

i

od si³y R
1
.

Macierzowe równanie ruchu (4) jest uk³adem niejednorodnych równañ ró¿niczko-
wych zwyczajnych, liniowych, drugiego rzêdu, o sta³ych wspó³czynnikach. Sprzê¿e-
nie drgañ z elementami ruchomymi w modelach M, Mo, MMo jest zawarte w wektorze
obci¹¿eñ uogólnionych. W chwili pocz¹tkowej t �0belka i oscylatory s¹ w równowa-
dze statycznej.

W przypadku modelu P belka jest obci¹¿ona zbiorem N si³ ruchomych o sta³ej warto-
œci P. Wektor si³ interakcji jest sta³y czasie i wynosi:

R � P1 , (6)

gdzie 1 � [ ]1,1,... ,1 T , dim1 � N . Dodatkowe równanie ruchu nie wystêpuje. Macie-
rzowe równanie ruchu (4) jest w postaci jawnej.

W przypadku modelu M (rys. 3) belka jest obci¹¿ona zbiorem skupionych mas rucho-
mych o wartoœci M M

i
� . Masê nieresorowan¹ M zast¹piono mas¹ resorowan¹ za

pomoc¹ sprê¿yny kontaktowej o sztywnoœci k
M

. Sztywnoœæ kontaktow¹ mo¿na obli-
czyæ z przybli¿onego wzoru:

k
P

M
�
�

, (7)

gdzie P jest si³¹ nacisku wózka dwuosiowego na tor, a� jest skróceniem (w kierunku pio-
nowym) promienia nominalnego kó³ wózka dwuosiowego. Przyjmuj¹c P = 320000 N,
� = 0,4 mm = 0,0004 m [13], otrzymuje siê: k

M
= 8 108� N/m.

Wprowadzono wektor dodatkowych wspó³rzêdnych uogólnionych

q
M M M NM

Tt q t q t q t( ) [ ( ), ( ),... , ( )]�
1 2

, (8)

gdzie q t
iM

( ) jest przemieszczeniem pionowym masy M . Pod wp³ywem si³y ciê¿koœci
Mg nastêpuje skrócenie sprê¿yny kontaktowej o wartoœæ Mg/k

M
. Wzajemne od-

dzia³ywanie wynosi:
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R t
k q t W t q t W

i

M i i iM i( )
[ ( ) ( )] ( )

�

 
 �dla ,

0

0

dla ,q t W
iM i

( ) 
 �

�
�
� 0

(9)

przy czymW t
i
( ) jest ugiêciem pionowym belki œledz¹cym po³o¿enie masy M .

Dodatkowe macierzowe równanie ruchu ekwiwalentnych oscylatorów sprê¿ystych
o parametrach M , k

M
mo¿na wyznaczyæ z zasady d’Alemberta

{ }��M q G R
M

� 
 , (10)

gdzie{ }M I� M , G 1� Mg .

W przypadku modelu Mo (rys. 4) belka jest obci¹¿ona zbiorem oscylatorów lepko-
sprê¿ystych jednomasowych. Wprowadzono wektor dodatkowych wspó³rzêdnych
uogólnionych

q o o o o
( ) [ ( ), ( ),... , ( )]t q t q t q t

N

T�
1 2

, (11)

gdzie q t
io

( ) jest przemieszczeniem pionowym masy M o . Skrócenie statyczne sprê¿y-
ny k o wynosi M go /k o . Dodatkowe macierzowe równanie ruchu oscylatorów lepko-
sprê¿ystych o parametrach M o , k o , co mo¿na wyznaczyæ z zasady d’Alemberta dla
masy M o :

{ }��M q G Ro o o� 
 , (12)

gdzie { }M Io o� M , G 1o o� M g . Si³a wzajemnego oddzia³ywania miêdzy oscylato-
rem ruchomym a torem wynosi:

R t k q t W t c q t W t
i i i i i
( ) [ ( ) ( )] [ � ( ) � ( )]� 
 � 
o o o o

, (13)

gdzie:
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Rys. 3. Interpretacja sprê¿yny kontaktowej w modelu M (a i b) oraz uk³ad si³ dzia³aj¹cych
na masê M (c)
Fig. 3. Interpretation of the contact spring in the M model (a and b) and the set of forces
applied to the M mass (c)

a) b) c)
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v
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i
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 dla - 0,1
i
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 �
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(14)

W przypadku modelu MMo (rys. 5) belka jest obci¹¿ona zbiorem oscylatorów lepko-
sprê¿ystych dwumasowych. Masê nieresorowan¹ M zast¹piæ mo¿na mas¹ resoro-
wan¹ M za pomoc¹ jednostronnej sprê¿yny kontaktowej o sztywnoœci k

M
, podobnie

jak w przypadku modelu M. Wprowadzono dwa wektory dodatkowych wspó³rzêd-
nych uogólnionych:

q

q

M

o o

( ) [ ( ), ( ),... , ( )] ,

( ) [ ( ),

t q t q t q t

t q t q

M M NM

T�

�
1 2

1 2o o
( ),... , ( )] ,t q t

N

T
(15)

gdzie q t
M1

( ), q t
io

( ) s¹ odpowiednio przemieszczeniami mas M , M o . Skrócenia sta-
tyczne sprê¿yn, potrzebne do okreœlenia warunków pocz¹tkowych, obliczamy podob-
nie jak w przypadku modeli M, Mo.

Si³y wzajemnego oddzia³ywania wynosz¹:

R t
k q t W t q t W

i

M iM i iM i( )
[ ( ) ( )] ( )

�

 
 �dla 0

0 dla q t W
iM i

( ) 
 �

�
�
�

� 
 � 


0 ,

o o o o o
R t k q t q t c q t q t

i i iM i iM
( ) [ ( ) ( )] [ � ( ) � ( )] .

(16)

Dodatkowe macierzowe równanie ruchu dwumasowych oscylatorów lepkosprê¿ys-
tych o parametrach M o , M , k o , co , k

M
mo¿na wyznaczyæ z zasady d’Alemberta dla

mas M o , M . Wynik koñcowy ma postaæ:

B q D q K q Fs s s s s s s
�� ( ) � ( ) ( )t t t� � � , (17)
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Rys. 4. Pojedynczy element ruchomy w modelu Mo (a) oraz uk³ad si³ dzia³aj¹cych
na masê Mo (b)

Fig. 4. A single moving element in the Mo model (a) and the set of forces applied to
the Mo mass (b)

a) b)
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4. NUMERYCZNE CA£KOWANIE RÓWNAÑ RUCHU

Do numerycznego ca³kowania równañ ruchu zastosowano metodê Newmarka z para-
metrami �

N
=1/4, �

N
=1/2 [16]. Jest to wariant bezwarunkowo stabilny w przypadku

równañ liniowych jawnych, nieobci¹¿ony t³umieniem numerycznym. Algorytm nu-
merycznego ca³kowania równañ ruchu zilustrowano na przyk³adzie najbardziej
z³o¿onego modelu MMo. Algorytm w swojej idei jest zgodny z algorytmem sfor-
mu³owanym w monografii [13].

Algorytm ca³kowania równañ ruchu (4, 17) jest typu implicit ze wzglêdu na wektor
oddzia³ywañ wzajemnych R. Dynamiczna odpowiedŸ uk³adu jest wyznaczana w ró-
wnoodleg³ych punktach czasowych w przedziale [0, T

p
]:

t j h
j �

� �
1

1( ) j N
p

� 
0,1,... , 1 , (19)

gdzie T
p

jest czasem trwania procesu dynamicznego, h t� � jest krokiem czasowym,
N T

p p
� /h jest liczb¹ kroków ca³kowania. Wprowadzamy wartoœci dyskretne dla bel-

ki:
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Rys. 5. Pojedynczy element ruchomy w modelu MMo: a) model elementu, b) interpretacja
sprê¿yny kontaktowej w modelu Mo, c) uk³ad si³ pionowych dzia³aj¹cych na masy M, Mo

Fig. 5. A single moving element in the MMo model: a) a model of the element,
b) interpretation of the contact spring in the Mo model, c) a set of vertical forces
applied to the M and Mo masses

a)

b)

c)



q q q q q q S
j j j j j j j

t t t� � �( ) � �( ) �� ��( ), , ,
� �

�
1 1

S( )t
j

. (20)

Formu³y rekurencyjne metody Newmarka w odniesieniu do belki maj¹ postaæ [15, 16]:

q q q q q

q q q

j j j j j

j j j

h h
� �

�

� � � �

� � �

1
2

1

1

1

4
1

2

� (�� �� )

� � (�� �� )q
j �

�

�
��

�
�
� 1

.
(21)

Wektor przyspieszeñ na koñcu kroku ca³kowania wyznacza siê z warunku kolokacji,
co prowadzi do uk³adu algebraicznych równañ liniowych:

Aq V q A V�� ��

j j j j� � �



�
� �

1 1 1
1

1
= , (22)

gdzie:

,A B D K

V S

� � �

�
�

1

2

1

4
2

1

h h

j j j j j j j j
h h h

� �

 � 
 � �

1 1
21

2

1

4
R D q q K q q q( � �� ) ( � �� .

(23)

Macierz A jest odwracana jednokrotnie. W przypadku modelu P wektor R jest sta³y
w czasie i algorytm jest typu explicit.

Dla uk³adu ruchomych oscylatorów dwumasowych wzory (20 - 23) przyjmuj¹ postaæ:

q q q q q q
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(24)

Zastosowano predykcjê liniow¹ wektora R, tzn.

R R R
j

p

j j� 

� 


1 1
2 , (25)

przy czym R R



�
1 0

ze wzglêdu na równowagê statyczn¹ uk³adu w przedziale t � 0.
Indeks górny p oznacza wartoœæ prognozowan¹. Warunki pocz¹tkowe w wersji roz-
szerzonej maj¹ postaæ:
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Algorytm ca³kowania równañ ruchu (4, 17) sk³ada siê z nastêpuj¹cych etapów:

1) predykcja R
j

p

�1
wed³ug wzoru (25),

2) obliczenie ��q
j �1

, ��

,
q

s j �1
wed³ug wzorów (22), (24)7 ,

3) obliczenie q
j �1

, �q
j �1

, q
s j, �1

, �

,
q

s j �1
ze wzorów (21), (24)5,6 ,

4) korekcja R
j

c

�1
wed³ug wzoru wynikaj¹cego ze wzoru (24):

R
k q W q W

i j

c M iM j i j iM,j i,j

,

, ,
( )

�

� � � �
�


 

1

1 1 1 1
dla �0 ,

q
i

0 dla
M,j i,j

W
� �


 �

�
�
�

�� 1 1
0 ,

(27)

5) sprawdzenie warunku zakoñczenia iteracji

R R i N
i j

c

i j

p

, ,� �

 � �

1 1
 1,2,... , , (28)

gdzie  > 0 jest parametrem dok³adnoœci; jeœli warunek (28) jest spe³niony to nastêpu-
je przejœcie do nastêpnego kroku ca³kowania, jeœli nie jest spe³niony, to podstawienie
R R

j

p

j

c

� �
�

1 1
i powrót do etapu 2.

5. PROGNOZA REZONANSÓW SI£OWYCH

Belka bêd¹ca modelem belkowym jednoprzês³owego mostu kolejowego oraz sko-
ñczony ci¹g elementów ruchomych modeluj¹cy poci¹g z³o¿ony z jednakowych po-
jazdów szynowych (np. Shinkansen, ICE-3) s¹ obiektami geometrycznie ograniczo-
czonymi. Zgodnie z teori¹ liniowych uk³adów dyskretnych, w przypadku cyklicznego
uk³adu si³ ruchomych w belce wystêpuj¹ rezonanse si³owe [15].

Podstawowy okres w³asny belki modeluj¹cej most wynosiT
1

1� / f
1
, gdzie f

1
jest pod-

stawow¹ czêstotliwoœci¹ w³asn¹. Zbiór okresów w³asnych w kolejnoœci malej¹cej
okreœla wzór:

T
T

j j f
j n

j
� � �1

2 2
1

1
1,2,... , . (29)

Podstawowy okres wymuszenia drgañ belki, wynikaj¹cego z cyklicznego uk³adu si³
ruchomych, wynosi T b b� �( ) /

1 2
v. Okresy kolejnych sk³adowych harmonicznych

rozwiniêcia w szereg Fouriera okresowego wymuszenia belki wynosz¹:

T
T

i

b b

i
i

i
� �

�
�1 2

v

1,2,. ... (30)
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Po uwzglêdnieniu wzorów (29, 30), rezonans si³owyT T
i j
� realizuje siê przy prêdko-

œci rezonansowej (krytycznej) obci¹¿enia ruchomego

v v� � �
i j

j

i
b b f

,
( )3,6 [km / h] .

2

1 2 1
(31)

We wszystkich rozpatrywanych przypadkach obci¹¿enia ruchomego drgania belki s¹
procesem przejœciowym d¹¿¹cym do procesu ustalonego. W przypadku modelu P
otrzymuje siê klasyczne zadanie w postaci drgañ liniowego uk³adu dyskretnego wy-
muszonych okresowo. W pozosta³ych przypadkach obci¹¿enia ruchomego (M, Mo,
MMo) wystêpuj¹ nowe czynniki zmieniaj¹ce przebieg procesu przejœciowego:

• wymuszenie parametryczno - si³owe drgañ belki,

• sprzê¿enie drgañ belki z drganiami mas nieresorowanych lub/i resorowanych,

• odrywanie siê mas lub oscylatorów od toru w przypadku du¿ych lub bardzo du-
¿ych prêdkoœci obci¹¿enia.

6. PARAMETRY NUMERYCZNEGO CA£KOWANIA
RÓWNAÑ RUCHU

Symulowany jest proces dynamiczny obejmuj¹cy przejazd skoñczonego uk³adu ele-
mentów ruchomych przez belkê oraz odcinek drgañ swobodnych belki. Symulacje
obejmuj¹ przejazd poci¹gu z³o¿onego z 5 jednakowych pojazdów na dwuosiowych
wózkach jezdnych, modelowanych przez 10 ruchomych elementów skupionych (ka¿dy
wózek jezdny odwzorowany przez jeden element). Przyjêto czas trwania procesu dy-
namicznego równy

T
l b b

p
�

� �6
1 2

( )

v

. (32)

W dynamicznej odpowiedzi uk³adu wystêpuj¹ m.in. oscylacje z najwy¿sz¹ czêstotli-
woœci¹ � / �f T�1 . Metoda Newmarka (�

N
�1 4, �

N
�1 2) nie jest obci¹¿ona b³êdem

amplitudowym [16]. Krok ca³kowania okreœla siê z warunku dok³adnoœci na³o¿onego
na b³¹d okresu �T. Krok ca³kowania przyjêto równy:

h T� � / 100 , (33)

co prowadzi do b³êdu okresu w odniesieniu do badanych oscylacji�
T

T�0,001� [15, 16].
T³umienie fizyczne w uk³adzie obni¿a dok³adnoœæ rozwi¹zania, jednak w przypadku
t³umienia podkrytycznego do 15% obni¿enie dok³adnoœci jest pomijalne.

Najwy¿sza czêstotliwoœæ �f zale¿y od rozpatrywanego uk³adu i mo¿e byæ oszacowana
na podstawie zbioru czêstotliwoœci lokalnych poduk³adów izolowanych:

1) dominanta widma w³asnego belki:

f
n

l

EI

m
n

b�
2

22

�
, (34)
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2) czêstotliwoœæ lokalna oscylatora M , k
M

:

f
k

M
M

M�
1

2�
, (35)

3) czêstotliwoœæ lokalna oscylatora M o , k o :

f
k

M
o

o

o

�
1

2�
, (36)

4) czêstotliwoœæ 10-tej sk³adowej harmonicznej wymuszenia cyklicznego:

f
b b

s
�

�
10

1 2

v
. (37)

Liczba kroków ca³kowania wynosi N T h
p p
� / . Wartoœci ekstremalne wielkoœci wy-

nikowych poszukiwane s¹ we wszystkich krokach ca³kowania. Parametr w warunku
zakoñczenia iteracji przyjêto równy  � 
10 9 P. Maksymaln¹ dopuszczaln¹ liczbê ite-
racji przyjêto równ¹ 15.

7. WYNIKI SYMULACJI

W wyniku przeprowadzonych obliczeñ otrzymuje siê:
• wykresy ugiêæ belki w wybranych przekrojach w funkcji zmiennej �,

• wykresy naprê¿eñ normalnych w skrajnych dolnych w³óknach belki w wybra-
nych przekrojach w funkcji zmiennej �,

• wykresy si³ wzajemnego oddzia³ywania miêdzy ruchomymi elementami sku-
pionymi M, Mo, MMo a torem, w funkcji zmiennej �,

• wspó³czynniki dynamiczne ugiêæ belki,

• wspó³czynniki dynamiczne naprê¿eñ normalnych w belce,

• wskaŸniki obci¹¿enia i odci¹¿enia ruchomych elementów skupionych M, Mo,
MMo.

T³em dla wykresów dynamicznych s¹ wykresy quasi-statyczne wielkoœci wyniko-
wych. Badane s¹ dwa przekroje charakterystyczne belki o odciêtych x l�0,50 ; 0,75l,
czyli � �0 50, ; 0,75. Dynamiczne i quasi-statyczne ugiêcia belki w badanych przekro-
jach s¹ równe (patrz wzory (1, 2)):

w l w lT

qs qs

T( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )� � � � � � � �� �q s q s, , (38)

gdzie:

q K S1
qs

P� 
1 (39)

jest rozwi¹zaniem uogólnionym quasi-statycznym wynikaj¹cym ze wzorów (4, 6).
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Dynamiczny moment gn¹cy w przekroju o odciêtej x belki wynosi:

M x t EI
w

x
EI

s

x

EI

l
b b

T b T( , ) { }� 
 � 
 �
!

!

!

!

2

2

2

2 2

2
q q d s . (40)

WskaŸnik zginania przekroju poprzecznego belki w odniesieniu do w³ókien dolnych
wynosi W I

b b
� /h

b
, gdzie h

b
jest odleg³oœci¹ w³ókien dolnych od poziomej osi cen-

tralnej y przekroju poprzecznego. Naprê¿enia normalne we w³óknach dolnych wy-
nosz¹:

"( , )
( , )

{ } { }x t
M x t

W

h

I

EI

l

Eh

l
b

b

b

b T b T� � �
2

2

2

2
q d s q d s . (41)

Na podstawie wzoru (41) dynamiczne i quasi-statyczne przebiegi czasowe naprê¿eñ
normalnych w dolnych w³óknach belki wynosz¹

" � � � � " � �( , ) ( ){ } ( ) ( , )l
Eh

l
l

Eh

l

b T

qs

b

q
� �

2

2

2
q d s q,

s

T ( ){ } ( )� �d s
2 . (42)

Wspó³czynniki dynamiczne przemieszczeñ i naprê¿eñ normalnych w badanych prze-
krojach belki zdefiniowano klasycznie, tzn.:

# �
� �

� �
# �

" ��

�

"
�

w

qs

l
w

w
l( )

max ( , )

max ( , )
( )

max ( ,
� �,

�

" � ��

)

max ( , )
qs

. (43)

Wspó³czynniki ugiêæ i naprê¿eñ odnosz¹ siê do procesu nieustalonego, odpowia-
daj¹cego przejazdowi poci¹gu z³o¿onego z 5 pojazdów szynowych. Zwiêkszenie licz-
by pojazdów mo¿e spowodowaæ zwiêkszenie wartoœci tych wspó³czynników.

Dynamiczne oddzia³ywania R
i
( )� i N�1,2,... , , obliczane s¹ w punktach ca³kowania

równañ ruchu odpowiadaj¹cych modelom M, Mo, MMo. Quasi-statyczne oddzia³ywa-
nia s¹ sta³e w czasie, tzn.:

R P
i qs,

( )� � . (44)

Wspó³czynniki obci¹¿enia i odci¹¿enia ruchomych elementów skupionych M, Mo,
MMo s¹ zdefiniowane nastêpuj¹co:

# � $ �
� �i i i i

P
R

P
R i� � �

1 1
max ( ) min ( ), , 1,2,... , N . (45)

Wspó³czynniki obci¹¿enia i odci¹¿enia uk³adu elementów ruchomych M, Mo lub
MMo s¹ zdefiniowane nastêpuj¹co:

max max min min# # $ #
R i i R i i

i N� � �, , 1,2,... , . (46)
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8. WARTOŒCI PARAMETRÓW UK£ADU I PARAMETRÓW
NUMERYCZNEGO CA£KOWANIA W SYMULACJACH

Badania numeryczne odnosz¹ siê do wybranego mostu kolejowego obci¹¿onego wy-
branym poci¹giem szybkobie¿nym. Belka bêd¹ca modelem przês³a mostowego swo-
bodnie podpartego odpowiada jednemu torowi. Konstrukcja noœna mostu jest
stalowa, a tor u³o¿ony na podsypce t³uczniowej. Wartoœci parametrów belki w przy-
bli¿eniu odpowiadaj¹ obiektowi SB15 opisanemu m.in. w monografii [13]:

l m h

E

b
� �

�

15,00 m, = 5 000 kg, 0,80 m,

= 206 109 Pa, 7,00 Hz, = 0,004.f
1
� �

Uk³ad elementów ruchomych w przybli¿eniu modeluje japoñski poci¹g Shinkansen
z³o¿ony z 5 pojazdów szynowych, ka¿dy o d³ugoœci b b

1 2
� = 25,00 m i rozstawie

osiowym wózków jezdnych b
1
=17,50 m. Masa nadwozia przy maksymalnym obci¹-

¿eniu wynosi 40 000 kg, masa ram wózków jednych i zespo³ów napêdowych dwóch
dwuosiowych wózków jezdnych jest równa 10 000 kg, masa czterech zestawów
ko³owych równie¿ wynosi 10 000 kg, czêstotliwoœæ lokalna zawieszenia nadwozia
wynosi f o = 1,00 Hz, a wspó³czynnik t³umienia lokalnego zawieszenia nadwozia wy-
nosi � o = 0,10 [13].

Pojazd szynowy na dwóch dwuosiowych wózkach jezdnych modelowano za pomoc¹
2 elementów ruchomych MMo, którym odpowiadaj¹ nastêpuj¹ce parametry [13]:

M M fo o000 kg, = 5 000 kg, 1,00 Hz,� �25 0,10 ,

000 N / m,

o

o o o o o o o

�

� �

�

� � �k M f c k M( )2 987 22 �31 400 Ns / m .

Parametry uproszczonych modeli P, M, Mo maj¹ wartoœci:

a) model P: P �294 300 N,

b) model M: M �30 000 kg,

c) model Mo: M fo o o30 000 kg 1,00 Hz, 0,10 ,� � �, �

k M f c k Mo o o o o o o1 185 000 N / m, 37 700� � � �( )2 22� � Ns / m .

Parametry wspólne modeli P, M, Mo, MMo maj¹ wartoœci:

P k b b
M

� � � � �294 300 N, 8 10 N / m, 25,00 m,8
1 2

b N
1
�17,50 m =10 .,

Symulacje numeryczne przeprowadzono w przedziale prêdkoœci eksploatacyjnych
v [80;360][km/h]. Warunek (33) jest spe³niony dla h � 
10 5 s . Parametry numerycz-
ne modelu uk³adu przyjêto równe:

n L
it

� �10, = 0,001 N, , 15

gdzie L
it

jest dopuszczaln¹ liczb¹ iteracji w przypadku modeli M, Mo, MMo.
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Prêdkoœci rezonansowe cyklicznego uk³adu si³ skupionych P obliczono wed³ug wzo-
ru (31), gdzie indeks i jest numerem sk³adowej harmonicznej wymuszenia okresowe-
go belki, j jest numerem czêstotliwoœci w³asnej belki. Prognozowane wartoœci prê-
dkoœci rezonansowych (krytycznych) v

ij
zestawiono w tablicy, z której wynika, ¿e dla

rozpatrywanego uk³adu mo¿liwe do osi¹gniêcia prêdkoœci rezonansowe odpowiadaj¹
podstawowemu uk³adowi modalnemu belki ( j �1) oraz harmonicznym wymuszenia
okresowego i �2,3,4,... .

Tablica. Wartoœci prêdkoœci rezonansowych obci¹¿enia ruchomego w postaci
cyklicznego uk³adu si³ ruchomych (model P)

Table. Values of resonant service speeds of the moving load in the form of
a cyclic set of moving forces (the P model)

j
v

ij
[km/h]

i � 1 i � 2 i � 3 i � 4 i � 5 i � 6 i � 7

1 630 315 210 157,5 126 105 90

2 2520 1260 840 630 504 420 360

9. WYNIKI BADAÑ NUMERYCZNYCH

Celem badañ numerycznych jest ocena wp³ywu podstawowych cech pojazdów
szynowych (masy nieresorowane, masy resorowane) na odpowiedŸ dynamiczn¹ mo-
stu belkowego w funkcji prêdkoœci ruchomego obci¹¿enia cyklicznego. Na podstawie
wzorów (1 - 46) opracowano program komputerowy w jêzyku Pascal do symulacji
drgañ nieustalonych rozpatrywanych uk³adów.

Symulacje wykonano w dyskretnym zbiorze prêdkoœci co �v=5 km/h. Wyniki obliczeñ
przedstawiono na rys. 6 - 11. Na rys. 6 pokazano wykresy wspó³czynnika dynamiczne-
go #

w
l( )0,50 odpowiadaj¹ce modelom P, M, Mo, MMo. Na rys. 7 przedstawiono wy-

kresy wspó³czynnika dynamicznego #
w

l( )0,75 odpowiadaj¹ce tym samym modelom.
Rysunek 8 przedstawia wykresy wspó³czynnika dynamicznego # " ( )0,50l odpowia-
daj¹ce modelom P, M, Mo, MMo, a rys. 9 – wykresy wspó³czynnika dynamicznego
# " ( )0,75l odpowiadaj¹ce tym modelom. Na rys. 10 pokazano wykresy wspó³czynnika
obci¹¿enia max#

R
odpowiadaj¹ce modelom M, Mo, MMo, a na rys. 11 – wykresy

wspó³czynnika odci¹¿enia min$
R

odpowiadaj¹ce tym modelom.

Z analizy wykresów pokazanych na rys. 6 - 11 wynikaj¹ nastêpuj¹ce wnioski:

1. W przypadku modelu P ujawniaj¹ siê rezonanse si³owe odpowiadaj¹ce prêdko-
œciom rezonansowym v

21
, v

31
, v

41
, v

61
, v

71
. Najniebezpieczniejsze s¹ rezonanse

odpowiadaj¹ce v
21

, v
31

.

2. Prognozowane prêdkoœci rezonansowe dla modelu P odnosz¹ siê równie¿ do mo-
delu Mo. Wartoœci wspó³czynników dynamicznych s¹ mniejsze dla modelu Mo ze
wzglêdu na stabilizacyjny wp³yw mas resorowanych oraz wp³yw t³umienia w za-
wieszeniach oscylatorów.
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Rys. 6. Wykresy wspó³czynnika dynamicznego #
w

l( , )050 odpowiadaj¹ce modelom P, M, Mo,
MMo

Fig. 6. Diagrams of impact factor #
w

l( , )050 corresponding to the P, M, Mo, MMo models

Rys. 7. Wykresy wspó³czynnika dynamicznego #
w

l( , )075 odpowiadaj¹ce modelom P, M, Mo,
MMo

Fig. 7. Diagrams of impact factor #
w

l( , )075 corresponding to the P, M, Mo, MMo models
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Rys. 8. Wykresy wspó³czynnika dynamicznego #"( , )050l odpowiadaj¹ce modelom P, M, Mo,
MMo

Fig. 8. Diagrams of impact factor #"( , )050l corresponding to the P, M, Mo, MMo models

Rys. 9. Wykresy wspó³czynnika dynamicznego #"( , )075l odpowiadaj¹ce modelom P, M, Mo,
MMo

Fig. 9. Diagrams of impact factor #"( , )075l corresponding to the P, M, Mo, MMo models
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Rys. 10. Wykresy wspó³czynnika obci¹¿enia max#
R

odpowiadaj¹ce modelom M, Mo, MMo

Fig. 10. Diagrams of maximum dynamic interaction max#
R
, corresponding to the M, Mo,

MMo models

Rys. 11. Wykresy wspó³czynnika odci¹¿enia min$
R

odpowiadaj¹ce modelom M, Mo, MMo

Fig. 11. Diagrams of minimum dynamic interaction min$
R
, corresponding to the M, Mo, MMo

models
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3. W przypadku modelu MMo widoczne jest przesuniêcie rezonansów w lewo, co jest
zwi¹zane z obni¿eniem czêstotliwoœci w³asnych belki (efekt wymuszenia parame-
trycznego [13]).

4. Wykresy wspó³czynników dynamicznych dla modelu M odbiegaj¹ jakoœciowo
i iloœciowo od wykresów dla modelu odniesienia MMo. Œwiadczy to o niedo-
puszczalnoœci modelu M w obliczeniach in¿ynierskich.

5. Wspó³czynniki obci¹¿enia odpowiadaj¹ce modelowi M osi¹gaj¹ wartoœci >>5 dla
v=170 km/h oraz dla v>285 km/h. Nieresorowane masy w modelu M odrywaj¹ siê
od toru ju¿ przy v>130 km/h, co nie jest zgodne z rzeczywistoœci¹.

6. W przypadku modelu MMo wspó³czynnik obci¹¿enia przyjmuje realne wartoœci
nie przekraczaj¹ce 2,3. Wspó³czynniki odci¹¿enia s¹ bezpieczne dla v<190 km/h.
W przedziale v=210÷215 km/h oraz dla v>295 km/h wystêpuje odrywanie siê
oscylatorów dwumasowych od toru.

7. Wspó³czynniki obci¹¿enia i odci¹¿enia w przypadku modelu Mo nieznacznie od-
biegaj¹ od wartoœci dla modelu P.

W celu pokazania ró¿nic iloœciowych i jakoœciowych w odpowiedziach dynamicz-
nych badanego uk³adu dla modeli P, M, Mo, MMo wybrano prêdkoœæ rezonansow¹
obci¹¿enia ruchomego v v�

31
=210 km/h,. Wyniki przedstawiono na rys. 12 - 14.
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Rys. 12. Wykresy ugiêcia dynamicznego w l( , , )050 � odpowiadaj¹ce modelom P, M, Mo, MMo,
na tle wykresu ugiêcia quasi-statycznego (l=15 m; v=210 km/h)

Fig. 12. Diagrams of dynamic deflection w l( , , )050 � for the P, M, Mo, MMo models, against the
quasi-static deflection diagram background (l=15 m; v=210 km/h)
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Rys. 13. Wykresy naprê¿enia normalnego dynamicznego " �( , , )050l w dolnych w³óknach
belki, odpowiadaj¹ce modelom P, M, Mo, MMo, na tle wykresu naprê¿enia normalnego
quasi-statycznego (l=15 m; v=210 km/h)
Fig. 13. Diagrams of dynamic normal stress " �( , , )050l in the bottom fibres of the beam,
for the P, M, Mo, MMo models, against the quasi-static normal stress diagram background
(l=15 m; v=210 km/h)

Rys. 14. Wykresy wzajemnego oddzia³ywania R8 (wartoœæ wzglêdna) dla modeli M, Mo, MMo

(l=15 m; v=210 km/h)
Fig. 14. Diagrams of interaction (the relative value) R8 for the M, Mo, MMo models (l=15 m;
v=210 km/h)
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Na rys. 12 pokazano wykresy ugiêcia dynamicznego w l( , , )0 50 � odpowiadaj¹ce mo-
delom P, M, Mo, MMo, na tle wykresu ugiêcia quasi-statycznego. Na rys. 13 przedsta-
wiono wykresy naprê¿enia normalnego dynamicznego " �( , , )0 50l w dolnych
w³óknach belki, odpowiadaj¹ce tym samym modelom, na tle wykresu naprê¿enia nor-
malnego quasi-statycznego. Rysunek 14 przedstawia wykresy wzajemnego od-
dzia³ywania R

8
(wartoœæ wzglêdna) dla modeli M, Mo, MMo. Wybrano element

ruchomy nr 8 (tylny wózek jezdny czwartego pojazdu szynowego), poniewa¿ dla tego
elementu wspó³czynniki obci¹¿enia i odci¹¿enia przyjmuj¹ wartoœci ekstremalne.

Z wykresów pokazanych na rys. 12 - 14 wynikaj¹ nastêpuj¹ce wnioski:

1. W przypadku modelu P i prêdkoœci v=210 km/h w wykresach ugiêæ i naprê¿eñ ujaw-
nia siê rezonans si³owy trzeciej sk³adowej harmonicznej wymuszenia z pierwszym
uk³adem modalnym belki s³abo t³umionej. Przy zwiêkszeniu liczby pojazdów szy-
nowych wartoœci ekstremalne uleg³yby dalszemu zwiêkszeniu.

2. W przypadku modelu MMo i prêdkoœci v=210 km/h w wykresach ugiêæ i naprê¿eñ
widoczne jest wyjœcie ze œcis³ego rezonansu si³owego trzeciej sk³adowej harmo-
nicznej wymuszenia z pierwszym uk³adem modalnym belki s³abo t³umionej.

3. Wykresy wzajemnego oddzia³ywania R
8
( )� zasadniczo ró¿ni¹ siê od siebie w przy-

padku modeli M, Mo, MMo. Najbli¿szy rzeczywistoœci jest model MMo ze wzglêdu
na uwzglêdnienie mas nieresorowanych i resorowanych.

10. PODSUMOWANIE

W pracy przeprowadzono symulacje uk³adu testowego do oceny wp³ywu podstawo-
wych cech pojazdów szynowych (masy resorowane, masy nieresorowane) na odpo-
wiedŸ dynamiczn¹ mostu belkowego, w szerokim zakresie prêdkoœci ruchomego
obci¹¿enia cyklicznego. Opracowano algorytm numerycznego ca³kowania równañ ru-
chu bazuj¹cy na metodzie Newmarka. Uwzglêdniono jednostronne wiêzy miêdzy ze-
stawami ko³owymi a torem/belk¹. Proponowana metodyka modelowania i symulacji
mo¿e byæ rozszerzona na bardziej zaawansowane modele pojazdów szynowych, sto-
sowane w obliczeniach in¿ynierskich.

Badania numeryczne przeprowadzono na uproszczonych modelach mostu i pojazdów
szynowych, wykorzystuj¹c w³asny program komputerowy. Na podstawie przeprowa-
dzonych badañ numerycznych mo¿na sformu³owaæ nastêpuj¹ce wnioski koñcowe.
W modelowaniu pojazdów szynowych nale¿y uwzglêdniaæ masy nieresorowane, za-
wieszenie lepkosprê¿yste i masy resorowane. Model MMo maj¹cy te cechy jest jed-
nak zbyt uproszczony; w modelu zestawu ko³owego nale¿a³oby uwzgledniæ oddziel-
nie: resorowane ramy wózków, nadwozie oraz zawieszenia I i II stopnia. Konieczne
jest równie¿ uwzglêdnienie pe³nej liczby pojazdów.
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THE INFLUENCE OF RAIL-VEHICLES’ PROPERTIES ON DYNAMIC
RESPONSE OF A BEAM BRIDGE

Abstract

The study is focused on assessment of the influence of the basic properties of rail-vehicles on
the dynamic response of the beam bridge in a wide range of a service velocity of the cyclic
moving load. The analysis relates to the following properties: unsprung masses (wheel sets),
sprung masses (bogie frames, bodies). The numerical research has been performed with the
use of simplified models of a bridge and rail-vehicles. The bridge is modelled as a simply-
supported Euler – Bernoulli beam. Four models of the cyclic moving load are taken into
account, i.e. the concentrated forces moving system (model P), the concentrated unsprung
masses moving system (model M), the single-mass viscoelastic oscillators moving system
(model Mo), the double-mass viscoelastic oscillators moving system (model MMo). The sets of
moving elements are finite. The matrix equations of motion governing vibrations of the system
has been formulated making use of Lagrange – Ritz and Klasztorny methods. In case of the M
and MMo models the compliance of wheel sets and one-way constraints between the moving
elements and the track are taken into consideration. The numerical investigations have pointed
out that the advanced rail-vehicle models should take into account unsprung masses,
viscoelastic suspensions and sprung masses.
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Beam bridge, high-speed train, moving load modelling, railway bridge
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