
STRESZCZENIE. W artykule przedstawiono wyniki optymalizacji

sk³adu betonów modyfikowanych aktywowanym mechanicznie

popio³em z kot³ów o spalaniu fluidalnym. Analizê przepro-

wadzono na podstawie wyników badañ wykonanych wed³ug

kompozycyjnego planu eksperymentu. Zawartoœæ popio³u

fluidalnego dodawanego jako czêœciowy zamiennik cementu,

wynosi³a od 2,1% do 14,9% masy spoiwa. Stosunek

woda/spoiwo w mieszankach wynosi³ od 0,35 do 0,54. Kryteriami

optymalizacji by³y: maksymalna wytrzyma³oœæ na œciskanie po

28, 90 i 180 dniach dojrzewania betonów, maksymalna

odpornoœæ na pêkanie (maksymalna wartoœæ krytycznego

wspó³czynnika intensywnoœci naprê¿eñ K
Ic

S
), maksymalny

modu³ sprê¿ystoœci pod³u¿nej po 28 i 180 dniach dojrzewania

oraz minimalna porowatoœæ stwardnia³ego betonu. Wykazano

nieznaczny wp³yw popio³u fluidalnego na wyniki optymalizacji

oraz znaczny wp³yw stosunku woda/spoiwo na te wyniki.

Rozwi¹zania optymalne uzyskano w przypadku stosunku w/b

poni¿ej 0,37.

S£OWA KLUCZOWE: beton, optymalizacja, popió³ fluidalny,

stereologia, wiek betonu, w³aœciwoœci mechaniczne.

ABSTRACT. This paper presents the results of optimization of

composition of the concretes modified with mechanically

activated fluidized bed combustion (FBC) fly ash. The analysis

was performed according to the results of investigations based

on the central composite design of experiment. The amount of

FBC fly ash used as an equivalent of cement varied from 2.1%

to 14.9% of the mass of binder. Water/binder ratios in the mixes

were in the range of 0.35 to 0.54. The optimization criteria were:

maximal compressive strength after 28, 90 and 180 days of

concrete curing, maximal fracture toughness (maximal value of

critical stress intensity factor K
Ic

S
), maximal value of elastic

modulus after 28 and 180 days of curing and minimal porosity of

hardened concrete. It is shown that FBC fly ash has small

influence on the optimization results whereas water/binder ratio

influences the results significantly. The optimal solutions were

obtained for w/b ratios below 0.37.

KEYWORDS: age of concrete, concrete, fluidal ash, mechanical

properties, optimization, stereology.
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1. WSTÊP

Istotnym zadaniem projektanta betonu jest dobranie sk³ad-
ników, które zapewniaj¹ zarówno po¿¹dane w³aœciwoœci
mieszanki, jak równie¿ otrzymanie betonu o wysokich pa-
rametrach wytrzyma³oœciowych i dobrej trwa³oœci. Do
osi¹gniêcie tego celu autorzy wykorzystali metodê opty-
malizacji wielokryterialnej [1, 2], która umo¿liwia okreœle-
nie optymalnego sk³adu mieszanki betonowej, po uwz-
glêdnieniu przyjêtych kryteriów optymalizacji i spraw-
dzeniu poprawnoœci przyjêtych rozwi¹zañ. Jedn¹ z doœæ
czêsto stosowanych metod optymalizacyjnych jest metoda
funkcji u¿ytecznoœci, która polega na wyra¿eniu wszy-
stkich kryteriów we wspólnej skali u¿ytecznoœci, a nastêp-
nie utworzeniu jednego kryterium w postaci, tzw. funkcji
uogólnionej u¿ytecznoœci. Uzyskana wartoœæ funkcji u¿y-
tecznoœci informuje o trafnoœci uzyskanego rozwi¹zania.

Podjête w niniejszym artykule badania s¹ kontynuacj¹ pra-
cy [3] i maj¹ na celu:

– okreœlenie rozwi¹zania optymalnego dla przyjêtych
kryteriów optymalizacji,

– wskazanie na koniecznoœæ odmiennego uwzglêdnia-
nia popio³ów fluidalnych aktywowanych mechani-
cznie w porównaniu do konwencjonalnych popio³ów
lotnych przyjmowanych zgodnie z norm¹ PN-EN
206-1 ze wspó³czynnikiem k = 0,2 wzglêdnie 0,4.

Istotn¹ kwesti¹ przeprowadzonej optymalizacji wielo-
kryterialnej s¹ równie¿:

• uwzglêdnienie zmiennoœci wybranych w³aœciwoœci
betonu w czasie,

• uwzglêdnienie w optymalizacji sk³adu betonów z do-
datkiem popio³u fluidalnego aktywowanego mecha-
nicznie parametrów mechaniki pêkania, wa¿nych
z uwagi na mo¿liwoœæ zwiêkszenia kruchoœci beto-
nów o niskim stosunku w/b, które nie by³y jeszcze
przedmiotem badañ i analiz.

Wyniki badañ prezentowanych w pracach [4 - 8] wskazuj¹
na odmienne zachowanie betonów modyfikowanych tym
dodatkiem. Autorzy sugeruj¹ koniecznoœæ prowadzenia
dalszych badañ w tym zakresie, uwzglêdnienie popio³u flu-
idalnego niejednokrotnie prowadzi do przyjêcia wspó³-
czynnika k = 1,0 [6, 8].

2. PROGRAM BADAÑ

Program badañ opracowano na podstawie planu dwuczyn-
nikowego centralnego kompozycyjnego, zak³adaj¹cego
przeprowadzenie badañ w 9 punktach [9, 10]. Zmiennymi

1. INTRODUCTION

An important task of the concrete designer is to choose the
ingredients, which provide both desirable properties of
concrete mix as well as to obtain concrete with high
strength and good durability. To achieve this goal, the au-
thors applied a method of multi-criteria optimization [1, 2],
which allows to determine the optimal composition of con-
crete mix, taking into account the criteria of optimisation
and the validation of the correctness of solutions. One of
the often used optimisation methods is the method of the
utility function, which is based on the expression of all the
criteria in a common scale of utility, and then creating one
criterion in the form of the so-called generalized function
of utility. The resulting value of the utility function indi-
cates the relevance of the obtained solution.

The research undertaken in this article is a continuation of
work [3] and are designed to:

– determine the optimal solution for the adopted opti-
mization criteria,

– indicate the need to differently consider mechani-
cally activated fluidized ashes compared to conven-
tional fly ash adopted in accordance with PN-EN
206-1 with a coefficient k = 0.2 or 0.4.

An important issue of the carried out multi-criteria opti-
mization are also:

• taking into account the variability of selected pro-
perties of the concrete in time,

• taking into account in the optimization of the com-
position of the concrete with the addition of mecha-
nically activated fluid ash, the fracture mechanics
parameters, important due to the possibility of in-
creasing the brittleness of concrete with low w/b
that have not yet been the subject of research and
analyses.

The research results presented in the papers [4 - 8] indi-
cate a different behavior of concretes modified with this
additive. The authors suggest that further research should
be done in this field, taking into account that fluid ash of-
ten leads to the adoption of the coefficient k = 1.0 [6, 8].

2. THE RESEARCH PROGRAM

The research program was developed based on the
two-factor central compositional plan, assuming testing
in 9 points [9, 10]. The variables in the plan were: the
water/binder (w/b) ratio and the share of the additive of
mechanically activated fluid ash in relation to the weight
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w planie by³y: stosunek woda/spoiwo (w/b) oraz udzia³ do-
datku popio³u fluidalnego aktywowanego mechanicznie
w stosunku do masy spoiwa (FL/b). Po stronie spoiwa
uwzglêdniono dodatek popio³u fluidalnego ze wspó³czyn-
nikiem k = 1,0. Badania przeprowadzono dla piêciu po-
œrednich wartoœci wielkoœci wejœciowych w/b i FL/b, wy-
znaczonych dla wartoœci unormowanych wynosz¹cych 0,
�1 i �1,414. Wynikaj¹ce z przyjêtego planu wartoœci unor-
mowane przeliczono zgodnie ze wzorem (1) na wartoœci
rzeczywiste zmiennych, które wynios³y: dla w/b 0,353;
0,38; 0,445; 0,51 i 0,537 oraz dla FL/b 0,0214; 0,04; 0,085;
0,13 i 0,1486:

x x
x

x x
i i

i
i i

� � �
�

( ) ,
, max

�

=1, 2,i (1)

gdzie:

�x
i

– wartoœæ unormowana (kodowa),

� – ramiê gwiezdne planu; w przyjêtym planie
�=1,414 (alfa rotalnoœci),

x
i

– wartoœæ rzeczywista kolejnej zmiennej,

x
i

– wartoœæ œrednia kolejnej zmiennej rzeczywi-
stej,

x x
i i, max , min

, – wartoœci maksymalna i minimalna
kolejnej zmiennej rzeczywistej.

Uk³ad punktów w planie eksperymentu przedstawiono na
Rys. 1. Dok³adnoœci zmiennych podyktowane by³y przyjê-
tym planem eksperymentu; ze wzglêdów praktycznych za-
okr¹glono je do dwóch miejsc po przecinku w przypadku
zmiennej w/b i do trzech miejsc po przecinku w przypadku
FL/b.

Przyjêto za³o¿enie utrzymania sta³ej konsystencji mieszan-
ki betonowej. W tym celu stosowano odpowiedni¹, usta-
lon¹ doœwiadczalnie, iloœæ superplastyfikatora FM-6.
Miar¹ konsystencji by³ rozp³yw na stoliku rozp³ywowym
wynosz¹cy 42 � 2 cm. Zastosowanie domieszki up³yn-
niaj¹cej przyczyni³o siê do uzyskania mieszanek betono-
wych o podobnej urabialnoœci.

Zastosowano cement portlandzki CEM I klasy 32,5R, kru-
szywo grube bazaltowe frakcji do 16 mm z miejscowoœci
Wilków, piasek kwarcowy p³ukany do 2 mm z miejscowo-
œci Strzegocice. Jako dodatek zastosowano tak¿e aktywo-
wany mechanicznie popió³ z kot³ów o spalaniu fluidalnym
[3 - 8, 11 - 19], zawieraj¹cy wed³ug danych producenta:
40% SiO

2
, 29,7% Al

2
O

3
i 13% CaO. Do aktywacji me-

chanicznej popio³u wykorzystuje siê urz¹dzenie EMDC
wykonane wed³ug patentu firmy Energomar-Nord.

of the binder (FL/b). As far as the binder is concerned, the
additive of fluidized ash with a coefficient k = 1.0 was con-
sidered. The research was conducted for five intermediate
values of the input parameters w/b and FL/b, designated for
the standardized values ranging 0, �1 and �1.414. The stan-
dardized values resulting from the adopted plan were con-
verted according to the formula (1) to the actual values of
variables that were: for w/b 0.353; 0.38; 0.445; 0.51 and
0.537 and for FL/b 0.0214; 0.04; 0.085; 0.13 and 0.1486:

x x
x

x x
i i

i
i i

� � �
�

( ) ,
, max

�

=1, 2,i (1)

where:

�x
i

– the standardized value (code),

� – star point distance; in the adopted plan
�=1,414 (alpha rotary),

x
i

– the real value of another variable,

x
i

– mean value of another real variable,

x x
i i, max , min

, – maximum and minimum values of
another real variable.

The point layout in the plan of the experiment is shown in
Fig. 1. The accuracy of variables were dictated by the
adopted plan of the experiment; for practical reasons,
they were rounded to two decimal places in the w/b vari-
able and to three decimal places for FL/b.

It has been assumed to maintain a constant consistency of
the concrete mix. For this purpose, an appropriate, empiri-
cally determined, amount of superplasticizer FM-6 was ap-
plied. The measurement of consistency was performed by
a flow table test as 42 � 2 cm. The use of superplasticizer
contributed to obtaining concrete mixtures with similar
workability.

Portland cement CEM I 32.5 R, basalt coarse aggregate
fractions to 16 mm from Wików, quartz sand aggregate to
2 mm from Strzegocice. As an addition, mechanically acti-
vated ash from fluidized combustion boilers [3 - 8, 11 - 19],
containing according to the manufacturer: 40% SiO2,
29.7% Al2O3 and 13% CaO, was also applied. For me-
chanical activation of the ash, the EMDC device is used,
made by a patent of the company Energomar-Nord. The
activation process of the fluid ash consisted of mechani-
cal deagglomeration of grains and the formation of struc-
tural defects on the surfaces of ash particles. The result of
activation was the acceleration of chemical processes al-
ready in the first hours of hardening.

Roads and Bridges - Drogi i Mosty 13 (2014) 103 - 114 105



Proces aktywacji popio³u fluidalnego polega³ na mechani-
cznej dezaglomeracji ziaren oraz powstaniu defektów stru-
kturalnych na powierzchniach cz¹stek popio³u. Efektem
aktywacji by³o przyspieszenie procesów chemicznych ju¿
w pierwszych godzinach twardnienia.

Przy wszystkich mieszankach betonowych zastosowano
ten sam sposób dozowania sk³adników, sposób i czas mie-
szania oraz zagêszczania mieszanki, warunki dojrzewania
próbek, czas i sposób badania oraz ten sam sprzêt. Sk³ad
mieszanek betonowych w poszczególnych seriach planu
badañ zestawiono w Tabl. 1 wraz z podaniem iloœci super-
plastyfikatora koniecznego do uzyskania wymaganej kon-
systencji mieszanki betonowej.

3. ZAKRES BADAÑ
EKSPERYMENTALNYCH

Wykonano badania wytrzyma³oœci na œciskanie, odporno-
œci na pêkanie oraz okreœlono modu³ sprê¿ystoœci pod³u¿-
nej i porowatoœæ stwardnia³ych betonów. Próbki do badañ
wytrzyma³oœciowych przechowywano w warunkach labo-
ratoryjnych przy wilgotnoœci wzglêdnej powietrza powy-
¿ej 90%. Próbki poddano badaniom po 28, 90 i 180 dniach
dojrzewania. Badania wytrzyma³oœci na œciskanie f c prze-
prowadzono na kostkach o boku 100 mm. £¹cznie przeba-
dano 330 próbek.

Badanie odpornoœci na pêkanie, wed³ug I modelu (roz-
ci¹ganie przy zginaniu), przeprowadzono na belkach o wy-
miarach 80 × 150 × 700 mm ze szczelin¹ pierwotn¹ d³ugo-
œci 50 mm. Okreœlono krytyczny wspó³czynnik intensyw-
noœci naprê¿eñ K

Ic

S [20, 21]. Schemat belki oraz sposób
jej obci¹¿enia pokazano na Rys. 2. Badaniu odpornoœci na
pêkanie poddano ³¹cznie 74 belki.

For all concrete mixes, the same way of dosing compo-
nents was used, the method and time of mixing and com-
paction of the mix, curing conditions of samples, time and
manner of the examination and the same equipment. The
composition of concrete mixtures in each series of the
study plan are summarized in Table 1 together with the
amount of superplasticizer required to achieve the desired
consistency of the concrete mixture.

3. THE SCOPE OF EXPERIMENTAL
RESEARCH

The compressive strength, the fracture toughness, the elas-
tic modulus and the porosity of hardened concrete was de-
termined. Before testing specimens were stored in the
laboratory at a relative humidity above 90%. Specimens
were tested at 28, 90 and 180 days of hardening. Compres-
sive strength tests f c were carried out on cubes of side 100
mm total, 330 samples were tested.

Fracture toughness testing according to model I (tensile
strength) was carried out on the beams of dimensions
80 × 150 × 700 mm with a slot length of 50 mm, the initial
determined critical stress intensity factor K

Ic

S [20, 21].
Scheme of the beam and the way it is load shown in Fig. 2.
Total number of beams subjected to fracture toughness
tests was 74.
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Obliczenia modu³u sprê¿ystoœci pod³u¿nej E dokonano na
podstawie nachylenia stycznej do wykresu zale¿noœci si³a-
rozwarcie wylotu szczeliny, uzyskanej podczas badania od-
pornoœci na pêkanie. Procedurê obliczeniow¹ przeprowa-
dzono zgodnie z wytycznymi projektu zaleceñ RILEM [20].

Przeprowadzono równie¿ badania porowatoœci stward-
nia³ego betonu. Analizê przeprowadzono na specjalnie przy-
gotowanych p³askich przekrojach metodami stereologiczny-
mi [22, 23]. Okreœlono powierzchniê wzglêdn¹ porów A

AP
,

równowa¿n¹ objêtoœci wzglêdnej porów. Wartoœæ œredni¹
powierzchni wzglêdnej porów, dla betonu ka¿dej serii, obli-
czono na podstawie analizy 12 obrazów o powierzchni
24 cm 2 ka¿dy. Analizê przeprowadzono w programie
komputerowym Fraktal_Stereolog przyjmuj¹c zakres
skali szaroœci dla fazy porów od 160 do 255 (0 kolor czar-
ny, 255 kolor bia³y). Przyk³adowy obraz powierzchni be-
tonowej oraz wynik identyfikacji porów przedstawiono
na Rys. 3. Uzyskane wyniki badañ zestawiono w Tabl. 2.

The calculation of the elastic modulus E was based on the
slope of the tangent to the plot of the force-opening of the
outlet gap, resulting in the fracture toughness test. The cal-
culation procedure is conducted in accordance with the
guidelines of the draft recommendations of RILEM [20].

The porosity of the hardened concrete was determined on
flat sections using specially prepared specimens [22, 23].
The relative pore surface A

AP
and equivalent relative vol-

ume of the pores was determined. The average value of rel-
ative pore surface for concrete each series is calculated
based on the analysis of 12 images of an area of 24 cm 2

each. The analysis was performed in a computer program
Fraktal_Stereolog accepting greyscale range for phase
pores from 160 to 255 (0 black, 255 white). Sample image
of the surface of the concrete and the result of the identifi-
cation of the pores shown in Fig. 3. The results are summa-
rized in the Table. 2.
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Table 1. Composition of concrete mixes series
Tablica 1. Sk³ad mieszanek betonowych poszczególnych serii betonów

Designation of concrete series
Oznaczenie serii betonu

Variable / Zmienna The composition of the concrete mix according to the adopted plan
Sk³ad mieszanki betonowej wed³ug przyjêtego planu [kg/m3]

Water/binder ratio w/b
Stosunek woda/spoiwo FL/b Cement Fluidal ash

Popió³ fluidalny
Water
Woda*)

Sand
Piasek

Basalt
Bazalt

FM-6
[%]**)

1 0.380 0.04 437.8 18.2 173.3 742.6 1218.0 1.42
2 0.380 0.13 395.6 59.1 172.8 740.4 1214.3 2.13
3 0.510 0.04 413.3 17.2 219.6 701.1 1149.8 0.11
4 0.510 0.13 373.5 55.8 218.9 699.1 1146.6 0.17
5 0.353 0.085 421.8 39.2 162.8 750.7 1231.2 2.54
6 0.537 0.085 388.9 36.1 228.2 692.1 1135.0 0.00
7 0.445 0.021 433.7 9.5 197.2 721.7 1183.6 0.61
8 0.445 0.149 375.8 65.6 196.4 718.7 1178.8 0.70
9 0.445 0.085 404.7 37.6 196.8 720.2 1181.2 0.75

Remark / Objaœnienie
*) amount of water including water from superplasticizer / iloœæ wody wraz z wod¹ z superplastyfikatora

**) by binder mass / masy spoiwa

Fig. 3. Real image (on the left) and result of pores identification in the Fraktal_Stereolog program (on the right)
Rys. 3. Obraz rzeczywisty (po lewej) oraz wynik identyfikacji porów w programie Fraktal_Stereolog (po prawej)

a) b)



4. OPTYMALIZACJA SK£ADU
BETONÓW

Optymalizacjê sk³adu betonu przeprowadzono przy u¿yciu
pakietu STATISTICA 10, modu³u Planowanie doœwiad-
czeñ. Jako kryteria optymalizacji przyjêto:

• maksimum wytrzyma³oœci na œciskanie po 28
dniach, max f c

28 ,

• maksimum wytrzyma³oœci na œciskanie po 90
dniach, max f c

90 ,

• maksimum wytrzyma³oœci na œciskanie po 180
dniach, max f c

180 ,

• maksimum krytycznego wspó³czynnika intensyw-
noœci naprê¿eñ po 28 dniach, max K

Ic
S 28 ,

• maksimum krytycznego wspó³czynnika intensyw-
noœci naprê¿eñ po 180 dniach, max K

Ic
S180 ,

• maksimum wspó³czynnika sprê¿ystoœci pod³u¿nej
po 28 dniach, max E 28 ,

• maksimum wspó³czynnika sprê¿ystoœci pod³u¿nej
po 90 dniach, max E 90 ,

• minimum zawartoœci porów powietrznych w beto-
nie, min A

AP
.

W przypadku wszystkich kryteriów optymalizacji przyjêto
jednakowe wagi. Wzmocnienie wagi niektórych cech diag-
nostycznych uzyskano przez zdefiniowanie kryteriów dla
ró¿nego wieku betonów. Zale¿noœci funkcyjne miêdzy
zmiennymi w planie eksperymentu, a okreœlonymi cechami

4. OPTIMIZATION OF THE
COMPOSITION OF CONCRETE

Optimization of concrete composition was performed us-
ing STATISTICA 10, Experimental Design module. The
optimization criteria were adopted:

• maximum compressive strength after 28 days, max
f c

28 ,

• maximum compressive strength after 90 days, max
f c

90 ,

• maximum compressive strength after 180 days, max
f c

180 ,

• maximum critical stress intensity factor after 28
days, max K

Ic
S 28 ,

• maximum critical stress intensity factor after 180
days, max K

Ic
S180 ,

• maximum of the modulus of elasticity after 28 days,
max E 28 ,

• maximum of the modulus of elasticity after 90 days,
max E 90 ,

• minimum content of air voids in the concrete, min
A

AP
.

For the optimization criteria the equal weight factors were
adopted. Gain some weight diagnostic features were ob-
tained by defining the criteria for the different ages of
concrete. Functional dependencies between variables in
the experimental design, and the specific characteristics
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Table 2. Properties of concrete with addition of mechanically activated FBC fly ash
Tablica 2. Zestawienie cech betonów modyfikowanych dodatkiem popio³u fluidalnego aktywowanego mechanicznie

Concrete series
Seria betonu

Variable / Zmienna Concrete property / Cecha betonu

w/b FL/b fc
28 fc

90 fc
180 K c

S 28 K c
S180

E 28 E 180 AAP

[-] [-] [MPa] [MPa] [MPa] [MN/m3 2] [MN/m3 2] [GPa] [GPa] [-]

1 0.380 0.04 58.3 (8) 72.8 (8) 78.1 (8) 1.488 1.561 36.7 38.5 0.029

2 0.380 0.13 61.0 (8) 75.4 (8) 80.1 (8) 1.579 1.471 37.1 35.6 0.028

3 0.510 0.04 40.0 (6) 53.2 (8) 55.3 (8) 0.904 1.300 29.9 31.6 0.023

4 0.510 0.13 40.9 (7) 53.2 (8) 53.2 (8) 1.169 1.290 31.1 31.8 0.023

5 0.353 0.085 63.8 (8) 72.7 (9) 82.0 (12) 1.475 1.544 36.8 42.6 0.028

6 0.537 0.085 41.5 (7) 48.5 (11) 50.4 (10) 1.055 1.260 31.9 29.5 0.023

7 0.445 0.021 45.2 (8) 60.0 (8) 66.3 (8) 1.228 1.484 35.4 33.6 0.030

8 0.445 0.149 47.3 (8) 66.9 (10) 71,9 (14) 1.341 1.457 36.2 33.4 0.032

9 0.445 0.085 45.7 (12) 59.6 (8) 63.1 (8) 1.265 1.380 35.5 32.7 0.028



betonu oszacowano za pomoc¹ wielomianów stopnia dru-
giego. Wyniki badañ oraz analizê statystyczn¹ wyznacza-
nych parametrów zamieszczono w pracach [3, 7, 19].

Okreœlono, dla ka¿dej cechy, wartoœci doln¹, poœredni¹
i górn¹ (Tabl. 3). Wartoœciom dolnej i górnej przypisano
wartoœæ u¿ytecznoœci. W przypadku maksymalizacji warto-
œci danego parametru (kryterium max) wartoœci górnej
przypisano wartoœæ u¿ytecznoœci 1,0, wartoœci dolnej cechy
natomiast wartoœæ u¿ytecznoœci 0. Pomiêdzy tymi warto-
œciami wartoœci u¿ytecznoœci zmieniaj¹ siê liniowo, zatem
wartoœci poœredniej przypisana jest wartoœæ u¿ytecznoœci
0,5. W przypadku minimalizowania wartoœci danego para-
metru, wartoœci górnej przypisano wartoœæ u¿ytecznoœci 0,
natomiast wartoœci dolnej cechy wartoœæ u¿ytecznoœci 1,0.
W przypadku cech mechanicznych betonów wartoœæ doln¹
przyjêto jako minimaln¹ spoœród wszystkich serii betonów
powiêkszon¹ o 0,4 rozstêpu, wartoœæ poœredni¹ powiêk-
szon¹ o 0,6 rozstêpu, a górn¹ powiêkszon¹ o 0,8 rozstêpu.
W przypadku wartoœci górnej stanowi ona od 92% do 96%
wartoœci maksymalnej z badañ.

Optymalizacjê przeprowadzono w module Planowanie do-
œwiadczeñ w programie STATISTICA. Zastosowano dwie
opcje poszukiwania optymalnej u¿ytecznoœci: Zastosuj
ogóln¹ optymalizacjê funkcji oraz Optimum u¿ytecznoœci
w wêz³ach siatki. Liczbê kroków siatki przyjêto 20. Opcja
Zastosuj ogóln¹ optymalizacjê funkcji polega na przyjêciu
bie¿¹cych wartoœci wielkoœci wejœciowych jako wartoœci
pocz¹tkowych w metodzie sympleksowej poszukiwania
optimum u¿ytecznoœci odpowiedzi. Metoda Optimum u¿y-
tecznoœci w wêz³ach siatki jest metod¹ polegaj¹c¹ na
pe³nym poszukiwania optymalnej u¿ytecznoœci w wêz³ach
siatki.

of concrete were estimated using second degree polyno-
mials. The results and statistical analysis determined pa-
rameters are given in the papers [3, 7, 19].

For each attribute, the lower, the intermediate and the up-
per values were determined (Table 3). Upper and lower
values are assigned a value of utility. In the case of maxi-
mizing the value of the parameter (criterion max) values
assigned top utility value of 1.0, while the bottom features
of the utility value of 0 between these values the usefulness
vary linearly, so the intermediate value is assigned a utility
value of 0.5. In the case of minimizing the value of the pa-
rameter values assigned top utility value 0, while the bot-
tom features of the utility value of 1.0. In the case of the
mechanical properties of concrete lower value was taken as
the minimum of all the series of concrete increased by 0.4
dehiscence, an intermediate value increased by 0.6
dehiscence, and the top plus 0.8 dehiscence. If it represents
the upper value of 92% to 96% of the maximum of the
study.

The optimization was carried out in the Experimental
Design module, answers general profile option in
STATISTICA software. Two options for searching for
optimal usability were applied: Apply a general optimi-
zation features and optimum usability mesh nodes. The
number of mesh steps was adopted 20. The option Apply
a general optimization feature is the adoption of the cur-
rent values of input parameters as initial values in the
method of searching for optimum usability using sim-
plex methods. Optimum method usefulness in the nodes
of the grid is a method consisting in a full search optimal
utility in the nodes of the mesh.
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Table 3. Optimization criteria, parameters of the utility function
Tablica 3. Kryteria optymalizacji, parametry funkcji u¿ytecznoœci

Variable
Zmienna

Parameters of the utility function / Parametry funkcji u¿ytecznoœci

Lower value
Wartoœæ dolna

Utility value
Wartoœæ u¿ytecznoœci

Average value
Wartoœæ œrednia

Utility value
Wartoœæ u¿ytecznoœci

Upper value
Wartoœæ górna

Utility value
Wartoœæ u¿ytecznoœci

fc
28 50.2 0 55.2 0.5 60.3 1

K Ic
S 28 1.22 0 1.33 0.5 1.45 1

E 28 33.9 0 35.3 0.5 36.7 1

fc
90 57.8 0 63.3 0.5 68.8 1

fc
180 61.8 0 68.5 0.5 75.1 1

K Ic
S180 1.39 0 1.45 0.5 1.51 1

E180 33.3 0 35.4 0.5 37.5 1

AAP 0.026 1 0.028 0.5 0.030 0



W zale¿nosci od przyjêtej opcji sposobu rozwi¹zania,
otrzymano dwa rezultaty przedstawione w Tabl. 4 i 5. Roz-
wi¹zanie optymalne otrzymano dla zmiennych w/b = 0,353
i FL/b = 0,068 oraz w/b = 0,353 i FL/b = 0,149.

Uzyskana wartoœæ funkcji u¿ytecznoœci, w przypadku obu
metod, wynios³a 0,93. Wykres powierzchniowy funkcji
u¿ytecznoœci w zale¿noœci od zmiennych niezale¿nych w/b
i FL/b przedstawiono na Rys. 4. Na podstawie uzyskanych
takich samych wartoœci funkcji u¿ytecznoœci, wykresu
powierzchniowego funkcji u¿ytecznoœci (Rys. 4) oraz pro-
filu u¿ytecznoœci (Rys. 5) stwierdzono, ¿e zmienna FL/b
nie ma wp³ywu na uzyskan¹ wartoœæ funkcji u¿ytecznoœci.

Two solutions were obtained and presented in Table 4 and
5, for a selected solution option. The optimal solutions
were obtained for w/b = 0.353 and FL/b = 0.068 and for
w/b = 0.353 and FL/b = 0.149, respectively.

The resulting value of the utility function for both meth-
ods was 0.93. A surface chart utility function depending
on the independent variables FL/b is shown in Fig. 4. On
the basis of the same value of the utility function, the util-
ity function surface chart (Fig. 4) and the utility profile
(Fig. 5) found that the variable FL/b has no effect on the
resulting value of the utility function.
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Variable
Zmienna

Approximated values / Wartoœci aproksymowane Utility value
Wartoœæ u¿ytecznoœci

w/b Fl/b fc
28 fc

90 fc
180 K Ic

S 28 K Ic
S180 E 28 E180 AAP

0.353 0.149 66.5 81.6 87.3 1.65 1.57 38.1 39.6 0.028 0.93

Table 5. Results of optimization for the option Apply overall optimization function
Tablica 5. Wyniki optymalizacji dla opcji Zastosuj ogóln¹ optymalizacjê funkcji

Table 4. Results of optimization for the option Optimum usability in mesh nodes
Tablica 4. Wyniki optymalizacji dla opcji Optimum u¿ytecznoœci w wêz³ach siatki

Variable
Zmienna

Approximated values / Wartoœci aproksymowane Utility value
Wartoœæ u¿ytecznoœci

w/b FL/b fc
28 fc

90 fc
180 K Ic

S 28 K Ic
S180 E 28 E180 AAP

0.353 0.068 65.0 73.7 81.6 1.53 1.57 38.1 39.6 0.028 0.93

Fig. 5. Profiles of utility function with respect to w/b (a)

and FL/b (b)

Rys. 5. Profile aproksymowanych wartoœci w/b (a) i FL/b (b)
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Fig. 4. Surface chart of utility function

Rys. 4. Wykres powierzchniowy funkcji u¿ytecznoœci
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Przeprowadzone przez autorów analizy zmierzaj¹ce do
okreœlenia modeli regresji oraz analizy Pareto, prezentowa-
ne miêdzy innymi w pracach [3, 7, 19], wykaza³y, ¿e
w przypadku modeli opisuj¹cych zmiennoœci krytycznego
wspó³czynnika intensywnoœci naprê¿eñ po 180 dniach,
modu³u sprê¿ystoœci pod³u¿nej po 28 i 180 dniach oraz za-
wartoœci porów powietrznych w betonie zmienna FL/b
okaza³a siê nieistotn¹ na poziomie istotnoœci 0,05. Wyka-
zano jedynie istotnoœæ zmiennej w/b.

Dokonano tak¿e zast¹pienia przyjêtych zmiennych w/b
i FL/b zmiennymi w/(c + k � FL) i FL/c. Wspó³czynnik k
przyjêto równy 0,2, jak dla popio³u lotnego. Uzyskane wy-
kresy warstwicowe funkcji u¿ytecznoœci, przed i po zmia-
nie zmiennych, przedstawiono na Rys. 6 i 7. Na Rys. 7 po-
kazano, ¿e wzrost udzia³u dodatku w stosunku do iloœci
cementu powoduje tak¿e wzrost wartoœci funkcji u¿ytecz-
noœci. Zale¿noœci tej nie obserwuje siê w przypadku zmien-
nej FL/b (Rys. 6). Wzrost wartoœci funkcji u¿ytecznoœci
przy przyjêciu k = 0,2 i jej niezmiennoœæ przy k = 1,0 suge-
ruje korzystniejszy wp³yw zast¹pienia czêœci cementu po-
pio³em fluidalnym aktywowanym mechanicznie, ani¿eli
ma to miejsce w przypadku konwencjonalnych popio³ów
lotnych. Korzystny wp³yw dodatku popio³u fluidalnego na
w³aœciwoœci mechaniczne betonów, w tym odpornoœæ na
pêkanie potwierdzono równie¿ w pracy [8]. Przyjmuj¹c
wartoœæ k = 1 wykazano, ¿e dodatek ten jest konkurencyj-
nym dla py³ów krzemionkowych. Jest to istotny wniosek
praktyczny potwierdzaj¹cy celowoœæ badañ.

Analysis carried out by the authors, aimed to determine
the regression models and Pareto analysis, presented also
in [3, 7, 19], have shown that in the case of variation of
models describing the critical stress intensity factor at 180
days, the elastic modulus at 28 and 180 days and the con-
tent of air voids in the concrete variable FL/b was not a
significant factor at a significance level of 0.05. The im-
portance of the w/b variable was shown.

There have also been adopted to replace the variables w/b
and FL/b variable in w/(c + k � FL) and FL/c. The coeffi-
cient k of 0.2, was adopted as the fly ash. The resulting
contour utility function graphs, before and after the
change of variables, are shown in Fig. 6 and 7. The in-
crease in the proportion of the additive in relation to the
amount of cement increases the value of the utility func-
tion in Fig. 7. This dependence is not observed in the case
of variable FL/b (Fig. 6). The increase in the value of the
utility function for k = 0.2 and no changes for k = 1.0 is
suggested beneficial effect of replacing the cement with a
mechanically activated bed ashes than is the case for con-
ventional fly ash. The beneficial effect of FBC additive
on concrete mechanical properties, including fracture
toughness was also confirmed in [8]. Assuming the value
of k = 1 shows that this additive is competitive for silica
fume. This is an important practical conclusion confirm-
ing the desirability of research.
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Fig. 6. Contour graph of utility function for variables w/b

and FL/b

Rys. 6. Wykres warstwicowy funkcji u¿ytecznoœci dla

zmiennych w/b i FL/b

Fig. 7. Contour graph of utility function for variables

w/(c + 0.2 � FL) and FL/c

Rys. 7. Wykres warstwicowy funkcji u¿ytecznoœci dla

zmiennych w/(c + 0,2 � FL) i FL/c
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Proporcje mieszanek betonowych, odpowiadaj¹ce uzyska-
nym rozwi¹zaniom optymalnym, po przeliczeniu wed³ug
przyjêtego planu przedstawiono w Tabl. 6 i 7. Uzyskane
wartoœci wszystkich cech mechanicznych uwzglêdnionych
w kryteriach optymalizacji (Tabl. 4 i 5) wskazuj¹ na roz-
wi¹zania o wartoœci u¿ytecznoœci 1,0 (s¹ one w zakresie
powy¿ej wartoœci przyjêtej za górn¹ – Tabl. 3). Jedynie po-
rowatoœæ ma wartoœæ u¿ytecznoœci 0,5.

5. WNIOSKI

Na podstawie przeprowadzonej analizy wielokryterialnej
okreœlono optymalne sk³ady mieszanek betonowych ze
wzglêdu na przyjête kryteria optymalizacji. Najlepsze roz-
wi¹zanie uzyskano przy maksymalnym, przyjêtym w pla-
nie badañ, udziale popio³u fluidalnego aktywowanego me-
chanicznie w stosunku do ³¹cznej masy spoiwa wyno-
sz¹cym 14,9% (17,5% m.c.). Optymalny sk³ad jest nastê-
puj¹cy: 391,7 kg cementu, 68,4 kg popio³u fluidalnego
aktywowanego mechanicznie, 162,4 l wody, 749,2 kg pia-
sku i 1228,7 kg bazaltu.

Drugie rozwi¹zanie optymalne uzyskano przy udziale po-
pió³ fluidalny/spoiwo wynosz¹cym 6,8%. Jak wykaza³y
analizy optymalizacyjne, uzyskany profil aproksymowa-
nych wartoœci i u¿ytecznoœci (Rys. 5) oraz wykresy funk-
cji u¿ytecznoœci (Rys. 4 i 6), dodatek popio³u fluidalnego
aktywowanego mechanicznie stosowany jako równowa¿-
nik czêœci cementu nale¿y traktowaæ odmiennie ani¿eli ma
to miejsce w przypadku tradycyjnych popio³ów lotnych.

The mix proportions for two optimal solutions, after con-
version according to the adopted plan, are summarized in
Tables 6 and 7. All values obtained for mechanical proper-
ties included in the optimization criteria (Tables 4 and 5)
indicate the utility of solutions of 1.0 (they are in the range
above the value adopted for the upper limit – Table 3).
Only the porosity shows a value of 0.5 utility.

6. CONCLUSIONS

On the basis of multi-criteria analysis, the optimal compo-
sitions of concrete mixes were established for the adopted
criteria optimization. The best solution obtained at the
maximum (adopted in the study plan) content of mechani-
cally activated fluid ash in relation to the total weight of the
binder ratio of 14.9% (17.5% cement mass). The optimum
composition is as follows: 391.7 kg of cement, 68.4 kg of
ash fluidized activated mechanically, 162.4 l of water,
749.2 kg of sand and 1228.7 kg basalt.

The second optimal solution was obtained FBC/cement
ratio of 6.8%. As demonstrated by the optimization analy-
sis and the resulting profile approximated value and util-
ity (Fig. 5) and the utility function graphs (Fig. 4 and 6),
the addition of mechanically activated fluid ash used as
the equivalent part of the cement should be treated differ-
ently than in the case of traditional fly ash. This is con-
firmed by analysis of both optimization cases, carried out
for the adopted variable w/b and FL/b (assuming k = 1)
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Table 7. Optimal composition of concrete mixes
Tablica 7. Zestawienie sk³adu optymalnego mieszanek betonowych

Solution
Rozwi¹zanie

Variable / Zmienna
Utility value

Wartoœæ u¿ytecznoœci

Composition of the concrete mix
Sk³ad mieszanki betonowej [kg/m3]

w/b FL/b Cement
Fluidal ash

Popió³ fluidalny
Water
Woda

Sand
Piasek

Basalt
Bazalt

I 0.353 0.1486
0.93

391.7 68.4 162.4 749.2 1228.7

II 0.353 0.0680 429.9 31.4 162.8 751.2 1232.0

Solution
Rozwi¹zanie

Variable / Zmienna
Composition of the concrete mix according to the adopted plan

Sk³ad mieszanki betonowej po przeliczeniu wed³ug przyjêtego planu [kg/m3]

w/b FL/b
Binder
Spoiwo

Cement
Fluidal ash

Popió³ fluidalny
Water
Woda

Sand
Piasek

Basalt
Bazalt

I 0.353 0.1486
454

386.5 67.5
160.3 739.3 1212.5

II 0.353 0.0680 423.1 30.9

Table 6. Optimal composition of concrete mixes
Tablica 6. Zestawienie sk³adu optymalnego mieszanek betonowych



Potwierdzeniem jest analiza obu przypadków optymaliza-
cji, przeprowadzona dla przyjêtych zmiennych w/b i FL/b
(przy za³o¿eniu k = 1) oraz dla zmiennych przetranspono-
wanych na zmienne w/(c + k � FL) i FL/c (przy k = 0,2).
Wyniki tej analizy potwierdzaj¹ równie¿, ¿e popió³ fluida-
lny aktywowany mechanicznie jest cennym dodatkiem do
betonu, który mo¿e byæ w ten sposób utylizowany.

INFORMACJE DODATKOWE

Praca naukowa finansowana ze œrodków na naukê w latach
2009-2011 jako projekt badawczy nr N N507 475337 oraz
ze œrodków Narodowego Centrum Nauki w latach
2011-2013 jako projekt badawczy nr N N507 321140.

BIBLIOGRAFIA / REFERENCES

[1] Brandt A.M. (red.): Metody optymalizacji materia³ów
kompozytowych o matrycach cementowych. Studia z
Zakresu In¿ynierii, 38, Warszawa, 1994

[2] Konkol J., Prokopski G.: Optymalizacja wielokryterial-
na sk³adu betonów zwyk³ych z uwzglêdnieniem para-
metrów wytrzyma³oœciowych i strukturalnych. Przegl¹d
Budowlany, 2, 2006, 23-28

[3] Konkol J., Prokopski G.: The influence of the age of
concretes with FBC fly ash or metakaolinite additives
on their strenght properties. Roads and Bridges - Drogi
i Mosty, 13, 1, 2014, 49-67

[4] Brandt A.M., JóŸwiak-NiedŸwiedzka D., Ma³olepszy J.,
Marks M., Œliwiñski J., Kasperkiewicz J.: Zastosowanie
popio³ów lotnych z kot³ów fluidalnych w betonach kon-
strukcyjnych, Studia z Zakresu In¿ynierii, 72, 2010,
339-351

[5] Glinicki M.A.: Zastosowanie aktywowanego popio³u
lotnego z kot³ów o spalaniu fluidalnym Flubet® jako
dodatku do betonu. Targi Energetyki i Ochrony Œrodo-
wiska, ECOENERGIA 2002, Gdañsk,
http://www.lubanta.pl/data/17/Popiol%20lotny%20fl-
uidalny%20do%20betonu%20M_A_Glinicki.pdf

[6] Œliwiñski J., Tracz T., Kañka S.: W³aœciwoœci mieszanki
i betonu oraz sposób projektowania sk³adu z popio³ami
fluidalnymi, [w]: Zastosowanie popio³ów lotnych z
kot³ów fluidalnych w betonach konstrukcyjnych. Praca
zbiorowa pod red. prof. A.M. Brandta, Studia z Zakresu
In¿ynierii, 72, Warszawa 2010

[7] Konkol J., Prokopski G.: W³aœciwoœci wytrzyma³oœcio-
we betonów bazaltowych z dodatkiem Flubetu.
Przegl¹d Budowlany, 11, 2010, 25-29

and for the transposition of these variables into the vari-
ables w/(c + k � FL) and FL/c (with k = 0.2). The results of
this analysis also confirm that activated mechanically
fluidized bed ash is a valuable addition to concrete, which
can be disposed of in this way.

ACKNOWLEDGEMENT

The research is financed from funds of scholarship in the
years 2009-2011 by the research project No. N N507
475337 and from funds of National Science Centre in the
years 2011-2013 by the research project No. N N507
321140.

[8] Konkol J.: Metakaolinit i popió³ fluidalny jako alterna-
tywne w stosunku do py³ów krzemionkowych dodatki
mineralne do betonu. In¿ynieria i Budownictwo, 9,
2012, 503-507

[9] Polañski Z.: Planowanie doœwiadczeñ w technice.
PWN, Warszawa, 1984

[10] Konkol J.: Wprowadzenie do praktycznego planowania
eksperymentu. StatSoft Polska, Kraków 2007, 43 - 58
http://www.statsoft.pl/czytelnia/artykuly/Wprowadze-
nie_do_praktycznego.pdf

[11] Giergiczny Z., Ma³olepszy J., Szwabowski J., Œliwiñski J.:
Cementy z dodatkami mineralnymi w technologii beto-
nów nowej generacji. Wydawnictwo Œl¹skie, Opole,
2002

[12] http://www.eltur-wapore.pl

[13] FLUBET – spoiwo drogowe na miarê XXI wieku. Ma-
gazyn Autostrady, 5, 2005, 62

14] Garbacik A., Skrzyczewski E.: Ocena popio³ów z
kot³ów fluidalnych jako dodatku mineralnego do ce-
mentu. IX Miêdzynarodowa Konferencja „Popio³y z
energetyki”, Ustroñ 8-11 paŸdziernika, 2002, 233-250

[15] Gawlicki M., Roszczynialski W.: Uboczne produkty
spalania z kot³ów fluidalnych jako sk³adnik cementów
portlandzkich. Cement Wapno Beton, VIII/LXX, 5,
2003, 255-258

[16] Glinicki M.A., Zieliñski M.: Rozmieszczenie porów po-
wietrznych w betonie z dodatkiem fluidalnego popio³u
lotnego. Cement Wapno Beton, VII/LXXIV, 3, 2007,
133-138

[17] Giergieczny Z., Pu¿ak T.: Popió³ fluidalny a w³aœciwo-
œci mieszanki betonowej. Konferencja Dni Betonu
„Tradycja i nowoczesnoœæ”, Wis³a, 13-15 paŸdziernika
2008, Stowarzyszenie Producentów Cementu, 2008,
971-980

Roads and Bridges - Drogi i Mosty 13 (2014) 103 - 114 113



[18] Piotrowski Z., Uliasz-Bocheñczyk A.: Mo¿liwoœci go-
spodarczego wykorzystania odpadów z kot³ów fluidal-
nych. Gospodarka Surowcami Mineralnymi, 12, 2008,
73-85

[19] Konkol J., Prokopski G.: Morfologia prze³omu oraz
odpornoœæ na pêkanie betonów modyfikowanych do-
datkiem popio³u fluidalnego lub metakaolinitu. Ze-
szyty Naukowe Politechniki Rzeszowskiej, Seria
Budownictwo i In¿ynieria Œrodowiska, 58, 3/11/III,
2011, 321 - 330

[20] Determination of fracture parameters (KIc
S and CTOD c )

of plain concrete using three-point bend tests. RILEM
Draft Recommendations, TC 89 – FMT Fracture Me-
chanics of Concrete Test Methods, Materials and Struc-
tures, 23, 1990

[21] Prokopski G.: Mechanika pêkania betonów cemento-
wych. Oficyna Wydawnicza Politechniki Rzeszow-
skiej, Rzeszów, 2009

[22] PN-EN 480-11:2008. Domieszki do betonu, zaprawy i
zaczynu. Metody badañ. Oznaczanie charakterystyki
porów powietrznych w stwardnia³ym betonie

[23] Konkol J., Szyszka J.: Wybrane metody oceny porowa-
toœci betonu. Zeszyty Naukowe Politechniki Rzeszow-
skiej, Seria Budownictwo i In¿ynieria Œrodowiska,
252, 47, 2008, 201-208

114 Janusz Konkol, Grzegorz Prokopski


