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STRESZCZENIE. W pracy przedstawiono wyniki analizy statycznej przêse³ betonowych
mostów œredniej rozpiêtoœci o konstrukcji trzydŸwigarowej. Obliczenia wykonano z
wykorzystaniem specjalnie przygotowanego, w³asnego modelu geometrii przês³a jako uk³adu
p³ytowo-¿ebrowego. Wyniki obliczeñ sprowadzono do powszechnie stosowanych w
projektowaniu mostów wspó³czynników rozdzia³u obci¹¿enia. Jako zmienne parametry analizy
przyjêto proporcje: wymiarów rzutu poziomego przês³a, czyli rozpiêtoœci do szerokoœci;
sztywnoœci giêtnej oraz sztywnoœci skrêtnej dŸwigara odniesionych do sztywnoœci p³yty
pomostowej. Oszacowano równie¿ wp³ywd³ugoœci zamocowania p³yty wzd³u¿ ¿ebra oraz ukosu
konstrukcji na wspó³czynniki rozdzia³u obci¹¿enia. Na podstawie rezultatów obliczeñ
sporz¹dzono wykresy zmian wspó³czynników rozdzia³u obci¹¿enia. Na przyk³adzie obliczeñ
wybudowanej, ukoœnej konstrukcji trzyprzês³owej o zró¿nicowanych rozpiêtoœciach wskazano
na mo¿liwoœci wykorzystania podanych w pracy wykresów z analizy parametrycznej równie¿ do
obliczeñ przêse³ o z³o¿onej geometrii.

1. WPROWADZENIE

Obecnie budowane przês³a jako uk³ady dwu- i trzydŸwigarowe (w przekroju poprze-
cznym mostu) s¹ efektywne w stosunku do klasycznych mostów wielodŸwigarowych.
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Charakteryzuj¹ siê one bowiem mniejszym zu¿yciem materia³ów konstrukcyjnych.
Przy tym s¹ wystarczaj¹co sztywne w obiektach o du¿ych szerokoœciach. Z tego po-
wodu, w wielu przypadkach stosuje siê jako mosty drogowe konstrukcje dwudŸwiga-
rowe, a przy wiêkszych szerokoœciach przês³a trzydŸwigarowe. Mosty o ma³ej liczbie
dŸwigarów s¹ równie¿ atrakcyjne pod wzglêdem architektonicznym, szczególnie w
uk³adach wieloprzês³owych o œredniej rozpiêtoœci ze wzglêdu na ograniczone roz-
miary podpór poœrednich np. s³upowych. Konstrukcje takie stosuje siê zwykle jako
obiekty z betonu zbrojonego. Przekrój poprzeczny analizowanego przês³a pokazano
na rys. 1.

Obliczenia si³ wewnêtrznych w dŸwigarach g³ównych z wykorzystaniem rozdzia³u
poprzecznego obci¹¿enia, s¹ w dalszym ci¹gu efektywnym sposobem, mimo znacz-
nego rozwoju technik komputerowych. Umo¿liwia on bowiem redukcjê modelu geo-
metrii konstrukcji o jeden rz¹d, czyli z modelu dwuwymiarowego (np. rusztu
p³askiego) do belki. W uk³adach dwu- i trzy-dŸwigarowych w sposób naturalny wido-
czne s¹ korzyœci ze stosowania rozdzia³u poprzecznego obci¹¿enia w porównaniu np.
do tworzenia powierzchni wp³ywu si³ przekrojowych [1]. Z drugiej strony klasyczne
sposoby obliczeñ oparte na modelu p³yty ortotropowej (np. Guyon-Massonnet) s¹
ma³o skuteczne z uwagi na efekty lokalne w tym przypadku ma³ej liczby dŸwigarów.
Przedstawiony ni¿ej algorytm pozwala na efektywne wykorzystanie standardowych
programów komputerowych gdy¿ sprowadza obliczenia do jednokrotnego rozwi¹za-
nia uk³adu szeœciu równañ. Podany sposób obliczeñ umo¿liwia równie¿ ujêcie
ukszta³towania przekroju pod³u¿nego konstrukcji przêse³.

2. MODEL PRZÊS£A

Model geometrii przês³a utworzono z p³ytowego elementu pasmowego [2, 3] zamoco-
wanego w trzech elementach prêtowych, usytuowanych wzd³u¿ brzegów równo-
leg³ych do osi x. Zak³ada siê, ¿e zarówno p³yta jak i belki s¹ pryzmatyczne
(o niezmiennych cechach geometrycznych i fizycznych wzd³u¿ d³ugoœci przês³a).
Rozdzia³ poprzeczny obci¹¿enia wyznacza siê, z za³o¿enia, dla przêse³ swobodnie
podpartych o prostok¹tnym rzucie w planie. Schemat statyczny takiego przês³a
spe³nia wiêc dobrze warunki brzegowe przyjête dla p³yt w rozwi¹zaniu Levy'ego.
Przemieszczenia uk³adu sprowadzone do pasma p³ytowego mo¿na wiêc uj¹æ w ogól-
nym rozwi¹zaniu w postaci szeœciu parametrów linii wêz³owych po³o¿onych wzd³u¿
krawêdzi równoleg³ych [2], jak na rys. 2.
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W sytuacji gdy wyznacza siê wspó³czynniki rozdzia³u poprzecznego obci¹¿enia dla
dŸwigara iobci¹¿enie pionowe P

i
= 1 ustawione jest wzd³u¿ linii i, jak na rys. 2. Wyni-

kiem rozwi¹zania uk³adu równañ [2]:
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s¹ przemieszczenia przekroju poprzecznego przês³a. Gdy uwzglêdnia siê zamocowa-
nie p³yty w dŸwigarze g³ównym na odcinku c, jak na rys. 2, si³y brzegowe pasma
p³ytowego r

i
[2, 3] podlegaj¹ modyfikacji do wartoœci r

ii
wed³ug wzorów:
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Rys.2. Schemat przês³a, sztywnoœci elementów i przemieszczenia linii wêz³owych
Fig.2. Scheme of the span, stiffness of elements, displacements of nodes



Natomiast niezmienione pozostaj¹ wartoœci pozosta³ych si³ brzegowych r r
55 5

� i
r r

66 6
� . Elementy macierzy (1) wyra¿one s¹ nastêpuj¹cymi wzorami [2]:

r a sh a ch a a M

r a a ch a sh a

b b b b

b b b b

1

2

2

2

� �

� �

[ ( ) ( ) ] /

[ ( ) ( )] /

[( ) ( ) ( ) ] /

( )

M

r a v sh a v a M

r a sh a

b b b

b b

3
2 2 2

4
3

1 1

2

� � � �

� /

[ ( ) ( ) ] /

[ (

M

r a sh a ch a a M

r a sh

b b b b

b

5
3

6
3

2

2

� �

� a a ch a M
b b b
) ( )] /� ,

(3)

gdzie:

M sh a a
b b

� �2 2( ) , (4)

a
b

L
b

�  . (5)

Dla elementów prêtowych i przyjêtej funkcji przemieszczeñ [2] sztywnoœæ giêtn¹ pio-
now¹ belki wyra¿a siê jako

r a
EI

bD
w b

x� 4 ,
(6)

a w przypadku sztywnoœci skrêtnej prêta otrzymuje siê
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bD
b
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Sztywnoœæ p³yty pomostowej okreœlona jest wzorem

D
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v
�
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,
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gdzie v jest wspó³czynnikiem Poissona. Do obliczania sztywnoœci giêtnej pionowej
EI

x
i sztywnoœci skrêtnej GI

s
dŸwigara g³ównego przyjmuje siê obrys przekroju po-

przecznego przês³a, wyró¿niony po lewej stronie rys. 2.
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3. LINIE WP£YWU ROZDZIA£U POPRZECZNEGO OBCI¥¯ENIA

Charakterystyczny kszta³t linii wp³ywu rozdzia³u poprzecznego obci¹¿enia (lwrpo)
dla uk³adu trzydŸwigarowego przedstawiono na rys. 3. Wykres ten okreœlony jest
przez rzêdne podane w osiach dŸwigarów g³ównych, obliczane na podstawie ich
ugiêæ. W przypadku analizowanego dŸwigara j od obci¹¿enia P

i
= 1, po³o¿onego na

dŸwigarze i otrzymuje siê

k
w P

w
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j i

O

�
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,
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gdzie

w w P n i j k
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n

� �� ( ) , , . (10)

Rzêdne lwrpo wyznaczone dla dŸwigara i oraz dowolnej linii po³o¿onej na p³ycie m
okreœla wzór

k
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Rys.3. Wykresy linii wp³ywu rozdzia³u poprzecznego obci¹¿enia dla dŸwigarów i oraz j

Fig.3. Transverse load distribution diagrams for the girders i and j



Poniewa¿, zgodnie z zasad¹ Bettiego, zachodzi wzajemnoœæ ugiêæ

w P w P
i j j i
( ) ( )� , (12)

w przypadku mostu utworzonego z dŸwigarów g³ównych o jednakowej sztywnoœci
otrzymuje siê zale¿noœæ

k k
ij ji

� . (13)

Pozwala to na tworzenie lwrpo dla analizowanego dŸwigara i od obci¹¿enia P
i

= 1,
bez koniecznoœci ustawiania si³ nad pozosta³ymi dŸwigarami j oraz k. Wniosek ten
wynika ze sposobu obliczania rzêdnych podanych na rys. 3:
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Z symetrii konstrukcji gdy obci¹¿enie P
j
= 1 wynika równoœæ ugiêcia

w P w P
i j k j
( ) ( )� . (15)

Daje to ostatecznie zale¿noœæ wspó³czynników k k k k
ij ji kj jk

� � � . Wykorzystuj¹c
natomiast zasadê statyczn¹ lwrpo

k k k
ji jj jk

� � �1 (16)

otrzymuje siê mo¿liwoœæ obliczania k
jj
ze wzoru

k k
jj ij

� �1 2 . (17)

Poniewa¿ k
ij

by³o okreœlone wczeœniej przy po³o¿eniu obci¹¿enia w punkcie i nie ma
wiêc potrzeby rozwi¹zywaæ uk³adu równañ (1) powtórnie, dla P

j
= 1.
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Ze wzorów (9) i (12) wynika, ¿e kszta³t lwrpo jest taki sam jak linia ugiêcia p³yty po-
mostowej w przekroju poprzecznym przês³a. Podane na wykresie (rys. 2) k¹ty obrotu
dŸwigarów g³ównych 


i
u³atwiaj¹ okreœlenie wykresu lwrpo pomiêdzy dŸwigarami

oraz w obszarze wsporników w postaci k¹tów �
ij

, obliczonych ze wzoru

�
ij

i

O
w

�



.
(18)

Poniewa¿ rzêdne wykresu lwrpo s¹ bezwymiarowe, k¹ty �
ij

s¹ w tym przypadku po-
dane jako [m-1]. Na rys. 3 przedstawiono przyk³adowe wykresy lwrpo.

4. ANALIZA PARAMETRYCZNA

Zgodnie z przyjêtym modelem geometrii przês³a rozdzia³ poprzeczny obci¹¿enia za-
le¿y od proporcji wymiarów rzutu poziomego ujêtych w parametrze � � B L/ oraz
charakterystyk geometrycznych przekroju poprzecznego dŸwigarów I

x
oraz I

s
. W

analizowanym przypadku przêse³ mo¿na wprowadziæ parametry charakterystyczne
sztywnoœci dŸwigara odniesione do sztywnoœci p³yty pomostowej uk³adu
p³ytowo-¿ebrowego (6) i (7) jako:
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gdy v = 1/6. Dla analizowanego przês³a, jak na rys. 1, obliczone parametry te przyj-
muj¹ wartoœci: � = 0,60 oraz � = 40 i � = 65.

Proporcja wymiarów rzutu poziomego przês³a wp³ywa znacz¹co na rozdzia³ obci¹¿e-
nia, co przedstawiono na rys. 4. Wyniki s¹ ³atwe do przewidzenia – gdy zmniejsza siê
L (przy sta³ym B) si³a przypadaj¹ca na belkê bezpoœrednio obci¹¿on¹ wzrasta, a gdy
B L/ � � k

ii
� 1 oraz równoczeœnie k

ij
� 0. W sytuacji odwrotnej, gdy zwiêksza

siê L wszystkie wspó³czynniki rozdzia³u zmierzaj¹ do wartoœci 1/3, czyli do równego
obci¹¿enia belek, niezale¿nie od po³o¿enia obci¹¿enia w przekroju poprzecznym
przês³a. Pomimo niewielkiego zakresu zmian wartoœci � podane wy¿ej tendencje s¹
wyraŸnie widoczne.
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Proporcja sztywnoœci giêtnej dŸwigara EI
x

do sztywnoœci p³yty pomostowej D, ujêta
w parametrze � wp³ywa znacz¹co na wartoœci wspó³czynników rozdzia³u. W granicz-
nym przypadku, gdy � � � , otrzymuje siê rozwi¹zanie elementarne tj. k

ii
= 1 oraz

k
jj
= 1 przy k

ij
= 0. Jest to przypadek konstrukcji z wiotk¹ p³yt¹ pomostow¹. Nato-

miast gdy wzrasta gruboœæ p³yty pomostowej t wyniki zmierzaj¹ do rozwi¹zania jak w
moœcie p³ytowym.
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Rys.4. Wykresy wspó³czynników rozdzia³u obci¹¿enia w funkcji geometrii przês³a
Fig.4. Diagrams of load distribution coefficients versus geometry of the span

Rys.5. Wykresy wspó³czynników rozdzia³u obci¹¿enia w funkcji sztywnoœci giêtnej dŸwigara
Fig.5. Diagrams of load distribution coefficients versus girder bending stiffness



Wartoœæ parametru� daje pogl¹d o kszta³cie przekroju poprzecznego ¿ebra pod³u¿ne-
go. Dla przekrojów krêpych, jak w analizowanym przypadku (rys. 1) uzyskuje siê
zwykle zbli¿one wartoœci I

x
oraz I

s
. W mostach wykonanych z belek o przekroju teo-

wym sztywnoœæ na skrêcanie jest wielokrotnie mniejsza od sztywnoœci na zginanie.
W takiej sytuacji zmniejszenie parametru � (w odniesieniu do � = 40) powoduje
wzrost wspó³czynników rozdzia³u obci¹¿enia k

ii
oraz k

jj
. Praktycznie przypadek gdy

� � 0 mo¿e dotyczyæ mostu zespolonego, wykonanego z belek stalowych.

Znaczn¹ szerokoœæ ¿eber c w stosunku do ich rozstawu b wystêpuj¹c¹ w analizowa-
nych przekrojach poprzecznych mostów, jak na rys. 2, mo¿na uwzglêdniaæ w postaci
„sztywnego wêz³a”. W sensie fizycznym odpowiada to brakowi odkszta³ceñ p³yty po-
mostowej na odcinku c. Ujêto to we wzorach (2). Wp³yw parametru � na wspó³czyn-
niki rozdzia³u mo¿na przyjmowaæ jako funkcjê liniow¹. Znacznie wiêksze wartoœci
ni¿ podano na rys. 7 mo¿na z powodzeniem ekstrapolowaæ.

Wyniki podane na wykresach pozwalaj¹ na obliczenie pozosta³ych rzêdnych lwrpo,
podanych na rys. 3. Przyk³adowo dla dŸwigara i brakuj¹c¹ wielkoœæ k

ik
uzyskuje siê z

zale¿noœci analogicznej do (16), czyli

k k k
ik ii ij

� � �1 . (21)

Dla dŸwigara j korzysta siê z wczeœniej podanych zale¿noœci wspó³czynników
k k k k

ij ji kj jk
� � � .
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Rys.6. Wykresy wspó³czynników rozdzia³u obci¹¿enia w funkcji sztywnoœci skrêtnej dŸwigara
Fig.6. Diagrams of load distribution coefficients versus girder torsional stiffness



Na podstawie wykresów podanych na rys. 4 – rys. 7 mo¿na równie¿ oszacowaæ
wspó³czynniki rozdzia³u dla uk³adów konstrukcji przês³a o innych parametrach ni¿
analizowane (� = 0,60 oraz � = 40 i � = 65). W tym celu proponuje siê interpolacjê li-
niow¹ okreœlon¹ np. dla k

ij
jako

k k k k k
ij ij ij ij ij

� � � �
1

4
( )� � � � . (22)

Dla przyk³adu analizowanego przês³a � = 0,7083, � = 25, � = 80 oraz � = 0,09 otrzy-
ma siê z wykresów:

k
ii
= (0,733 + 0,681 + 0,683 + 0,581)/4 = 0,670 (– 6,7 %) ,

k
ij

= (0,210 + 0,243 + 0,238 + 0,281)/4 = 0,243 (+ 3,3 %) ,

k
jj
= (0,573 + 0,499 + 0,516 + 0,425)/4 = 0,503 (– 3,6 %) .

W nawiasie podano b³¹d w stosunku do wyniku uzyskanego z obliczeñ bezpoœred-
nich: k

ii
= 0,71809 i k

ij
= 0,23509 oraz k

jj
= 0,52223.
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Rys.7. Wykresy wspó³czynników rozdzia³u obci¹¿enia
w funkcji sztywnoœci wêz³a p³yty i dŸwigara

Fig.7. Diagrams of load distribution coefficients versus slab-girder joint stiffness



5. UK£ADY UKOŒNE I WIELOPRZÊS£OWE

Wystêpowanie skosu konstrukcji powoduje redukcjê wspó³czynników rozdzia³u
obci¹¿enia. Powszechnie przyjmuje siê, ¿e gdy skos przês³a mieœci siê w przedziale
75° < 
 < 90�, w projektowaniu przyjmuje siê je jak dla obiektów prostok¹tnych. Po-
dane na rys. 8 wyniki potwierdzaj¹ tê zasadê. Wartoœci wspó³czynników k obliczono
wg wzoru (9) gdy w

o
wyznaczone zosta³o dla przês³a prostok¹tnego. Podane na rys. 8

wspó³czynniki rozdzia³u obci¹¿enia dla 
 = 90� ró¿ni¹ siê nieco od rezultatów poda-
nych na rys. 3 – 7. Wynika to z przyjêcia odmiennego modelu geometrii przês³a i rea-
lizacji obliczeñ przy wykorzystaniu programu MES.

W przypadku przêse³ o schemacie statycznym innym ni¿ swobodnie podparte stosuje
siê w mostownictwie wspó³czynnik koryguj¹cy k. Wyliczany jest on na podstawie
ugiêæ belki swobodnie podpartej i schematu przyjêtego do obliczeñ. Jako obci¹¿enia
stosuje siê si³ê jednostkow¹ ustawion¹, w obydwu przypadkach, w œrodku rozpiêtoœci
przês³a. Wspó³czynnik k jest stosunkiem ugiêcia belki swobodnie podpartej do ugiê-
cia elementu analizowanego. W celu uzyskania rozpiêtoœci zastêpczej koryguje siê
rozpiêtoœæ L wed³ug zale¿noœci

L
L

k
kor

�
3

. (23)
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Rys.8. Wykresy wspó³czynników rozdzia³u obci¹¿enia w funkcji skosu przês³a
Fig.8. Diagrams of load distribution coefficients versus span bevel angle



Gdy w moœcie stosuje siê schemat belki wieloprzês³owej o jednakowej rozpiêtoœci L
(np. estakada) parametr k przyjmuje nastêpuj¹ce wartoœci:

dla przês³a skrajnego k = 1,43
dla przês³a œrodkowego k = 1,90.

Ni¿ej podano przyk³ad analizy wybudowanej konstrukcji trzyprzês³owej mostu przez
rzekê Skor¹ na odcinku autostrady A4 Krzywa – W¹dro¿e Wielkie. Wymiary prze-
kroju poprzecznego przês³a podano na rys. 1. Rozpiêtoœci przêse³ skrajnych L

1
= L

3
=

23,5 m, przês³a œrodkowego L
2

= 31,0 m, a ukos konstrukcji wynosi³ 
 = 57,24°. Na
podstawie podanych na rys. 1 wymiarów p³yty pomostowej: b = 4,83 m i t = 0,30 m
wyliczono nastêpuj¹ce parametry geometryczne J

x
= 0,72151 m4 oraz J

s
= 1,0744 m4

i J
p
= t 3 /12 = 0,00225 m3. Z bezpoœredniego rozwi¹zania modelu tego przês³a, jako

ukoœnego rusztu p³askiego uzyskano nastêpuj¹ce wyniki:

• dla przês³a œrodkowego

k
ii
= 0,68845 k

ij
= 0,23547 k

jj
= 0,51461

• dla przês³a skrajnego

k
ii
= 0,79172 k

ij
= 0,17329 k

jj
= 0,62746 .

Na podstawie charakterystyk geometrycznych podanych wy¿ej obliczono � = 66,4 i
� = 41,2. Przyjmuj¹c c = 0, jak w modelu wykorzystywanym wy¿ej oraz uwzglêd-
niaj¹c rozpiêtoœci przêse³ otrzymano z przedstawionego w pracy algorytmu obliczeñ
dla:

• przês³a œrodkowego k = 1,3667 L
kor

= 21,17 m

k
ii
= 0,64424 k

ij
= 0,25346 k

jj
= 0,48320

• przês³a skrajnego k = 1,993 L
kor

= 24,62 m

k
ii

= 0,71971 k
ij

= 0,21767 k
jj
= 0,55682 .

W tym przypadku nie uwzglêdniono ukosu konstrukcji, a jedynie fakt wystêpowania
w schemacie statycznym uk³adu wieloprzês³owego. Pomimo korzystania z dwóch ró¿-
nych modeli konstrukcji uzyskano dobr¹ ich zgodnoœæ – przydatn¹ do obliczeñ pro-
jektowych.
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6. PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono wyniki obliczeñ które mog¹ byæ przydatne do kszta³towania
geometrii przêse³ betonowych. Analizê statyczn¹ wykonano z wykorzystaniem w³as-
nego modelu geometrii przês³a jako uk³adu p³ytowo-¿ebrowego i algorytmu obliczeñ
opartego na wspó³czynnikach rozdzia³u obci¹¿enia, stosowanych w projektowaniu
mostów. Pozwala to na w³aœciwe odwzorowanie pracy konstrukcji.

Jako zmienne parametry analizy przyjêto w pracy proporcje: wymiarów rzutu pozio-
mego przês³a oraz sztywnoœci giêtnej i skrêtnej dŸwigara odniesionej do sztywnoœci
p³yty. Wykazano du¿y wp³yw na rozdzia³ obci¹¿enia proporcji rzutu poziomego
przês³a oraz schematu statycznego (uk³ady wieloprzês³owe). Wskazano równie¿, ¿e
wymiary przekroju poprzecznego, a w³aœciwie sztywnoœci giêtna i na skrêcanie dŸwi-
gara, wp³ywaj¹ znacz¹co na wartoœci wspó³czynników rozdzia³u. W przês³ach wyko-
nanych z betonu znaczny wp³yw na obliczone si³y wewnêtrzne ma równie¿ szerokoœæ
¿eber w stosunku do ich rozstawu. Natomiast wystêpowanie skosu konstrukcji powo-
duje niewielk¹ redukcjê wspó³czynników rozdzia³u obci¹¿enia. Powszechnie przyj-
mowana zasada nie uwzglêdniana skosu przês³a gdy mieœci siê on w przedziale
90 °> 
 > 75� mo¿e byæ w tym przypadku rozszerzona do 50�.
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PARAMETRIC ANALYSIS OF THREE-GIRDER CONCRETE SPANS

In the paper the results of static analysis of three-girder concrete bridge structures of medium
spans are presented. Calculations are based on authors' own model of span geometry,
consisting of slab and beam elements. The results are shown in a form of transverse load
distribution coefficients, commonly used in bridge engineering practice. Span dimension
relationships (the length to width ratio) and flexural and torsional stiffness of the girder
compared with stiffness of the deck slab are considered as variables. The influence of slab
fastening along the girder as well as span bevel are estimated. Diagrams of changes of load
distribution coefficient based on the results of the analyses are presented. A possible
application of the diagrams to bridge design process is shown in an example of static analysis of
spans of complicated geometry. Different lengths of spans of the analysed structure are taken
into account.
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