
Nr 1-2 2008

CZES£AW MACHELSKI
1)

ROBERT TOCZKIEWICZ
2)

WP£YW WYPOSA¯ENIA MOSTU NA
WSKA�NIKI PODATNOŒCI ZESPOLENIA

W D�WIGARACH STALOWO-BETONOWYCH

STRESZCZENIE. Praca dotyczy mostów zespolonych o konstrukcji stalowo - betonowej. W

modelu dŸwigara zak³ada siê, ¿e stalowa belka po³¹czona jest z ¿elbetow¹ p³yt¹ pomostow¹, z

któr¹ wspó³dzia³a wyposa¿enie – nawierzchnia jezdni i kapa chodnikowa. Przyjêto, ¿e elementy

dŸwigara i tak okreœlona warstwa wyposa¿enia wspó³pracuj¹ ze sob¹, a w ich styku uwzglêdnia

siê nieci¹g³oœæ odkszta³ceñ, jako efekt podatnego zespolenia. Do opisu zagadnienia

wykorzystano w³asne wskaŸniki podatnoœci zespolenia, definiowane na podstawie si³

wewnêtrznych i odkszta³ceñ w przekroju zespolonym. Rozwi¹zanie problemu zilustrowano

wynikami analiz parametrycznych, wykonanych dla wybranego obiektu mostowego o konstrukcji

zespolonej. Rezultaty tych analiz wskazuj¹, i¿ wskaŸniki podatnoœci zespolenia okreœlane z

pomiarów odkszta³ceñ na belkach stalowych, umo¿liwiaj¹ oszacowanie sztywnoœci dŸwigara

wspó³dzia³aj¹cego z elementami niekonstrukcyjnymi, jak równie¿ okreœlenie zakresu zmiennoœci

odkszta³ceñ w styku. Trudnoœæ oszacowania sztywnoœci po³¹czenia warstwy wyposa¿enia z

p³yt¹ pomostow¹ wynika z efektów lokalnych (tarcie, przyczepnoœæ) oraz innych czynników o

cechach losowych.
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1. WPROWADZENIE

DŸwigar zespolony, stosowany zwykle w konstrukcjach mostowych, sk³ada siê z bel-
ki stalowej, z któr¹ wspó³dzia³a ¿elbetowa p³yta pomostowa. Wspó³praca ta jest
osi¹gana dziêki ³¹cznikom zespalaj¹cym, przenosz¹cym si³y rozwarstwiaj¹ce, po-
wstaj¹ce w styku. W przypadku rozwa¿anego dŸwigara stalowo-betonowego, s¹ nimi
najczêœciej podatne ³¹czniki sworzniowe, przyspawane do górnego pasa belki [1, 2],
otoczone betonem p³yty pomostowej. Z powodu ich odkszta³calnoœci giêtnej oraz lu-
zów, mog¹cych powstaæ w wyniku obci¹¿eñ cyklicznych [3 - 5], podczas eksploatacji
obiektu, zespolenie nale¿y uwa¿aæ za podatne, co oznacza ¿e wspó³praca obu elemen-
tów nie jest idealna, lecz czêœciowa [6 - 9]. W wyniku tak zdefiniowanej podatnoœci
zespolenia, wystêpuje nieci¹g³y rozk³ad odkszta³ceñ na wysokoœci dŸwigara, a zasadê
p³askich przekrojów mo¿na przyjmowaæ jedynie oddzielnie dla jego elementów
sk³adowych. Zwi¹zana z tym jest redystrybucja si³ wewnêtrznych pomiêdzy czêœci¹
stalow¹ i betonow¹ przekroju [6, 7] oraz redukcja jego sztywnoœci giêtnej, a wiêc
wzrost ugiêæ dŸwigara [10]. Skrajnymi przypadkami zespolenia podatnego s¹:

• zespolenie pe³ne, gdy wystêpuje skuteczne po³¹czenie elementów dŸwigara
(ich pe³na wspó³praca), jak w materiale jednorodnym;

• brak zespolenia, gdy elementy dŸwigara pracuj¹ jak w belce wielokrotnej.

Wyposa¿enie mostu, takie jak nawierzchnia jezdni i konstrukcja chodników, jak na
rysunku 1, mimo ¿e nie jest elementem konstrukcyjnym, wp³ywa na sztywnoœæ i no-
œnoœæ obiektu. W praktyce projektowej elementów wyposa¿enia nie uwzglêdnia siê
jednak przy obliczaniu charakterystyk geometrycznych przekrojów. Tak¿e z uwagi
na stosowanie izolacji, traktowanej jako swego rodzaju przek³adka poœlizgowa,
zak³ada siê, ¿e nie wspó³pracuj¹ one z dŸwigarami. Jak jednak pokazuj¹ wyniki badañ
obiektów mostowych, ich wp³yw na sztywnoœæ konstrukcji jest widoczny [11].

W niniejszej pracy przez wyposa¿enie rozumie siê warstwy nawierzchni jezdni i kon-
strukcjê chodników, definiowane jako p³yta (warstwa) wtórna. Wspó³pracuje ona z
betonem p³yty pomostowej, któr¹ okreœla siê tu mianem p³yty pierwotnej [12, 13]. Nie
uwzglêdnia siê wp³ywu pozosta³ych elementów niekonstrukcyjnych, takich jak balu-
strady i bariery ochronne, które zazwyczaj s¹ stosunkowo wiotkie, wykonywane z
czêœci ³¹czonych na obiekcie (luzy w po³¹czeniach), a zatem nie wp³ywaj¹ znacz¹co
na zwiêkszenie sztywnoœci przêse³ mostów drogowych. Rozpatrzenie ich wspó³pracy
mo¿e byæ natomiast zasadne w przypadku sztywnych balustrad (np. z rur) w ma³ych
obiektach, takich jak k³adki dla pieszych, lub betonowych barier ochronnych, przy
braku ich poprzecznych dylatacji.

Mechanizm wspó³pracy tak zdefiniowanej p³yty wtórnej z p³yt¹ pomostow¹ (pier-
wotn¹), opiera siê w g³ównej mierze na si³ach tarcia i przyczepnoœci. Stosowane
³¹czenie kap chodnikowych z p³yt¹ pomostow¹ za pomoc¹ ³¹czników mechanicznych
(kotwy talerzowe), ma za zadanie g³ównie przeciwdzia³aæ odrywaniu tych elementów
w kolizji z ko³em samochodu. Wykonywanie na górnej powierzchni pomostu war-
stwy izolacji dodatkowo mo¿e ograniczaæ tê wspó³pracê.
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DŸwigar zespolony, z³o¿ony z elementów: belka stalowa – p³yta pomostowa (p³yta
pierwotna) – wyposa¿enie (p³yta wtórna), jest przedmiotem analiz ujêtych w artykule.
Charakterystyki geometryczne przekroju poprzecznego uk³adu odnosi siê do trzech
œrodków ciê¿koœci: warstwy wtórnej, p³yty oraz belki (O

w
, O

p
i O

b
). Jako niezale¿ne

traktuje siê charakterystyki elementów przekroju zespolonego dŸwigara: pola po-
wierzchni przekroju (A

w
, A

p
i A

b
) i momenty bezw³adnoœci (I

w
, I

p
i I

b
). Po³o¿enie

œrodków ciê¿koœci tych elementów, jak na rysunku 2, okreœlaj¹ wymiary pionowe: dla
belki (v

g
i v

d
), p³yty pierwotnej (y

g
i y

d
) i wtórnej (r

g
i r

d
). Charakterystyki geome-

tryczne przekroju poprzecznego dŸwigara oblicza siê na podstawie wymiarów ele-
mentów sk³adowych przekroju zespolonego, z uwzglêdnieniem po³o¿enia ich
œrodków ciê¿koœci.
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Rys.1. Przekrój poprzeczny mostu zespolonego z elementami wyposa¿enia

Fig.1. Cross-section of a steel-concrete composite bridge with fitting elements

Rys.2. Geometria i si³y wewnêtrzne w dŸwigarze trójwarstwowym

Fig.2. Geometry and internal forces in a three-layer girder



W ogólnym przypadku dogodne jest rozdzielenie wypadkowego momentu zgi-
naj¹cego M , na trzy uk³ady si³ dzia³aj¹ce na p³yty pierwotn¹ i wtórn¹ oraz belkê. Si³y
wewnêtrzne, odniesione do elementów sk³adowych przekroju poprzecznego, s¹ sta-
tycznie równowa¿ne wypadkowemu momentowi M w analizowanym przekroju.
Spe³niaj¹ one warunki równowagi statycznej:

– sumy rzutów si³ na oœ poziom¹

N N N
b p w
− − =0 , (1)

– sumy momentów wzglêdem œrodka ciê¿koœci przekroju p³yty pomostowej O
p

M N a M M N c M
b b p w w
+ ⋅ + + + ⋅ = . (2)

Warunek zgodnoœci krzywizn ³¹czy momenty zginaj¹ce elementy dŸwigara w równa-
niu

M

E I

M

E I

M

E I

b

b b

p

p p

w

w w

= = .
(3)

W celu uproszczenia zapisu i ograniczenia liczby zmiennych we wzorze (3), wprowa-
dza siê zwykle [1, 2, 6] wspó³czynniki, s³u¿¹ce do okreœlania charakterystyk geome-
trycznych sk³adników przekroju zespolonego. W sensie wytrzyma³oœciowym cechy
elementów sprowadza siê do materia³u jednorodnego, najczêœciej belki. Wówczas ce-
chy fizyczne materia³ów p³yt (pierwotnej i wtórnej) porównuje siê, korzystaj¹c z zale-
¿noœci

n
E

E
bp

p

b

= ,
(4)

n
E

E
bw

w

b

= . (5)

Pola powierzchni przekrojów poprzecznych elementów dŸwigara zespolonego, po
wykorzystaniu wspó³czynników n

bp
oraz n

bw
, ulegaj¹ redukcji zgodnie z zale¿noœcia-

mi

A n A
pn bp p
= , (6)

A n A
wn bw w
= , (7)

podobnie jak momenty bezw³adnoœci

I n I
pn bp p
= , (8)

I n I
wn bw w
= . (9)
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Po³o¿enie œrodków ciê¿koœci elementów przekroju poprzecznego jest charakteryzo-
wane przez wielkoœci

a y
g d

= +v , (10)

c y r
g d

= + . (11)

2. ROZWI¥ZANIE ANALITYCZNE

W modelu dŸwigara przyjêto podatne zespolenie w stykach elementów przekroju
(wyposa¿enie – p³yta – belka), skutkuj¹ce brakiem ich pe³nej wspó³pracy. Dodatkowo
za³o¿ono, ¿e spe³nione s¹ nastêpuj¹ce za³o¿enia ogólne:

• zasada p³askich przekrojów, oddzielnie w ka¿dym elemencie;

• jednakowa krzywizna wszystkich czêœci przekroju zespolonego;

• brak zarysowania p³yty pierwotnej i wtórnej;

• obci¹¿enia mostu s¹ doraŸne, nie rozpatruje siê efektów reologicznych [12, 14].

W [6, 15] przyjêto wskaŸnik opisuj¹cy podatnoœæ po³¹czenia belki i p³yty, okreœlony
na podstawie ró¿nicy odkszta³ceñ w styku Δε

bp
, odniesionej do odkszta³ceñ ε

bg
, po-

wsta³ych na górnej krawêdzi dŸwigara stalowego, jak na rysunku 2

β β
ε

ε
= =

bp

bp

bg

Δ
.

(12)

Analogicznie zdefiniowano [13] wskaŸnik okreœlony na podstawie ró¿nicy od-
kszta³ceñ w styku p³yty i warstwy wyposa¿enia Δε

pw
, odniesionej do odkszta³ceñ

ε
pg

, powsta³ych na górnej krawêdzi p³yty

β
ε

εpw

pw

pg

=
Δ

.
(13)

Do oceny podatnoœci zespolenia w mostach stalowych przydatny jest wskaŸnik poda-
ny w [6, 7, 17], zdefiniowany jako proporcja si³y osiowej do momentu zginaj¹cego w
belce stalowej

μ =
⋅a N

M

b

b

.
(14)

W niniejszej pracy, wprowadza siê wskaŸnik

μ
bp

p

b

a N

M
=

⋅
,

(15)

w celu uwzglêdnienia podatnoœci zespolenia pomiêdzy p³yt¹ i belk¹, a dla warstwy
le¿¹cej nad p³yt¹ analogiczny
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μ
pw

w

p

c N

M
=

⋅
. (16)

W przypadku braku wyposa¿enia, otrzymuje siê z (1) N N
p b
= , a st¹d μ μ

bp
= , jak w

(14).

Z uwagi na to, ¿e g³ównym elementem przekroju zespolonego jest belka stalowa, ob-
licza siê si³y wewnêtrzne w belce M

b
i N

b
. Korzystaj¹c ze wzoru (1) okreœla siê si³ê

osiow¹

N N N
b p w
= + . (17)

Równanie (2) mo¿na przekszta³ciæ, po uwzglêdnieniu (16) i (17), do postaci

M aN aN M M M M
b p w p w pw p
+ + + + + =( ) μ , (18)

a po uwzglêdnieniu (3) zapisaæ jako

M
a c

c

EI

EI
M

EI

EI
M M

b bp pw

p

b

b

w

b

b
( )1 1+ + + +⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ + =μ μ .

(19)

Wzór (19), po uporz¹dkowaniu, przyjmuje postaæ

M

I
I I

a c

c
I Mb

b

b bp pn pw wn
( )1 1+ + + +⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ +

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
=μ μ .

(20)

Z warunku zgodnoœci krzywizn ujêtej w proporcji momentu zginaj¹cego ca³y prze-
krój dŸwigara M , do sztywnoœci na zginanie E I

b μ

M

E I

M

E I
b

b

b bμ

= ,
(21)

uzyskuje siê z (20) moment bezw³adnoœci dŸwigara

I I I
a c

c
I

b bp pn pw wnμ μ μ= + + + + +( ) ( )1 1 , (22)

w którym uwzglêdnia siê podatnoœæ zespolenia trzech, sk³adowych elementów. Wzór
(22) upraszcza siê w nastêpuj¹cych, szczególnych przypadkach

• braku wspó³pracy pomiêdzy wszystkimi elementami dŸwigara,
czyli μ μ

bp pw
= =0, wówczas

I I I I
b pn wnμ = + + , (23)

• braku warstwy wyposa¿enia, czyli I
wn
=0 i μ

pw
=0, wówczas

( )I I I
b pnμ μ= + +1 , (24)

gdy¿ μ μ
bp
= .
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Dogodniejsz¹ postaæ wzoru (20) uzyskuje siê, gdy uwzglêdnia siê podatnoœæ zespole-
nia p³yty z belk¹ jak w (14). Wówczas z (2) otrzymuje siê

M M M M M M
b b p w pw p
+ + + + =μ μ , (25)

a st¹d

( ) ( )M
EI

EI
M

EI

EI
M M

b pw

p

b

b

w

b

b
1+ + + =μ 1+μ .

(26)

Po przekszta³ceniach, jak w (19), uzyskuje siê

( ) ( )[ ]M

I
I I I Mb

b

b pn pw wn
1 1+ + + + =μ μ .

(27)

Z porównania wzorów (20) i (27) wynika zale¿noœæ wspó³czynników podatnoœci ze-
spolenia p³yty i belki

μ μ μ= +
bp

pn

b

pw

a

c

I

I
.

(28)

W przypadku, gdy nie wystêpuje zespolenie wyposa¿enia z p³yt¹ pomostow¹
(μ

pw
=0), zachodzi równoœæ μ μ

bp
= .

Bezpoœrednio ze wzoru (27) wynika zale¿noœæ pomiêdzy momentami bezw³adnoœci i
momentami zginaj¹cymi w ca³ym dŸwigarze i czêœci stalowej przekroju (belce)

( ) ( )κ μ μμ= = = + + + +
I

I

M

M

I

I

I

I
b b

pn

b

pw

wn

b

1 1 .
(29)

Wartoœæ κ w (29) mo¿na traktowaæ równie¿ jako wskaŸnik zespolenia. Pozwala on
bezpoœrednio szacowaæ sztywnoœæ dŸwigara zespolonego, jak równie¿ momenty zgi-
naj¹ce w elementach, podanych na rys. 2. W tym przypadku si³y wewnêtrzne
przy³o¿one do belki okreœla siê na podstawie (29), jako

M
M

b
=

κ
, (30)

natomiast z (14) i (30) otrzymuje siê

N
M

a

M

a
b

b=
⋅

=
μ μ

κ
.

(31)

Z (3) i (30) oblicza siê moment zginaj¹cy w p³ycie pomostowej

M
M I

I
p

pn

b

=
κ

(32)

oraz w p³ycie wtórnej

M
M I

I
w

wn

b

=
κ

. (33)
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Wartoœci momentów mo¿na wykorzystaæ do okreœlenia si³ osiowych w p³ycie pomo-
stowej

N
M

a

M

a
p

bp b bp=
⋅

=
μ μ

κ
(34)

oraz w p³ycie wtórnej

N
M

c

M

c

I

I
w

pw p pw pn

b

=
⋅

=
μ μ

κ
.

(35)

3. ANALIZA PARAMETRYCZNA PODATNOŒCI ZESPOLENIA

3.1. ZA£O¯ENIA

Analizê parametryczn¹ wykonano dla dŸwigarów przyk³adowego mostu zespolone-
go, na którym prowadzone by³y badania in-situ [16, 17]. W przyk³adach numerycz-
nych uwzglêdnia siê elementy wyposa¿enia, przyjmuj¹c tym samym model p³yty jako
dwuwarstwowy, z podatnym zespoleniem w stykach. W analizie wyró¿nia siê prze-
kroje dŸwigara skrajnego (z kap¹ chodnikow¹) i poœredniego (z nawierzchni¹ jezdni).
Wymiary przekrojów i ich charakterystyki geometryczne podano w tablicy. Charak-
terystyki materia³owe betonów p³yty pomostowej i kapy chodnikowej przyjêto dla da-
nych projektowych zgodnie z [18]. Dla nawierzchni pos³u¿ono siê danymi z [19],
przyjmuj¹c wartoœæ modu³u sztywnoœci dla okresu zimowego, kiedy wp³yw
wspó³pracy nawierzchni jest najwiêkszy. Nale¿y tu zauwa¿yæ, ¿e wartoœæ modu³u
sztywnoœci nawierzchni z betonu asfaltowego silnie zale¿y od temperatury i wraz z jej
wzrostem znacz¹co maleje. Dla rozpatrywanego przekroju wp³yw nawierzchni jezdni
na sztywnoœæ dŸwigara dla temperatur okresu letniego [19] jest pomijalny.

Zasadniczym celem badañ [16, 17] by³o okreœlenie efektów podatnoœci zespolenia w
dŸwigarach poœrednich, gdzie wp³yw wspó³pracy wyposa¿enia jest najmniejszy, dla-
tego w dŸwigarze skrajnym (z kap¹ chodnikow¹) zlokalizowano niewielk¹ liczbê
czujników tensometrycznych. Znacznie mniejsza, w porównaniu z danymi w tablicy,
by³a rzeczywista sztywnoœæ nawierzchni jezdni, z uwagi na prowadzenie badañ w
okresie wiosenno-letnim, a wiêc jej wp³yw by³ ograniczony. Przyjêcie w obliczeniach
wiêkszej wartoœci modu³u sztywnoœci by³o zabiegiem celowym, dla przedstawienia
jej teoretycznego wp³ywu na analizowane zagadnienie. Z tych wzglêdów, w ni-
niejszej pracy nie porównuje siê wyników obliczeñ z rezultatami badañ obiektu [20],
gdy¿ mo¿na by je do siebie odnosiæ jedynie poœrednio.
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Tablica. Parametry geometryczne i materia³owe elementów dŸwigarów
Table. Geometrical and material properties of the girders

DŸwigar
Element
dŸwigara

v
g
, y

g
, r

g

[m]
v

d
, y

d
, r

d

[m]
A

b
, A

p
, A

w

[m2]
I

b
, I

p
, I

w

[m4]
E

b
, E

p
, E

w

[MPa]

skrajny

belka stalowa 1,064 0,756 0,0727 0,04034 206000

p³yta
pomostowa

0,138 0,182 0,8860 0,00615 36400

kapa
chodnikowa

0,213 0,037 0,5360 0,01461 32600

poœredni

belka stalowa 1,064 0,756 0,0727 0,04034 206000

p³yta
pomostowa

0,138 0,182 1,0540 0,00724 36400

nawierzchnia 0,053 0,053 0,3890 0,00036 18000

3.2. ANALIZY NUMERYCZNE

Analiza dotyczy zakresu wartoœci wskaŸnika zespoleniaμ (styk belki i p³yty pomosto-
wej) w dŸwigarach skrajnym i poœrednim, z uwzglêdnieniem wspó³pracy elementów
wyposa¿enia. Na rys. 3 przedstawiono funkcje μ κ( ) dla trzech szczególnych (skraj-
nych) przypadków zespolenia w obydwu dŸwigarach:

• A – gdy nie wystêpuj¹ elementy wyposa¿enia

κ μ= +
+I I

I

b pn

b

,
(35)

• B – gdy brak jest wspó³pracy wyposa¿enia z p³yt¹ pomostow¹

κ μ= +
+ +I I I

I

b pn wn

b

,
(36)

• C – gdy wspó³praca p³yty pomostowej i wyposa¿enia jest idealna

( )κ μ μ= +
+

+ +
I I

I

I

I

b wn

b

pn

b

pw
1 max .

(37)

Z uwagi na ró¿nice w geometrii p³yty pomostowej i wyposa¿eniu obydwu dŸwiga-
rów, wykresy podane na rys. 3a i rys. 3b s¹ zró¿nicowane. Zale¿noœci μ κ( ) w ka¿dym
przypadku s¹ liniowe.
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Rys.3. Zmiennoœæ wskaŸników μ κ( ): a) dŸwigar skrajny, b) dŸwigar poœredni

(A - brak wyposa¿enia, B - brak wspó³pracy wyposa¿enia z p³yt¹ pomostow¹,

C - pe³na wspó³praca wyposa¿enia z p³yt¹ pomostow¹)

Fig.3. Variability of the coefficient μ κ( ): a) external girder, b) internal girder

(A - no fitting elements, B - no interaction of fitting elements and deck slab,

C - full interaction of fitting elements and deck slab)



Odleg³oœæ pomiêdzy liniami A i B jest funkcj¹ sztywnoœci warstwy wyposa¿enia.
Oczywiœcie w przypadku dŸwigara poœredniego i nawierzchni jezdni jej wp³yw jest
znikomy (nawet dla modu³u sztywnoœci asfaltobetonu przyjêtego dla okresu zimowe-
go), a wiêkszy w przypadku dŸwigara skrajnego i kapy chodnikowej. Zakres wyni-
ków pomiêdzy wykresami B i C, ujêty w zale¿noœci

Δκ μ κ= =
⋅

=
⋅

pw

pn

b

w

b

w
I

I

c N

M

c N

M

(38)

wskazuje na wp³yw podatnoœci zespolenia warstwy wyposa¿enia z p³yt¹ pomostow¹.
Wp³yw ten, w przypadku dŸwigarów poœrednich analizowanej konstrukcji, jest na po-
ziomie kilku procent.

Dla ka¿dego przypadku (A, B, C) mo¿na okreœliæ wartoœæ graniczn¹ wskaŸnika (przy
pe³nej wspó³pracy belki i p³yty), dla której otrzymuje siê najwiêksz¹ wartoœæ κ, a tym
samym najwiêksz¹ mo¿liw¹ sztywnoœæ przekroju:

• dla dŸwigara skrajnego:

κ κ
B A

max max/ , / , ,= =2 995 2 983 102 ,

κ κ
C A

max max/ , / , ,= =3 495 2 938 119 ,

• dla dŸwigara poœredniego:

κ κ
B A

max max/ , / , ,= =3 045 3 044 100 ,

κ κ
C A

max max/ , / , ,= =3 262 3 044 107 .

Z drugiej strony wartoœæ wskaŸnika μ
pw

jest bardzo trudna do oszacowania, a warto-
œci E I

w w
i μ

pw
wykazuj¹ cechy losowe o znacznym rozproszeniu. Wp³yw kapy chod-

nikowej na wartoœci μ szczególnie uwidaczniaæ siê bêdzie w niskich dŸwigarach, w
których proporcja sztywnoœci I I

wn
/ μ jest znaczna.

Na rys. 4 przedstawiono wykresy ( )μ κ dla tych samych dŸwigarów, podobnie jak na
rys. 3, przy za³o¿eniu, ¿e z dŸwigarem zespolonym wspó³pracuje wyposa¿enie. Przy-
jêto ca³y, teoretycznie mo¿liwy, przedzia³ wspó³pracy wyposa¿enia z p³yt¹ pomo-
stow¹, od braku wspó³dzia³ania (sytuacja B z rys. 3), do pe³nego zespolenia
(przypadek C). Dodatkowo na wykresie przedstawiono zakres wartoœci wskaŸnika
β κ( ) dla tych samych dŸwigarów. W tym przypadku β jest wskaŸnikiem zespolenia
pomiêdzy p³yt¹ i belk¹, okreœlonym na podstawie odkszta³ceñ, jak we wzorze (12). Z
porównania obydwu grup wykresów widoczne jest, ¿e rozproszenie wartoœci β jest
znacznie wiêksze ni¿ μ, co œwiadczy o jego wiêkszej czu³oœci na zmiany podatnoœci
zespolenia.

Dla ka¿dej wartoœci mo¿na wyznaczyæ przedzia³, w jakim znajduj¹ siê rozpatrywane
wskaŸniki [13], tym szerszy, im wiêkszy mo¿e byæ wp³yw wspó³pracy elementów
wyposa¿enia. Inna sytuacja ma miejsce w przypadku dŸwigara zespolonego bez wy-
posa¿enia, gdzie w sposób jednoznaczny, dla ka¿dej wartoœci wskaŸników, mo¿na
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wyznaczyæ moment bezw³adnoœci przekroju Iμ [6]. Z wykresu mo¿na równie¿ okre-
œliæ, dla jakich wartoœci parametru κ, bez wzglêdu na stopieñ wspó³dzia³ania wyposa-
¿enia z p³yt¹ pomostow¹, wspó³praca elementów konstrukcyjnych dŸwigara nie
bêdzie pe³na i powstanie ró¿nica odkszta³ceñ w ich styku.
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Rys.4. Zmiennoœæ wskaŸników μ κ( ) i β κ( ): a) dŸwigar skrajny, b) dŸwigar poœredni

Fig.4. Variability of the coefficients μ κ( ) and β κ( ): a) external girder, b) internal girder



Do okreœlenia zale¿noœci pomiêdzy wskaŸnikami μ i βmo¿na wykorzystaæ równanie
(12). Si³y wewnêtrzne w p³ycie pomostowej i belce, jak na rys. 2, wywo³uj¹ od-
kszta³cenia jednostkowe w styku tych elementów na górnej krawêdzi belki

ε
bg

b

b b

b g

b b

N

E A

M v

E I
= −

(39)

oraz na krawêdzi dolnej p³yty

ε
pd

p

p p

p d

p p

N

E A

M y

E I
= − + .

(40)

Po przekszta³ceniu (12) otrzymuje siê

ε ε β ε
bg pd bp bg
− = ⋅ , (41)

a wykorzystuj¹c zale¿noœci (39) i (40), wi¹¿¹ce odkszta³cenia jednostkowe w styku
belka – p³yta, równanie

N

E A

M v

E I

N

E A

M y

E I

b

b b

b g

b b

p

p p

p d

p p

b
−

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ + −

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟ =β p

b

b b

b g

b b

N

E A

M v

E I
⋅ −( ) .

(42)

Po przekszta³ceniach (42) i wprowadzeniu oznaczenia β β=
bp

, jak w (12), otrzymuje
siê ostatecznie równanie s³u¿¹ce do obliczania wskaŸnika zespolenia β na podstawie
si³ wewnêtrznych w belce i p³ycie

( ) ( )N

A

N

A

M

I
a vb

b

p

pn

b

b

g
1 0− + − − ⋅ =β β .

(43)

Wykorzystuj¹c równania okreœlaj¹ce wskaŸniki podatnoœci zespolenia (14) otrzymu-
je siê

N
M

a
b

b=μ ,
(44)

a z (15)

N
M

a
p bp

b=μ ,
(45)

natomiast po wprowadzeniu ich do (43) powstaje zale¿noœæ

( )μ β μ β
M

aA

M

aA

aM

I

v M

I

b

b

bp

b

pn

b

b

g b

b

1 0− + − + = .
(46)

Po uproszczeniu (46) i wprowadzeniu charakterystyk geometrycznych dŸwigara, za-
le¿noœæ pomiêdzy wskaŸnikami μ i β jest postaci

β
μ μ μ

v
I

aA
a

I

aA

I

aA
g

b

b

b

b

bp b

pn

−
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = − − ,

(47)
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a st¹d otrzymuje siê wzór

β

μ μ

μ
=

− −

−

a
I

aA

I

aA

v
I

aA

b

b

bp b

pn

g

b

b

.

(48)

Na rysunku 5 podano wykresy μ β( ). Za ka¿dym razem przyjmowano sta³¹ wartoœæ
wskaŸnika μ dla dŸwigara bez wyposa¿enia, a¿ do granicznej wartoœci (μ = 1,910 w
dŸwigarze skrajnym), dla pe³nego zespolenia belki z p³yt¹, i wyznaczano odpowia-
daj¹c¹ mu wartoœæ wskaŸnika β. Tak¹ sam¹ wartoœæ wskaŸnika μ przyjmowano dla
dŸwigara z wyposa¿eniem, przy za³o¿eniu jego pe³nego wspó³dzia³ania (przypadek
graniczny β

pw
=0, czyli zgodnoœæ odkszta³ceñ w styku p³yta – wyposa¿enie), a na-

stêpnie okreœlano wartoœæ towarzysz¹cego mu wskaŸnika β. Na rysunku 5 pokazano
otrzymane w ten sposób wykresy μ β( ), tworz¹ce pole mo¿liwych rozwi¹zañ, czyli
wskaŸnikówβ dla przyjmowanych wartoœciμ, zale¿nie od stopnia wspó³pracy wypo-
sa¿enia. Tym samym widoczne jest, ¿e wartoœæ wskaŸnikaμ, definiowana na podsta-
wie si³ wewnêtrznych w czêœci stalowej przekroju, nie daje jednoznacznej informacji
o podatnoœci po³¹czenia, opisywanej z uwagi na stan odkszta³ceñ w styku. Dla jedna-
kowej wartoœci μ (a wiêc tego samego po³o¿enia osi a

d

0 [6]), chocia¿ nieco innych
wartoœci si³ wewnêtrznych N

b
i M

b
, otrzymujemy ró¿ne wykresy odkszta³ceñ i ró¿ne

nieci¹g³oœci odkszta³ceñ w styku, okreœlone w β.

4. ODKSZTA£CENIA NA WYSOKOŒCI PRZEKROJU
D�WIGARA

Zmiana podatnoœci zespolenia w styku warstw dŸwigara zespolonego, powoduje mo-
dyfikacjê wykresu odkszta³ceñ na wysokoœci przekroju oraz zmianê po³o¿enia osi
obojêtnych w elementach sk³adowych dŸwigara [21]. Dla przekroju rozwa¿anego w
artykule, mo¿na wyró¿niæ cztery charakterystyczne przypadki:

a) pe³ne zespolenie w stykach wszystkich warstw,

b) pe³ne zespolenie w styku belki stalowej i p³yty pierwotnej oraz brak
zespolenia z p³yt¹ wtórn¹,

c) pe³ne zespolenie p³yt pierwotnej i wtórnej, brak zespolenia p³yty
z belk¹ stalow¹,

d) brak zespolenia we wszystkich stykach elementów sk³adowych dŸwigara.
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Rys.5. Zale¿noœæ wskaŸników μ β( ) dla dŸwigara bez i z wyposa¿eniem:

a) dŸwigar skrajny, b) dŸwigar poœredni

(A - brak wyposa¿enia, B - czêœciowa wspó³praca wyposa¿enia z p³yt¹ pomostow¹,

C - pe³na wspó³praca wyposa¿enia z p³yt¹ pomostow¹)

Fig.5. Relation μ β( ) for the girder without and with fitting elements:

a) external girder, b) internal girder

(A - no fitting elements, B - partial interaction of fitting elements and deck slab,

C - full interaction of fitting elements and deck slab)



W sytuacjach poœrednich bêdzie wystêpowa³o zespolenie podatne w jednym lub obu
stykach elementów dŸwigara, skutkuj¹ce powstaniem nieci¹g³oœci odkszta³ceñ. Na
rysunku 6 przedstawiono wykresy odkszta³ceñ dla charakterystycznych przypadków
zespolenia, opisanych wy¿ej. Przyjêto tu nastêpuj¹ce oznaczenia œrodków ciê¿koœci
poduk³adów, przy za³o¿eniu pe³nego zespolenia elementów je tworz¹cych:

O
bp

– œrodek ciê¿koœci uk³adu belka - p³yta pierwotna,
O

pw
– œrodek ciê¿koœci uk³adu p³yta pierwotna - p³yta wtórna,

O
bpw

– œrodek ciê¿koœci ca³ego dŸwigara zespolonego.

S¹ one lokalizowane poprzez odleg³oœci wzglêdem œrodków p³yty wtórnej i pierwot-
nej oraz belki (O

w
, O

p
, O

b
), jak na rysunku 2.

W przypadku braku wspó³pracy poszczególnych warstw przekroju (rys. 6d), po³o¿e-
nia osi obojêtnych odkszta³ceñ s¹ to¿same ze œrodkami ciê¿koœci poszczególnych ele-
mentów dŸwigara. Dla pe³nego wspó³dzia³ania belki, p³yty pierwotnej i wtórnej (rys.
6a) otrzymujemy jedn¹ oœ obojêtn¹, przechodz¹c¹ przez œrodek ciê¿koœci przekroju
sprowadzonego. W przypadku podatnego zespolenia (czêœciowej wspó³pracy ele-
mentów tworz¹cych przekrój) po³o¿enie tych osi bêdzie zmienia³o siê w granicach
przedstawionych na rysunku 6. Na tej podstawie mo¿na wyznaczyæ charakterystycz-
ne (graniczne) wartoœci zaproponowanych wskaŸników zespolenia.

Przyjêto, ¿e o podatnoœci zespolenia œwiadczy po³o¿enie osi obojêtnej odkszta³ceñ w
belce stalowej a

d

o [17], jak na rysunku 2. Pozwala ono na bezpoœrednie wyznaczenie
wskaŸnika zespolenia μ, przy wykorzystaniu zale¿noœci [6]

μ =
aa A

I

d

o

b

b

.
(49)

Po³o¿enie osi obojêtnej opisane zale¿noœci¹

a
I

aA
d

o b

b

=
μ

,
(50)

po uwzglêdnieniu odleg³oœci

a a a
g

o

d

o= − (51)

daje wskaŸnik, otrzymany po wykorzystaniu wzoru (48), o postaci

β

μ

=

−

−

a
I

aA

v a

g

o bp b

pn

g d

o
.

(52)

Wielkoœæ a
d

o okreœla siê na podstawie wyników pomiarów, z wykresu odkszta³ceñ w
belce stalowej. Jednak w wyniku badañ na wybudowanym obiekcie, poza podatnoœci¹
zespolenia elementów konstrukcyjnych, uwzglêdniane jest równie¿ wspó³dzia³anie
wyposa¿enia. Zaburza to jednoznaczn¹ interpretacjê otrzymanej wartoœci wskaŸnika
podatnoœci zespolenia p³yty i belki, co zilustrowano w przyk³adzie podanym na ry-
sunku 5.
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Na rysunku 7 przedstawiono wykres odkszta³ceñ w skrajnym dŸwigarze (gdzie jako
wyposa¿enie przyjêto kapê chodnikow¹), od obci¹¿enia momentem jednostkowym o
wartoœci M = 1 MNm, dla sytuacji:

• braku wyposa¿enia,

• dŸwigara z wyposa¿eniem, które w pe³ni wspó³pracuje z p³yt¹
(skrajny przypadek).

Za³o¿ono wartoœæ wskaŸnikaμ= 1,910, któr¹ obliczono dla dŸwigara o pe³nym zespo-
leniu (zgodnoœæ odkszta³ceñ w styku belka - p³yta), bez wyposa¿enia. Tak¹ sam¹ war-
toœæ μ (a tym samym identyczne, zgodnie z (48), po³o¿enie osi a

d

o ) przyjêto dla
dŸwigara z wyposa¿eniem. Widoczne jest, ¿e przy jednakowym po³o¿eniu osi a

d

o ,
otrzymujemy ró¿ne wykresy odkszta³ceñ i ró¿ne wartoœci nieci¹g³oœci odkszta³ceñ w
styku. Zmianie ulegaj¹ odkszta³cenia na krawêdziach przekroju belki stalowej, z uwa-
gi na przejmowanie czêœci si³ przez wyposa¿enie.

5. PODSUMOWANIE

Po³o¿enie osi obojêtnej belki stalowej mo¿na w stosunkowo ³atwy sposób wyznaczyæ
z badañ in-situ, przy u¿yciu czujników tensometrycznych. Pomiary takie prowadzone
s¹ zazwyczaj na ukoñczonych obiektach, na których wykonano elementy wyposa¿e-
nia, takie jak nawierzchnia jezdni, czy kapy chodników. Tak wiêc dŸwigary tworz¹ce
te konstrukcje nale¿y traktowaæ jako przekroje zespolone wtórnie, gdzie jako p³ytê
wtórn¹ przyjmuje siê warstwy nawierzchni i chodników. Jak pokazano w przyk³adach
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Rys.7. Wykresy odkszta³ceñ dla jednakowego po³o¿enia osi obojêtnej

Fig.7. Diagram of strains for the same position of the neutral axis



analizy, wspó³praca elementów wyposa¿enia mo¿e utrudniaæ formu³owanie wnio-
sków dotycz¹cych efektów podatnoœci zespolenia (nieci¹g³oœæ odkszta³ceñ w styku)
elementów konstrukcyjnych dŸwigara zespolonego, nawet przy pominiêciu innych,
istotnych czynników [22], wp³ywaj¹cych na to zjawisko.

W pracy analizowano wp³yw wspó³dzia³ania elementów niekonstrukcyjnych (wypo-
sa¿enia) w aspekcie zagadnienia podatnoœci zespolenia elementów konstrukcyjnych
mostowego dŸwigara zespolonego stalowo-betonowego. W przyjêtym modelu dŸwi-
gara za³o¿ono, ¿e stalowa belka po³¹czona jest z ¿elbetow¹ p³yt¹ pomostow¹, z któr¹
wspó³dzia³aj¹ elementy wyposa¿enia. Przyjêto czêœciow¹ wspó³pracê wszystkich ele-
mentów, w zwi¹zku z czym uwzglêdnia siê nieci¹g³oœæ odkszta³ceñ w p³aszczyznach
kontaktu: belka – p³yta oraz p³yta – p³yta wtórna. W rozwi¹zaniu wykorzystano
w³asne wskaŸniki opisuj¹ce wspó³pracê elementów sk³adowych dŸwigara. Przedsta-
wiono analizê parametryczn¹ dla danych geometrycznych rzeczywistego obiektu mo-
stowego o konstrukcji zespolonej. Jej rezultaty pokazuj¹, i¿ wskaŸniki podatnoœci
zespolenia, obliczane na podstawie pomiarów odkszta³ceñ na belkach stalowych,
umo¿liwiaj¹ okreœlenie przedzia³u sztywnoœci dŸwigara wspó³dzia³aj¹cego z elemen-
tami niekonstrukcyjnymi, jak równie¿ zakresu zmiennoœci odkszta³ceñ w styku.
Istotn¹ trudnoœci¹ jest tu oszacowanie sztywnoœci po³¹czenia wyposa¿enia z p³yt¹ po-
mostow¹, co wynika z wystêpowania efektów lokalnych (tarcie, przyczepnoœæ) oraz
innych czynników losowych. Wp³yw elementów wyposa¿enia najbardziej istotny jest
w przypadku wspó³pracy z dŸwigarem konstrukcji chodnika, co mo¿e zmieniaæ
rozk³ad si³ przekrojowych w sposób utrudniaj¹cy identyfikacjê efektów podatnoœci
zespolenia dŸwigarów stalowo-betonowych.

WYKAZ PODSTAWOWYCH OZNACZEÑ

A
b
, I

b
– pole powierzchni, moment bezw³adnoœci przekroju poprzecznego belki

A
p
, I

p
– pole powierzchni, moment bezw³adnoœci przekroju poprzecznego p³yty

pierwotnej

A
w

, I
w

– pole powierzchni, moment bezw³adnoœci przekroju poprzecznego
p³yty wtórnej

A
pn

, I
pn

– sprowadzone pole powierzchni, sprowadzony moment
bezw³adnoœci przekroju poprzecznego p³yty pierwotnej

A
wn

, I
wn

– sprowadzone pole powierzchni, sprowadzony moment
bezw³adnoœci przekroju poprzecznego p³yty wtórnej

E
b

– modu³ sprê¿ystoœci belki

E
p

– modu³ sprê¿ystoœci p³yty pierwotnej

E
w

– modu³ sprê¿ystoœci p³yty wtórnej

I
x

– sprowadzony moment bezw³adnoœci przekroju poprzecznego
dŸwigara zespolonego
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Iμ – sprowadzony moment bezw³adnoœci przekroju poprzecznego
dŸwigara podatnie zespolonego

M , N – wypadkowy moment zginaj¹cy i si³a osiowa,
odniesione do przekroju poprzecznego dŸwigara zespolonego

M
b
, N

b
– sk³adowa momentu zginaj¹cego i si³y osiowej,

odniesione do przekroju poprzecznego belki

M
p
, N

p
– sk³adowa momentu zginaj¹cego i si³y osiowej,

odniesione do przekroju poprzecznego p³yty pierwotnej

M
w

, N
w

– sk³adowa momentu zginaj¹cego i si³y osiowej,
odniesione do przekroju poprzecznego p³yty wtórnej

a – odleg³oœæ pomiêdzy œrodkami ciê¿koœci belki i p³yty pierwotnej

a
d

– odleg³oœæ pomiêdzy œrodkiem ciê¿koœci belki, a œrodkiem
ciê¿koœci dŸwigara utworzonego z belki i p³yty pierwotnej,
przy pe³nym zespoleniu tych elementów

a
g

– odleg³oœæ pomiêdzy œrodkiem ciê¿koœci p³yty pierwotnej,
a œrodkiem ciê¿koœci dŸwigara utworzonego z belki i p³yty
pierwotnej, przy pe³nym zespoleniu tych elementów

c – odleg³oœæ pomiêdzy œrodkami ciê¿koœci p³yty pierwotnej i wtórnej

c
d

– odleg³oœæ pomiêdzy œrodkiem ciê¿koœci p³yty pierwotnej,
a œrodkiem ciê¿koœci uk³adu utworzonego z p³yty pierwotnej
i wtórnej, przy pe³nym zespoleniu tych elementów

c
g

– odleg³oœæ pomiêdzy œrodkiem ciê¿koœci p³yty wtórnej,
a œrodkiem ciê¿koœci uk³adu utworzonego z p³yty pierwotnej
i wtórnej, przy pe³nym zespoleniu tych elementów

d – odleg³oœæ pomiêdzy œrodkami ciê¿koœci belki i p³yty wtórnej

d
d

– odleg³oœæ pomiêdzy œrodkiem ciê¿koœci belki, a œrodkiem
ciê¿koœci ca³ego dŸwigara zespolonego, przy pe³nym
zespoleniu wszystkich elementów

d
g

– odleg³oœæ pomiêdzy œrodkiem ciê¿koœci p³yty wtórnej,
a œrodkiem ciê¿koœci ca³ego dŸwigara zespolonego,
przy pe³nym zespoleniu wszystkich elementów

r
g
, r

d
– odleg³oœæ krawêdzi górnej i dolnej od œrodka ciê¿koœci

przekroju poprzecznego p³yty wtórnej

v
g
, v

d
– odleg³oœæ krawêdzi górnej i dolnej od œrodka ciê¿koœci przekroju

poprzecznego belki

y
g
, y

d
– odleg³oœæ krawêdzi górnej i dolnej od œrodka ciê¿koœci przekroju

poprzecznego p³yty pierwotnej
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INFLUENCE OF BRIDGE NONSTRUCTURAL ELEMENTS ON

CONNECTION FLEXIBILITY INDICES IN STEEL-CONCRETE GIRDERS

Abstract

The paper concerns steel-concrete composite bridges. In the analytical model of a girder it is

assumed, that fitting elements (bridge flooring, concrete sidewalks) cooperate with a concrete

deck slab. There is made an assumption, that all elements interact fully or partially and as a

result there occurs strain difference in the layers interfaces. Connection indices, defined on the

basis of internal forces and strains in the cross section, are used in the description. The problem

is illustrated with results of parametric analyses. Geometrical and material properties of a real

steel-concrete composite bridge, are used. The results of the analyses show, that coefficients

calculated on the basis of strains measured in steel beams during load testing, can be useful

when estimating flexural stiffness of a composite girder with nonstructural elements, as well as

for evaluation of strain changes in steel-concrete interface. Difficulties in estimating of

cooperation level of fitting elements with deck slab, result from local effects (friction and

adhesion) and other random factors.
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